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Prefacio 


OBJETIVOS 

El objetivo principal de un primer curso de mecanica debe ser desa- 
rrollar en el estudiante de ingenieria la capacidad de analizar cual- 
quier problema en forma logica y sencilla, y la de aplicar para su so- 
lution unos cuantos principios basicos perfectamente comprendidos. 
Se espera que este texto, disenado para un primer curso de estatica, 
asi como el libro complementario, Mecanica vectorial para ingenieros: 
Dindmica, permitiran que el profesor alcance este objetivo. 


ENFOQUE GENERAL 

En la parte initial del texto se introduce el analisis vectorial, el cual 
se utiliza en la presentation y exposition de los principios funda- 
mentales de la mecanica. Los metodos vectoriales se usan tambien 
para resolver diversos problemas, especialmente en tres dimensiones, 
donde estas tecnicas permiten obtener la solution de un modo mas 
conciso y simple. Sin embargo, el entasis del libro se mantiene en 
el correcto aprendizaje de los principios de la mecanica y su aplica- 
cion para resolver problemas de ingenieria, por lo que el analisis 
vectorial se presenta, primordialmente, como una herramienta prac- 
tica. 


Se introducen aplicaciones practicas desde una etapa ini- 

cial. Una de las caracteristicas del enfoque usado en estos tomos es 
que la mecanica de particulas se ha separado en forma clara de la me- 
canica de cuerpos rigidos. Este enfoque hace posible considerar apli- 
caciones practicas simples en una etapa initial y posponer la intro- 
duction de los conceptos mas avanzados. Por ejemplo: 

• En Estatica , la estatica de particulas se estudia primero (capitulo 
2), despues de haber presentado las reglas para la suma y resta 
de vectores, y el principio de equilibrio de una particula se aplica 
inmediatamente a situaciones practicas que involucran solo 
fuerzas concurrentes. La estatica de cuerpos rigidos se considera 
en los capitulos 3 y 4. En el capitulo 3 se introducen los produc- 
tos escalar y vectorial de dos vectores y se utilizan para definir el 
momenta de una fuerza con respecto a un punto y a un eje. La 


Prefacio 


XV 


presentation de estos nuevos conceptos es seguida por la exposi- 
tion rigurosa y completa de los sistemas de fuerzas equivalentes 
que conducen, en el capitulo 4, a muchas aplicaciones practicas 
que involucran el equilibrio de cuerpos rigidos bajo la action de 
sistemas generales de fuerzas. 

• En Dinamica se observa la misma division. Se introducen los con- 
ceptos basicos de fuerza, masa y aceleracion, de trabajo y ener- 
gia, y de impulso y momentum, y se aplican en primera instancia 
a la resolution de problemas que solo involucran particulas. De 
esta forma, los estudiantes pueden familiarizarse por si mismos 
con los tres metodos basicos utilizados en dinamica, y aprender 
sus respectivas ventajas antes de enfrentar las dificultades asocia- 
das con el movimiento de cuerpos rigidos. 

Los conceptos nuevos se presentan en terminos simples. 

Como este texto esta disenado para un primer curso sobre estatica, 
los conceptos nuevos se presentan en terminos simples y cada paso 
se explica en forma detallada. Por otro lado, este enfoque alcanza una 
madurez definitiva al analizar los aspectos mas relevantes de los pro- 
blemas considerados, y al ampliar los metodos de aplicabilidad gene- 
ral. Por ejemplo, los conceptos de restricciones parciales y de inde- 
terminacion estatica se introducen al principio del texto para ser 
usados en todo el libro. 

Los principios fundamentales se ubican en el contexto de 

aplicaciones simples. Se enfatiza el hecho de que la mecanica es, 
esencialmente, una ciencia deductiva que se basa en algunos princi- 
pios fundamentales. Las derivaciones se presentan siguiendo su se- 
cuencia logica y con todo el rigor requerido a este nivel. Sin embar- 
go, en virtud de que el proceso de aprendizaje es primordialmente 
inductivo, las aplicaciones mas simples se consideran primero. Por 
ejemplo: 

• La estatica de particulas antecede a la estatica de cuei'pos rigidos, 
y los problemas que involucran fuerzas interims se posponen has- 
ta el capitulo 6. 

• En el capitulo 4 se consideran primero los problemas de equili- 
brio que involucran solo a fuerzas coplanares, y se resuelven por 
medio del algebra ordinaria, mientras que los problemas que in- 
volucran fuerzas tridimensionales, los cuales requieren el uso 
completo del algebra vectorial, se exponen en la segunda parte 
de dicho capitulo. 

Se emplean diagramas de cuerpo libre para resolver pro- 
blemas de equilibrio y expresar la equivalencia de sistemas de 

fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre se introducen al principio 
y se enfatiza su importancia a lo largo de todo el texto. No solo se em- 
plean para resolver problemas de equilibrio sino tambien para expre- 
sar la equivalencia de dos sistemas de fuerzas o, de modo mas gene- 
ral, de dos sistemas de vectores. La ventaja de este enfoque se vuelve 
evidente en el estudio de la dinamica de cuerpos rigidos, donde se 
utiliza para resolver problemas tridimensionales y bidimensionales. Se 
pudo lograr una comprension mas intuitiva y completa de los princi- 
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pios fundamentales de la dinamica al poner mayor enfasis en las “ecua- 
ciones de diagramas de cuerpo libre” en lugar de en las ecuaciones 
algebraicas estandar de movimiento. Este enfoque, introducido en 
1962 en la primera edition de Mecanica vectorial para ingenieros, lia 
obtenido liasta la fecha una amplia aceptacion entre los profesores de 
mecanica en Estados Unidos. Por tanto, para la resolution de todos 
los problemas resueltos de este libro, se prefiere su utilization en lu- 
gar del metodo de equilibrio dinamico y de las ecuaciones de movi- 
miento. 

Se utilizan presentaciones en distintos tonos para distin- 
guir los vectores. El color se ha usado no solo para mejorar la ca- 
lidad de las ilustraciones, sino tambien para ayudar a los estudiantes 
a distinguir entre los diversos tipos de vectores que pueden encon- 
trar. En virtud de que no habia intention de establecer un codigo de 
color para el texto, en un capitulo dado se utiliza el mismo color pa- 
ra representar el mismo tipo de vector. Por ejemplo, a lo largo del to- 
mo de Estdtica, el rojo se utiliza en forma exclusiva para representar 
fuerzas y pares, mientras que los vectores de position se muestran en 
azul y las dimensiones en negro. Esto vuelve mas facil para los estu- 
diantes identificar las fuerzas que actuan sobre una particula o cuer- 
po rfgido dados y comprender los problemas resueltos y otros ejem- 
plos proporcionados en el libro. 

Se mantiene, en forma consistente, un cuidadoso balance 
entre las unidades SI y unidades de uso comun en Estados Uni- 
dos. Debido a la tendencia que existe en la actualidad en el gobier- 
no y la industria estadounidenses de adoptar el Sistema International 
de Unidades (unidades metricas SI), las unidades SI que se usan con 
mayor frecuencia en mecanica se introducen en el capitulo 1 y se em- 
plean en todo el libro. Aproximadamente la mitad de los problemas 
resueltos y 60 por ciento de los problemas de tarea estan planteados 
en este sistema de unidades, mientras que el resto se proporciona en 
las unidades de uso comun en Estados Unidos. Los autores creen que 
este enfoque es el que se adecuara mejor a las necesidades de los es- 
tudiantes, quienes, como ingenieros, tendran que dominar los dos sis- 
temas de unidades. 

Tambien se debe reconocer que el uso de ambos sistemas de uni- 
dades significa mas que aplicar factores de conversion. Como el sis- 
tema de unidades SI es absoluto basado en el tiempo, la longitud y la 
masa, mientras que el sistema ingles es un sistema gravitational ba- 
sado en el tiempo, la longitud y la fuerza, se requieren diferentes en- 
foques para la solution de muchos problemas. Por ejemplo, cuando 
se usan las unidades SI, por lo general, un cuerpo se especifica me- 
diante su masa expresada en kilogramos; en la mayor parte de los pro- 
blemas de estatica sera necesario determinar el peso del cuerpo en 
newtons, para lo cual se requiere un calculo adicional. Por otro lado, 
cuando se aplican las unidades de uso comun en Estados Unidos, un 
cuerpo se especifica mediante su peso en libras y, en problemas de 
dinamica, se requerira un calculo adicional para determinar su masa 
en slugs (o lb • s 2 /ft). Por tanto, los autores creen que los problemas 
que se les asignen a los estudiantes deben incluir ambos sistemas de 
unidades. 


Prefacio 


XVII 


En las secciones opcionales se tratan temas avanzados o 

especializados. En el libro se incluye un gran numero de secciones 
opcionales identificadas mediante asteriscos y, por tanto, se distinguen 
facilmente de aquellas que constituyen la parte fundamental de un 
curso basico de estatica. Estas secciones pueden omitirse sin perju- 
dicar la comprension del resto del texto. 

Entre los temas cubiertos en las secciones adicionales se encuen- 
tran la reduction de un sistema de fuerzas a una llave de torsion, apli- 
caciones a hidrostatica, diagramas de fuerza cortante y momento flec- 
tor, equilibrio de cables, productos de inertia y tirculo de Mohr, la 
determination de los ejes principals y momentos de inercia de un 
cuerpo en forma arbitraria, y el metodo del trabajo virtual. Las sec- 
ciones sobre vigas son especialmente utiles cuando el curso de esta- 
tica es seguido inmediatamente por un curso de mecanica de mate- 
rials, mientras que las partes que tratan acerca de las propiedades 
de inercia de cuerpos tridimensionales fueron pensadas primordial- 
mente para los estudiantes que despues estudiaran, en dinamica, el 
movimiento tridimensional de cuerpos rigidos. 

El material presentado en el libro y la mayor parte de los pro- 
blemas no requieren conocimiento matematico previo superior al al- 
gebra, la trigonometrfa y el calculo elemental; todos los conocimien- 
tos de algebra elemental necesarios para comprender el texto se 
presentan con detalle en los capitulos 2 y 3. En general, se pone mayor 
enfasis en la comprension adecuada de los conceptos matematicos 
basicos incluidos que en la manipulation de formulas matematicas. Al 
respecto, se debe mencionar que la determination de los centroides 
de areas compuestas precede al calculo de centroides por integration, 
lo cual posibilita establecer firmemente el concepto de momento de 
un area antes de introducir el uso de integrates. 


ORGANIZACION DE LOS CAPITULOS 
Y CARACTERISTICAS PEDAGOGICAS 

introduction del capi'tulo. Cada capitulo comienza con una intro- 
duction que establece el proposito y los objetivos del mismo, y en 
donde se describe en terminos sencillos el material que sera cubier- 
to y sus aplicaciones en la resolution de problemas de ingenierfa. Los 
lineamientos del capitulo proporcionan a los estudiantes una vision 
previa de los topicos que este incluye. 

Lecciones en el capi'tulo. El cuerpo del texto esta dividido en 
unidades, cada una de las cuales consiste en una o mas secciones de 
teorfa, uno o varios problemas resueltos, y una gran cantidad de pro- 
blemas de tarea. Cada unidad corresponde a un tema bien definido 
que, por lo general, puede ser cubierto en una lection. Sin embargo, 
en ciertos casos el profesor encontrara que es deseable dedicar mas 
de una lection a un topico en particular. 

Problemas resueltos. Los problemas resueltos se plantean de 
manera muy similar a la que usaran los estudiantes cuando resuelvan 
los problemas que se les asignen. Por tanto, estos problemas cumplen 
el doble proposito de ampliar el texto y demostrar la forma de traba- 
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jo clara y ordenada que los estudiantes deben cultivar en sus propias 
soluciones. 

Resolucion de problemas en forma independiente. Entxe los 
problemas resueltos y los de tarea, para cada leccion se incluye una sec- 
cion titulada Resolucion de problemas en forma independiente. El pro- 
posito de estas secciones es ayudar a los estudiantes a organizar mental- 
mente la teoria ya cubierta en el texto y los metodos de resolucion de los 
problemas resueltos, de manera que puedan resolver con mayor exito 
los problemas de tarea. Ademas, en estas secciones tambien se incluyen 
sugerencias y estrategias especificas que les permitiran enfrentar de ma- 
nera mas eficiente cualquier problema que se les asigne. 

Series de problemas de tarea. La mayorfa de los problemas 
son de naturaleza practica y deben llamar la atencion del estudiante 
de ingenieria. Sin embargo, estan disenados para ilustrar el material 
presentado en el texto y para ayudar a los estudiantes a comprender 
los principios de la mecanica. Los problemas se han agrupado de 
acuerdo con las partes del material que ilustran y se presentan en or- 
den de dificultad creciente. Los problemas que requieren atencion 
especial estan senalados con asteriscos. Al final del texto se proporcio- 
nan las respuestas correspondientes a 70 por ciento de los problemas 
propuestos; y aquellos para los cuales no se da respuesta se indican en 
el libro escribiendo su numero en cursivas. 

Repaso y resumen del capftulo. Cada capitulo finaliza con 
un repaso y un resumen del material cubierto en el mismo. Las notas 
al margen se utilizan para ayudar al estudiante a organizar su trabajo 
de revision, ademas se han incluido referencias cruzadas para ayudar- 
los a encontrar las partes de material que requieren atencion especial. 

Problemas de repaso. Al final de cada capitulo se incluye un 
grupo de problemas de repaso. Estos problemas proporcionan a los 
estudiantes una oportunidad adicional de aplicar los conceptos mas 
importantes presentados en el capitulo. 

Problemas de computadora. Cada capitulo incluye un grupo 
de problemas disenados para ser resueltos mediante programas de 
computadora. Muchos de estos problemas son importantes para el 
proceso de diseho. En estatica, por ejemplo, pueden implicar el ana- 
lisis de una estructura para diferentes conflguraciones y cargas o la de- 
termination de las posiciones de equilibrio de un mecanismo que 
puede requerir un metodo iterativo de solucion. El desarrollo del al- 
goritmo necesario para resolver un problema de mecanica dado bene- 
ficiara a los estudiantes en dos formas diferentes: 1) les ayudara a lo- 
grar una mejor comprension de los principios de la mecanica involu- 
crados; 2) les proporcionara la oportunidad de aplicar sus habilidades 
con la computadora para encontrar la solucion de un problema rele- 
vante de ingenieria. 


MATERIALES DE APOYO 

Esta obra cuenta con interesantes complementos que fortalecen los 
procesos de ensenanza-aprendizaje, asi como la evaluation de estos, 


mismos que se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus 
cursos. Para obtener mas information y conocer la politica de entrega 
de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill. 
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CONEXION CON LA INGENIERIA DE McGRAW-HILL 

La conexion de McGraw-Hill con la ingenierfa ( McGraiu-Hill Con- 
nect Engineering) es una plataforma de tareas y evaluation que pro- 
porciona a los estudiantes los medios para conectarse de mejor ma- 
nera con su curso, sus profesores y los conceptos importantes que 
necesitaran conocer para su exito en la actualidad y en el futuro. Me- 
diante la Conexion con la Ingenierfa, los profesores pueden entregar 
con facilidad tareas, tests y examenes en linea. Los estudiantes pue- 
den practicar habilidades importantes a su propio ritmo y de acuerdo 
con su propio programa. 

La Conexion con la Ingenierfa de Mecdnica vectorial para inge- 
nieros esta disponible en www.mhhe.com/beerjohnston e incluye 
problemas algoritmicos del texto, presentaciones en PowerPoint, un 
banco de imagenes y animaciones. 


OPCIONES DE LIBRO ELECTRONICO 

Los libros electronicos son una forma innovadora de ahorrarle dinero 
a los estudiantes y al mismo tiempo crear un medio ambiente mas 
verde. Un libro electronico puede ahorrarles a los estudiantes cerca 
de la mitad del costo de un libro de texto traditional y ofrece carac- 
terfsticas unicas como un poderoso dispositivo de busqueda, texto re- 
saltado y la capacidad de compartir notas con companeros de clase 
que usan libros electronicos. 

McGraw-Hill ofrece dos opciones de libros electronicos: la com- 
pra de un libro descargable de VitalSource o una suscripcion al libro 
de CourseSmart. Para conocer mas acerca de las opciones de libros 
electronicos, contacte a su distribuidor de McGraw-Hill o visite los 
sitios en www.vitalsource.com y www.coursesmart.com. 
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MECANICA VECTORIAL 
PARA INGENIEROS 

Estatica 


A finales del siglo xvn, Sir Isaac Newton estable- 
cio los principios fundamentales de la mecani- 
ca, los cuales constituyen la base de gran parte 
de la ingenierfa moderna. 
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CAPITULO 1 INTRODUCCION 

^Que es la mecanica? 

Conceptos y principios 

fundamentales 

Sistemas de unidades 

Conversion de un sistema de 

unidades a otro 

Metodo para la solucion de 

problemas 

Exactitud numerica 


1.1. iQUE ES LA MECANICA? 

La mecanica se puede definir como la ciencia que describe y predice 
las condiciones de reposo o movimiento de los cuerpos bajo la action 
de fuerzas. Se divide en tres partes: la mecanica de cuerpos rigidos, la 
mecanica de cuerpos deformables y la mecanica d e fluidos. 

La mecanica de cuerpos rigidos se subdivide en estatica y dinami- 
ca; la primera estudia los cuerpos en reposo y la segunda los cuerpos en 
movimiento. En esta parte del estudio de la mecanica se supone que los 
cuerpos son perfectamente rigidos. Sin embargo, las estructuras y las 
maquinas reales nunca lo son y se deforman bajo las cargas a las que 
estan sometidas. Estas deformaciones casi siempre son pequenas y no 
afectan de manera apreciable las condiciones de equilibrio o de movi- 
miento de la estructura en consideration. Pero son importantes cuando 
se tiene en cuenta la resistencia de la estructura a las fallas y se estudian 
en la mecanica de materiales, que es una parte de la mecanica de cuer- 
pos deformables. La tercera parte de la mecanica, la de fluidos, se sub- 
divide en el estudio de los fluidos incomp resibles y el de los fluidos com- 
presibles. La hidrdulica es una subdivision importante en el estudio de 
los fluidos incompresibles y trata problemas relativos a los liquidos. 

La mecanica es una ciencia fisica puesto que estudia fenomenos ff- 
sicos. Sin embargo, algunos la asocian con las matematicas, mientras que 
otros la consideran un tema de ingenierfa. Ambos puntos de vista se jus- 
tifican parcialmente. La mecanica es la base de la mayorfa de las cien- 
cias de la ingenierfa y es un requisite indispensable para estudiarlas. Sin 
embargo, no tiene el caraeter empvrico propio de algunas ciencias de la 
ingenierfa, es decir, no se basa solo en la experiencia u observation; por 
su rigor y la importancia que da al razonamiento deductivo se parece a 
las matematicas. Pero tampoco es una ciencia abstracta, ni siquiera una 
ciencia purer, es una ciencia aplicada. Su proposito es explicar y prede- 
cir los fenomenos fisicos y poner las bases para aplicarlas en ingenierfa. 


1.2. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 

Aunque el estudio de la mecanica se remonta a los tiempos de Aristo- 
teles (384-322 a.C.) y de Arqufmedes (287-212 a.C.), se tuvo que es- 
perar hasta Newton (1642-1727) para eneontrar una formulation satis- 
factory de sus principios fundamentales, los cuales fueron expresados 
despues en forma modificada por d’Alembert, Lagrange y Hamilton. 
Su validez permanecio incolume hasta que Einstein formulo su teoria 
de la relatividad (1905). Si bien ahora se han reconocido las limitacio- 
nes de la mecanica neivtoniana, esta aun es la base de las aetuales cien- 
cias de la ingenierfa. 

Los conceptos basicos que se emplean en la mecania son espacio, 
tiempo, masa yfuerza. Estos conceptos no pueden ser definidos en for- 
ma exacta; deben aceptarse sobre las bases de nuestra intuition y ex- 
periencia y emplearse como un marco de referencia mental en el es- 
tudio de la mecanica. 

El concepto de espacio se asocia con la notion de position de un 
punto P. La position de este puede definirse por tres longitudes me- 
didas desde cierto punto de referencia u origen, en tres direcciones da- 
das. Estas longitudes se reconocen como coordenadas de P. 

Para definir un evento, no es suficiente con indicar su position en 
el espacio sino que debe darse tambien el tiempo del evento. 

El concepto de masa tiene la funcion de caracterizar y comparar 
los cuerpos con base en ciertos experimentos mecanicos fundamenta- 
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les. Por ejemplo, dos cuerpos que tengan la misma masa serian atraf- 
dos por la Tierra de igual forma; tambien presentaran la misma resis- 
tencia a un cambio en su movimiento traslacional. 

Una fuerza representa la accion de un cuerpo sobre otro y puede 
ejercerse por contaeto real o a distancia, como en el caso de las fuer- 
zas gravitacionales y magneticas. Una fuerza se caracteriza por su pan- 
to de aplicacion, magnitud y direction y se representa con un vector 
(seccion 2.3). 

En la mecanica newtoniana, espacio, tiempo y masa son concep- 
tos absolutos e independientes entre si (esto no es asf en la mecanica 
relativista, donde el tiempo de un evento depende de su position y la 
masa de un cuerpo varfa con su velocidad). Por otra parte, el concep- 
to de fuerza no es independiente de los otros tres. En realidad, uno de 
los principios fundamentales de la mecanica newtoniana, que se enun- 
cian mas adelante, indiea que la fuerza resultante que actua sobre un 
cuerpo se relaciona con la masa de este y con la forma en que varfa su 
velocidad en el tiempo. 

Se estudiaran las condieiones de reposo o movimiento de particu- 
las y cuerpos rfgidos a partir de los cuatro principios basicos que se han 
expuesto. Por particula se entiende una pequenfsima cantidad de ma- 
teria que ocupa un punto en el espacio. Un cuerpo rigiclo es la combi- 
nation de un gran numero de partfculas que ocupan posiciones fijas 
entre sf. El estudio de la mecanica de las partfculas es un requisite pre- 
vio al de los cuerpos rfgidos. Ademas, los resultados obtenidos para una 
particula pueden usarse directamente en muchos problemas que tra- 
tan de las condieiones de reposo o movimiento de cuerpos reales. 

El estudio de la mecanica elemental descansa sobre seis principios 
fundamentales basados en la evidencia experimental. 

La ley del paralelogramo para la adicion de fuerzas. Esta- 
blece que dos fuerzas que actuan sobre una particula pueden ser susti- 
tuidas por una sola fuerza llamada resultante, que se obtiene al trazar 
la diagonal del paralelogramo que tiene los lados iguales a las fuerzas 
dadas (seccion 2.2). 

El principio de transmisibilidad. Establece que las condicio- 
nes de equilibrio o de movimiento de un cuerpo ngido permaneceran 
inalteradas si una fuerza que actua en un punto del cuerpo rigido se 
sustituye por una fuerza de la misma magnitud y la misma direction, 
pero que actue en un punto diferente, siempre que las dos fuerzas ten- 
gan la misma lfnea de accion (seccion 3.3). 

Las tres leyes fundamentales de Newton. Fueron formula- 
das por Sir Isaac Newton a finales del siglo XVII y pueden enunciarse 
como sigue: 

Si la fuerza resultante que actua sobre una par- 
tfcula es cero, la particula permanecera en reposo (si originalmente es- 
taba en reposo) o se movera con velocidad constante en lfnea recta (si 
originalmente estaba en movimiento) (seccion 2.10). 

S EG U N DA LF Si la fuerza resultante que actua sobre una par- 
tfcula no es cero, la particula tendra una aceleracion proportional a la 
magnitud de la resultante y en la direction de esta. 

Como se vera en la seccion 1 2.2' esta ley puede expresarse asi 

F = ma (1.1) 


t 


La alusion a la seccion 11 y posteriores corresponde al tomo Dinamica, del mismo autor. 
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Figura 1.1 



Fotografia 1.1 Cuando estan en la orbita 
terrestre, se dice que las personas y los objetos 
no tienen peso, aun cuando la fuerza 
gravitacional que actua sobre ellos es 
aproximadamente 90% de la que se experimenta 
en la superficie de la Tierra. Esta aparente 
contradiction se resolvera en el capitulo 12, 
cuando se aplica la segunda ley de Newton al 
movimiento de particulas. 


donde F,mya representan, respectivamente, la fuerza resultante que 
actua sobre la partfcula, la masa de esta y la aceleracion de la misma, 
expresadas en un sistema consistente de unidades. 

TERCERA LF Las fuerzas de action y reaction de cuerpos en 
contacto tienen la misma magnitud, la misma linea de accion y senti- 
dos opuestos (seccion 6.1). 

La ley de gravitacion de Newton. Establece que dos partfcu- 
las de masa M y m se atraen mutuamente con fuerzas iguales y opues- 
tas F y — F (figura 1.1), de magnitud F dada por la formula 


F = G 


Mm 


( 1 . 2 ) 


donde r = la distancia entre las dos particulas 

G = la constante universal llamada constante de gravitacion 

La ley de gravitacion de Newton introduce la idea de una accion ejer- 
cida a distancia y extiende el alcance de aplicacion de la tercera ley: la 
accion F y la reaction — F en la figura 1.1 son iguales y opuestas y tie- 
nen la misma linea de accion. 

Un caso de gran importancia es el de la atraccion que la Tierra ejer- 
ce sobre una partfcula situada en su superficie. La fuerza F ejercida por 
la Tierra sobre la partfcula se define como el peso W de la partfcula. To- 
mando M igual a la masa de la Tierra, m igual a la masa de la partfcula, 
y r igual al radio R de la Tierra e introduciendo la constante 


g 


GM 

R 2 


(1.3) 


la magnitud W del peso de una partfcula de masa m puede expresar- 
se como* 


W = mg (1.4) 

El valor de R en la formula (1.3) depende de la elevation del punto 
considerado; tambien depende de su latitud, puesto que la Tierra no 
es realmente esferica. Asi que el valor de g varfa con la position del 
punto en cuestion. Mientras el punto permanezca sobre la superficie 
de la Tierra, en la mayorfa de los calculos de ingenieria es suficiente- 
mente preciso suponer que g es igual a 9.81 m/s“ o 32.2 ft/s 2 . 

Los principios que se acaban de enunciar se iran explicando en el 
curso del estudio de la mecanica conforme sea necesario. El estudio 
de la estatica de particulas se realiza en el capitulo 2 y se basa solo en 
la ley del paralelogramo para la adicion y en la primera ley de New- 
ton. El principio de transmisibilidad se expondra en el capitulo 3, al 
comenzar el estudio de la estatica de cuerpos rigidos, y la tercera ley 
de Newton se expone en el capitulo 6, cuando se analicen las fuerzas 
ejercidas entre los diferentes elementos que forman una estructura. En 
el estudio de la dinamica se introduciran la segunda ley de Newton y 
la ley de gravitacion. Alii se mostrara que la primera ley de Newton es 
un caso particular de la segunda ley (seccion 12.2), y que el principio 
de transmisibilidad podria derivarse de los otros principios y por lo mis- 

*Una definition mas precisa del peso W debe tomar en cuenta la rotation de la Tierra. 
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mo quedar eliminado (seccion 16.5). Por ahora, las primera y tercera 
leyes de Newton, la ley del paralelogramo para la adicion y el princi- 
pio de transmisibilidad proporcionaran las bases necesarias y suficien- 
tes para el estudio completo de la estatica de particulas, de cuerpos rf- 
gidos y de sistemas de cuerpos rfgidos. 

Como se dijo antes, los seis principios fundamentales enunciados 
antes se basan en la evidencia experimental. A exception de la primera 
ley de Newton y el principio de transmisibilidad, todos son principios in- 
dependientes y no se pueden obtener matematicamente de los demas ni 
de cualquier otro principio fisico elemental. En ellos descansa la mayor 
parte de la intrincada estructura de la mecanica newtoniana. La aplica- 
cion de estos principios fundamentales ha permitido resolver, por mas 
de dos siglos, un gran numero de problemas relacionados con las condi- 
ciones de reposo y movimiento de cuerpos rfgidos, cuerpos deformables 
y fluidos. Muchas de las soluciones obtenidas pueden comprobarse me- 
diante experimentos que proporcionan una verification ulterior de los 
principios en que se basaron. Fue solo hasta el siglo pasado que se en- 
contro que la mecanica de Newton tiene deficiencias en el estudio del 
movimiento de los atomos y en el de ciertos planetas, y que debe com- 
plementarse con la teorfa de la relatividad. Pero en la escala humana o 
en la escala de la ingenierfa, donde las velocidades son mucho mas pe- 
querias que la velocidad de la luz, la mecanica de Newton aun no ha si- 
do refutada. 


1.3. SISTEMAS DE UNIDADES 

Con los cuatro eonceptos fundamentales introdueidos en la seccion an- 
terior se asocian las llamadas unidades cineticas, es decir, las unidades 
de longitud, tiempo, masa yfuerza. Estas unidades no pueden escoger- 
se de manera independiente si la ecuacion (1.1) ha de satisfacerse. Tres 
de ellas pueden definirse en forma arbitraria; se les llama unidades bd- 
sicas. La cuarta unidad, en cambio, debe escogerse de acuerdo con la 
ecuacion (1.1) y se le identifica como unidad derivada. Se dice que las 
unidades cineticas asi seleccionadas forman un sistema consistente de 
unidades. 

Sistema Internacional de Unidades (Unidades del Sl). f En 

este sistema, que sera de uso universal cuando Estados Unidos com- 
plete su conversion, las unidades basicas son las de longitud, masa y 
tiempo, y se Hainan, respectivamente, metro (m), kilogramo (kg) y se- 
gundo (s). Las tres estan definidas de manera arbitraria. El segundo, 
que de manera original se eligio para representar 1/86 400 del dia so- 
lar medio, se define ahora como la duration de 9 192 631 770 ciclos 
de la radiation emitida en la transition entre dos niveles del estado 
fundamental del atomo de cesio-133. El metro, definido en forma ori- 
ginal como la diezmiHonesima parte de la distancia del ecuador a un 
polo, se define ahora como 1 650 763.73 longitudes de onda de la luz 
naranja-roja correspondiente a cierta transition en un atomo de crip- 
ton-86. El kilogramo, que es aproximadamente igual a la masa de 0.001 
m 3 de agua, se define como la masa de un patron de platino-iridio que 
se conserva en la Oficina Internacional de Pesos y Medidas en Sevres, 
cerca de Paris, Francia. La unidad de fuerza es una unidad derivada y 
se Hama newton (N). Se le define como la fuerza que proporciona una 

Ni significa Systeme International d’Unites (trances). 
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a = 1 m/s 2 



► F 


Figura 1.2 


aceleracion de 1 m/s 2 a una masa de un kilogramo (figura 1.2). A par- 
tir de la ecuacion (1.1) se escribe 

1 N = (1 kg)(l m/s 2 ) = 1 kg • m/s 2 (1.5) 

Se dice que las unidades del SI forman un sistema absoluto de unida- 
des; esto significa que las tres unidades basicas seleccionadas son in- 
dependientes del lugar en donde se utilicen las medidas. El metro, el 
kilogramo y el segundo se pueden usar en cualquier lugar de la Tierra; 
incluso pueden usarse en otro planeta y siempre tendran el mismo sig- 
nificado. 

El peso de un cuerpo, o \a fuerza de gravedad ejercida sobre el, 
debe expresarse en newtons, como cualquier otra fuerza. De la ecua- 
cion (1.4) se obtiene que el peso de un cuerpo de masa 1 kg (figura 
1.3) es 


m = 1 kg 


a = 9.81 m/s 2 


W = 9.81 N 


' ' 


W = mg 

= (1 kg)(9.81 m/s 2 ) 

= 9.81 N 

Los multiplos y submultiplos de las unidades fundamentales del SI 
se pueden obtener con el uso de los prefijos que se definen en la ta- 
bla 1.1. Los multiplos y submultiplos de las unidades de longitud, ma- 
sa y fuerza de mayor uso en ingenierfa son, respectivamente, el kilo- 
metro (km) y el milimetro (mm); el megagramo f (Mg) y el gramo (g); 
y el kilonewton (kN). De acuerdo con la tabla 1.1, se tiene 


Figura 1.3 


1 km = 1 ()()() m 1 mm = 0.001 m 

1 Mg = 1 000 kg 1 g = 0.001 kg 
1 kN = 1 000 N 


La conversion de estas unidades a metros, kilogramos y newtons, res- 
pectivamente, puede realizarse con solo recorrer el punto decimal tres 
lugares a la derecha o a la izquierda. Por ejemplo, para convertir 

3.82 km en metros, se recorre el punto decimal tres lugares a la dere- 
cha: 


3.82 km = 3 820 m 

En forma semejante, 47.2 mm se convierten en metros recorriendo el 
punto decimal tres lugares a la izquierda: 

47.2 mm = 0.0472 m 

Con el uso de la notation cientifica, se puede escribir 

3.82 km = 3.82 X 10 3 m 
47.2 mm = 47.2 X 10“ 3 m 

Los multiplos de la unidad de tiempo son el minuto (min) y la hora 
(h). Puesto que 1 min = 60 s y 1 h = 60 min = 3 600 s, estos multi- 
plos no pueden convertirse tan facilmente como los otros. 

Con el uso del multiplo o submultiplo adecuado de cierta unidad, 
se puede evitar la escritura de numeros muy grandes o muy pequenos. 


f Tambien conocida como tonelada metrica. 


Tabla 1.1. Prefijos del SI 
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Factor multiplicativo 

Prefijo 

Simbolo 

1 000 000 000 000 = 10 12 

tera 

T 

1 000 000 000 = 10 9 

gig a 

G 

1 000 000 = 10® 

mega 

M 

1 000 = 10 3 

kilo 

k 

100 = 10 2 

hecto* 

h 

1 — * 

o 

II 

I— 1 

O h 

deca* 

da 

0.1 = 10" 1 

deci* 

d 

0.01 = 10" 2 

centi* 

c 

0.001 = 10" 3 

mili 

m 

0.000 001 = 10"® 

micro 


0.000 000 001 = 10" 9 

nano 

n 

0.000 000 000 001 = 10" 12 

pico 

p 

0.000 000 000 000 001 = 10" 15 

femto 

f 

0.000 000 000 000 000 001 = 10" 18 

ato 

a 


*Debe evitarse el uso de estos prefijos, excepto en las medidas de areas y volumenes y para 
el uso no tecnico del centimetro, como en las medidas referentes a la ropa y al cuerpo. 


Por ejemplo, por lo general se escribe 427.2 km en lugar de 427 200 
m, y 2.16 mm en lugar de 0.002 16 m. f 

Unidades de area y volumen. La unidad de area es el metro 
cuadrado (m 2 ), que representa el area de un cuadrado de 1 m de la- 
do; la unidad de volumen es el metro cubico (m 3 ), que es igual al vo- 
lumen de un cubo de 1 m de lado. Para evitar valores numericos ex- 
cesivamente pequenos o demasiado grandes en el calculo de areas y 
volumenes, se usan sistemas de subunidades que se obtienen elevan- 
do, respectivamente, al cuadrado y al cubo no solo el milimetro sino 
tambien dos submultiplos intermedios del metro, llamados decimetro 
(dm) y centimetro (cm). Entonces, por definition, 

1 dm = 0.1 m = 10' 1 m 
1 cm = 0.01 m = 1()" 2 m 
1 mm = 0.001 m = 10" 3 m 

los submultiplos de la unidad de area son 

1 dm 2 = (1 dm) 2 = (10" 1 m) 2 = 10" 2 m 2 
1 cm 2 = (1 cm) 2 = (10" 2 m) 2 = 10" 4 m 2 
1 mm 2 = (1 mm) 2 = (10~ 3 m) 2 = 10~ 6 m 2 

y los submultiplos de la unidad de volumen son 

1 dm 3 = (1 dm) 3 = (10" 1 m) 3 = 10" 3 m 3 
1 cm 3 = (1 cm) 3 = (10" 2 m) 3 = 10~ 6 m 3 
1 mm 3 = (1 mm) 3 = (10" 3 m) 3 = 10" 9 m 3 


f Debe observarse que cuando se usan mas de cuatro digitos a ambos lados del punto de- 
cimal para expresar una cantidad en unidades del SI (como en 427 200 m o en 0.002 16 m) 
deben usarse espacios, no comas, para separar los digitos en grupos de tres. Esto es eon 
el fin de evitar confusiones con la coma, que se usa en muchos paises en lugar del punto de- 
cimal. 
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Debe notarse que cuando se mide el volumen de un Ifquido, el deci- 
metre cubico (dm 3 ) se conoce en forma usual como un litro (L). 

En la tabla 1.2 se muestran otras unidades derivadas del SI, que 
se usan para medir el momento de una fuerza, el trabajo de una fuer- 
za, etc. Aunque estas unidades se introduciran en capitulos posterio- 
res conforme se vayan necesitando, es necesario describir una regia im- 
portante en esta fase: cuando se obtiene una unidad derivada con la 
division de una unidad basica entre otra unidad basica, debe usarse un 
prefijo en el numerador de la unidad derivada pero no en su denomi- 
nador. Por ejemplo, la constante k de un resorte que se elonga 
20 mm bajo una carga de 100 N se expresara como 


100 N 
20 mm 


100 N 
0.020 m 


= 5 000 N/m 


o k = 5 kN/m 


pero nunca como k = 5 N/mm. 

Unidades de uso comun en Estados Unidos. La mayoria de 
los ingenieros practicantes estadounidenses todavia utiliza un sistema en 
el que las unidades basicas son las unidades de longitud, fuerza y tiempo. 
Estas unidades son, respectivamente, el pie (ft), la libra (lb) y el segundo 
(s). El segundo es identico a la correspondiente unidad del SI. El pie se 
define como 0.3048 m. La libra se define como el peso de un patron 
de platino, llamado libra estandar, que esta en el National Institute 


Tabla 1.2. Principales unidades del SI usadas en mecanica 


Cantidad 

Unidad 

Simbolo 

Formula 

Aceleracion 

Metro por segundo 
al cuadrado 


m/s 2 

Angulo 

Radian 

rad 

t 

Aceleracion angular 

Radian por segundo 
al cuadrado 


rad/s 2 

Velocidad angular 

Radian por segundo 


rad/s 

Area 

Metro cuadrado 


m 2 

Densidad 

Kilogramo por 
metro cubico 


kg/m 3 

Energia 

Joule 

J 

N • m 

Fuerza 

Newton 

N 

kg • m/s 2 

Frecuencia 

Hertz 

Hz 

s" 1 

Impulso 

N ewton-segundo 


kg • m/s 

Longitud 

Metro 

m 

t 

Masa 

Kilogramo 

k g 

+ 

Momento de una fuerza Newton-metro 

N • m 

Potencia 

Watt 

w 

J/s 

Presion 

Pascal 

Pa 

N/m 2 

Esfuerzo 

Pascal 

Pa 

N/m 2 

Tiempo 

Segundo 

s 

* 

Velocidad 

Volumen 

Metro por segundo 


m/s 

Solidos 

Metro cubico 


m 3 

Liquidos 

Litro 

L 

10“ 3 m 3 

Trabajo 

Joule 

J 

N • m 


’Unidad suplementaria (1 revolution = 2ir rad = 360°). 
‘Unidad basica. 


1 .3. Sistemas de unidades 0 


of Standards and Technology en las afueras de Washington, su masa es 
de 0.453 592 43 kg. Como el peso de un cuerpo depende de la atraccion 
gravitacional de la Tierra, la cual varfa con la ubicacion, se especifica 
que la libra estandar debe estar localizada al nivel del mar y a una la- 
titud de 45° para definir en forma apropiada una fuerza de una libra. 
Es claro que las unidades de uso comun en Estados Unidos no forman 
un sistema de unidades absoluto. Por su dependencia de la atraccion 
gravitacional de la Tierra constituyen un sistema de unidades gravita- 
cional. 

Aun cuando la libra estandar se emplea tambien como unidad de 
masa en transacciones comerciales en Estados Unidos, no puede usar- 
se asi en calculos de ingenieria, debido a que no seria consistente con 
las unidades basicas definidas en el apartado anterior. De hecho, cuan- 
do una fuerza de 1 lb actiia sobre la libra estandar, es decir, cuando es- 
ta sujeta a la gravedad, recibe la aceleracion de la gravedad, g = 32.2 
ft/s 2 (figura 1.4), esta no es la unidad de aceleracion que se requiere 
segiin la ecuacion (1.1). La unidad de masa consistente con el pie, la 
libra y el segundo es la masa que recibe una aceleracion de 1 ft/s 2 al 
aplicarsele una fuerza de 1 lb (figura 1.5). Esta unidad, algunas veces 
llamada slug, puede derivarse de la ecuacion F = ma despues de sus- 
tituir 1 lb y 1 ft/s 2 para F y a, respectivamente. Se escribe (1 slug = 
32.216). 


y se obtiene 


F = ma 1 lb = (1 slug)(l ft/s 2 ) 


1 slug 


lib 

1 ft/s 2 


1 lb • s 2 /ft 


( 1 . 6 ) 


a = 32.2 ft/s 2 


Figura 1.4 



a = 1 ft/s 2 




m = 1 slug 
(= 1 lb • s 2 /ft) 


lib 

— ► 


Figura 1.5 


Comparando las figuras 1.4 y 1.5 se concluye que el slug es una masa 
32.2 veces mayor que la masa de la libra estandar. 

El hecho de que en el sistema de uso comun en Estados Unidos, 
los cuerpos se caractericen por su peso en libras en lugar de por su ma- 
sa en slugs, sera ventajoso en el estudio de la estatica, en donde se tra- 
tara en forma continua con pesos u otras fuerzas, y solo en ocasiones 
con masas. Sin embargo, en el estudio de la dinamica, donde intervie- 
nen fuerzas, masas y aceleraciones, la masa m de un cuerpo se expre- 
sara en slugs cuando su peso W este dado en libras. Reeordando la 
ecuacion (1.4) se escribe 


W 

m = — 
g 


(1.7) 


donde g es la aceleracion de la gravedad (g = 32.2 ft/s 2 ). 

Otras unidades de uso comun en Estados Unidos que se presen- 
tan en forma frecuente en problemas de ingenieria son la milla (mi), 
igual a 5 280 ft; la pulgada (in.), igual a ^ ft, y la kilolibra (kip), igual 
a una fuerza de 1 000 lb. 1 La tonelada se usa con frecuencia para re- 
presentar una masa de 2 000 lb pero, al igual que la libra, debe con- 
vertirse a slugs en los calculos de ingenieria. 

La conversion en pies, libras y segundos de cantidades expresadas 
en otras unidades de uso comun en Estados Unidos, en forma general 
es mas complicada y requiere mayor atencion que la operation corres- 
pondiente en las unidades del SI. Por ejemplo, si se da la magnitud de 


f En este caso se alude a la tonelada corta, ya que la tonelada larga equivale a 2 240 lb. 
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una velocidad como v = 30 mi/h, se convierte en ft/s de la siguiente 
manera. Primero se escribe 


mi 



Puesto que se quieren convertir millas en pies, se debe multiplicar el 
miembro derecho de la ecuacion por una expresion que contenga mi- 
llas en el denominador y pies en el numerador. Pero, como no se quie- 
re cambiar el valor del miembro derecho, la expresion implieada debe 
tener un valor igual a uno; el cociente (5 280 ft)/ (1 mi) es una expre- 
sion de este tipo. Haciendo una operation semejante para transformar 
la unidad hora en segundos, se escribe 


v = 



5280ft 
1 mi 


1 h \ 
3 600 s j 


Realizando los calculos numericos y cancelando las unidades que apa- 
recen tanto en el numerador como en el denominador, se obtiene 



= 44 ft/s 


1.4. CONVERSION DE UN SISTEMA DE UNIDADES A OTRO 

Existen muchas situaciones en las que un ingeniero necesita convertir 
en unidades del SI un resultado numerico obtenido en unidades de uso 
cornun en Estados Unidos o viceversa. Como la unidad de tiempo es 
la misma en ambos sistemas, solo se necesita convertir dos unidades 
cineticas basicas y, puesto que todas las otras unidades cineticas pue- 
den derivarse de estas unidades basicas, solo se requiere recordar dos 
faetores de conversion. 

Unidades de longitud. Por definition, la unidad de longitud de 
uso cornun en Estados Unidos es 


1 ft = 0.3048 m 


( 1 . 8 ) 


De aqui se tiene que 

1 mi = 5 280 ft = 5 280(0.3048 m) = 1 609 m 


o bien 


Tambien 


1 mi = 1.609 km 

1 in. = ~k ft = ik(0.3048 m) = 0.0254 m 


o bien 


(1.9) 


1 in. = 25.4 mm (1.10) 

Unidades de fuerza. Recordando que la unidad de fuerza de 
uso cornun en Estados Unidos (la libra) se define como el peso de una 
libra estandar (de masa 0.4536 kg) al nivel del mar y a una latitud de 
45° (donde g = 9.807 m/s 2 ) y usando la ecuacion (1.4), se escribe 


W = mg 

1 lb = (0.4536 kg) (9.807 m/s 2 ) = 4.448 kg • m/s 2 



o, recordando la ecuacion (1.5), 


1 .5. Metodo para la solucion de problemas 
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1 lb = 4.448 N (1.11) 

Unidades de masa. La unidad de masa de uso comun en Es- 
tados Unidos (el slug) es una unidad derivada. Asi, con el uso de las 
ecuaciones (1.6), (1.8) y (1.11), se puede escribir 


1 slue = 1 lb • s 2 /ft = ^ ^ 

5 1 ft/s 2 


4.448 N 
0.3048 m/s 2 


14.59 N • s 2 /m 


y por medio de la ecuacion (1.5), 

1 slug = 1 lb • s 2 /ft = 14.59 kg (1.12) 

Aunque no puede usarse como unidad consistente de masa, recordan- 
do que la masa de la libra estandar es, por definition, 

1 libra masa = 0.4536 kg (1.13) 

Esta constante se puede usar para determinar la masa en unidades del 
SI (kilogramos) de un cuerpo que este caracterizado por su peso en 
unidades de uso comun en Estados Unidos (libras). 

Para convertir una unidad derivada de uso comun en Estados Uni- 
dos en unidades del SI, simplemente se multiplica o se divide por los 
factores de conversion apropiados. Por ejemplo, para convertir la mag- 
nitud del momenta de una fuerza que ha sido encontrada como M = 47 
lb • in. en unidades del SI, se usan las formulas (1.10) y (1.11) y se es- 
cribe 


M = 47 lb • in. = 47(4.448 N)(25.4 mm) 

= 5 310 N • mm = 5.31 N • m 


Los factores de conversion dados en esta section se pueden usar 
tambien para convertir un resultado numerico obtenido en las unida- 
des del SI a unidades de uso comun en Estados Unidos. Por ejemplo, 
si la magnitud del momenta de una fuerza se encontro como M = 40 
N • m, con el procedimiento usado en el ultimo parrafo de la section 
1.3, se escribe 


M = 40 N ■ m = (40 N • m) 


lib 


lft 


4.448 N A 0.3048 m 


Al realizar los calculos numericos y cancelar las unidades que apare- 
cen tanto en el numerador como en el denominador, se obtiene 


M = 29.5 lb • ft 


Las unidades de uso comun en Estados Unidos que se emplean 
con mayor frecuencia en la mecanica, y sus equivalentes en las unida- 
des del SI, se enlistan en la tabla 1.3. 


1.5. METODO PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS 

Un problema en mecanica debe abordarse de la misma manera en que se 
plantearia un problema real de ingenierfa. Si se toma como base la 
experiencia y la intuition propias, sera mas facil entender y formular el 
problema. Sin embargo, una vez que el problema se ha establecido en for- 
ma clara, no hay sitio para suposiciones particulares. La solucion se debe 
bcisar en los seis principios fundamentales establecidos en la section 1.2 o 
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Tabla 1.3. Unidades de uso comun en Estados Unidos 
y sus equivalencias en unidades del SI 


Cantidad 

Unidad de uso comun en EU 

Equivalente del SI 

Aceleracion 

ft/s 2 

0.3048 m/s 2 


in./s z 

0.0254 m/s 2 

Area 

ft 2 

0.0929 m 2 


• 2 
in. 

645.2 mm 2 

Energia 

ft -ib 

1.356 J 

Fuerza 

kip 

4.448 kN 


lb 

4.448 N 


oz 

0.2780 N 

Impulso 

lb • s 

4.448 N • s 

Longitud 

ft 

0.3048 m 


in. 

25.40 mm 


mi 

1.609 km 

Masa 

oz masa 

28.35 g 


lb masa 

0.4536 kg 


slug 

14.59 kg 


short ton (tonelada corta) 

907.2 kg 

Momenta de una fuerza 

lb -ft 

1.356 N • m 

Momenta de inercia 

lb • in. 

0.1130 N • m 

de un area 

in. 4 

0.4162 X 10 6 mm 4 

de una masa 

lb • ft • s 2 

1.356 kg • m 2 

Cantidad de movimiento 

lb • s 

4.448 kg • m/s 

Potencia 

ft ■ lb/s 

1.356 W 


hp 

745.7 W 

Presion o esfuerzo 

lb/ft 2 

47.88 Pa 


lb/in. 2 (psi) 

6.895 kPa 

Velocidad 

ft/s 

0.3048 m/s 


in./s 

0.0254 m/s 


mi/h (mph) 

0.4470 m/s 


mi/h (mph) 

1.609 km/h 

Volumen 

ft 3 

0.02832 m 3 


in. 3 

16.39 cm 3 

Liquidos 

gal 

3.785 L 


qt 

0.9464 L 

Trabajo 

ft -lb 

1.356 J 


en los teoremm derivados de estos. Cada paso debe estar justificado con 
estas bases. Deben seguirse reglas estrictas que conduzcan a la solution 
de una manera casi automatica, sin dejar lugar para la intuition o “senti- 
mientos” particulares. Despues de obtener una respuesta, esta debe veri- 
ficarse. Aquf, de nuevo, se puede utilizar el sentido comun y la experien- 
ce personal. Si el resultado obtenido no es completamente satisfactorio, 
debe verificarse en forma cuidadosa la formulation del problema, la vali- 
dez del metodo utilizado para su solution y la exactitud de los calculos. 

El planteamiento de un problema debe ser claro y preciso y con- 
tener los datos proporcionados, asi como indicar la information que se 
requiere. Debe incluirse un dibujo claro que muestre todas las canti- 
dades involucradas, asi como un diagrama para cada uno de los cuer- 
pos que participan, que indique en forma clara las fuerzas que actuan 
sobre ellos. A estos diagramas se les conoce como diagramas de cuer- 
po libre y se describiran en detalle en las secciones 2.11 y 4.2. 

Los principios fundamentales de la mecanica que se enlistan en la 
section 1.2 se emplean para esciibir ecuaciones que expresen las con- 


1 .6. Exactitud numerica 
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dieiones de reposo o movimiento de los cuerpos considerados. Cada 
ecuacion debe estar relacionada en forma clara con uno de los diagra- 
mas de cuerpo libre. Despues se procedera a resolver el problema, ob- 
servando en forma estricta las reglas usuales de algebra y con el regis- 
tro minucioso de los diferentes pasos dados. 

Despues de haber obtenido la respuesta, esta debe comprobarse 
con todo cuidado. Con frecuencia se pueden detectar errores en el ra- 
zonamiento mediante la verification de las unidades. Por ejemplo, pa- 
ra determinar la magnitud del momento de una fuerza de 50 N sobre 
un punto a 0.60 m de su linea de action, se escribirfa (section 3.12) 

M = Fd = (50 N)(0.60 m) = 30 N • m 

La unidad N • m que se obtiene al multiplicar newtons por metros es 
la unidad correcta para el momento de una fuerza; si se hubiera obte- 
nido alguna otra unidad, se sabrfa que se cometio un error. 

Los errores de cdlculo por lo general se encontraran al sustituir los 
valores numericos en una ecuacion que no haya sido usada y verificar 
si la ecuacion es correcta. No es posible exagerar la importancia de los 
calculos correctos en ingenierfa. 

1.6. EXACTITUD NUMERICA 

La exactitud en la solution de un problema depende de dos factores: 
1) la exactitud de los datos proporcionados y 2) la de los calculos de- 
sarrollados. 

La solution no puede ser mas exacta que el menos exaeto de es- 
tos dos factores; por ejemplo, si se sabe que la carga de un puente 
es de 75 000 lb con un posible error de 100 lb, el error relativo que 
mide el grado de precision del dato es 

100 Ib 1T = 0.0013 = 0.13 por ciento 
75 000 lb F 

Entonces, al calcular la reaction en uno de los soportes del puente no 
tendria sentido anotarla como 14 322 lb. La exactitud de la solution 
no puede ser mayor de 0.13 por ciento, sin importar con que exacti- 
tud se realicen los calculos, y el error posible en la respuesta puede ser 
tan grande como (0.13/100)(14 322 lb) ~ 20 lb. La respuesta deberfa 
escribirse como 14 320 ± 20 lb. 

En los problemas de ingenierfa los datos rara vez se conocen con 
una exactitud mayor a 0.2 por ciento, por lo que casi nunca se justifi- 
ca escribir las respuestas a dichos problemas con una exactitud mayor 
a 0.2 por ciento. Un criterio practico es utilizar cuatro cifras para re- 
gistrar numeros que inicien con un “1” y tres cifras en todos los otros 
casos. A menos que se indique otra cosa, los datos proporcionados en 
un problema deben asumirse como conocidos con un grado de exacti- 
tud comparable. Por ejemplo, una fuerza de 40 lb se deberfa leer 40.0 
lb, y una fuerza de 15 lb se deberfa leer 15.00 lb. 

Los ingenieros y estudiantes de ingenierfa comunmente usan las 
calculadoras electronicas de bolsillo. La exactitud y velocidad de estas 
facilita los calculos numericos en la solution de muchos problemas. Sin 
embargo, los estudiantes no deben registrar mas cifras significativas de 
las que se pueden justificar, solo porque estas se pueden obtener facil- 
mente. Como se menciono con anterioridad, una exactitud mayor que 
0.2 por ciento rara vez es necesaria o significativa en la solution de pro- 
blemas practicos de ingenierfa. 


Muchos problemas de ingenieria se 
resuelven al tomar en cuenta el equiiibrio 
de una “parti'cula En el caso de esta 
excavadora, que se estiba en un barco, 
puede obtenerse una relacion entre las 
tensiones de los diferentes cables 
empleados, al considerar el equiiibrio del 
gancho con el que se unen los cables. 
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2.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 2 ESTATICA DE 
PARTICULAS 

Introduccion 

Fuerza sobre una partfcula. 
Resultante de dos fuerzas 
Vectores 

Adicion o suma de vectores 
Resultante de varias fuerzas 
concurrentes 

Descomposicion de una fuerza en 
sus componentes 
Componentes rectangulares de 
una fuerza. Vectores unitarios 
Adicion de fuerzas sumando sus 
componentes X y Y 
Equilibrio de una partfcula 
Primera ley del movimiento de 
Newton 

Problemas relacionados con el 
equilibrio de una partfcula. 
Diagramas de cuerpo libre 
Componentes rectangulares de 
una fuerza en el espacio 
Fuerza definida en terminos de su 
magnitud y dos puntos sobre su 
Ifnea de accion 

Adicion de fuerzas concurrentes 
en el espacio 

Equilibrio de una partfcula en el 
espacio 


En este capftulo se estudiara el efecto de las fuerzas que actuan so- 
bre las partfculas. Primero se aprendera a sustituir dos o mas fuerzas 
que actuan sobre una partfcula por una sola fuerza que tenga el mis- 
mo efecto que ellas. Esta fuerza equivalente sola es la resultante de las 
fuerzas varias que actuan sobre la partfcula. Despues se derivaran las 
relaciones que existen entre las distintas fuerzas que actuan sobre una 
partfcula en un estado de equilibrio y se usaran para determinar algu- 
nas de las fuerzas que actuan sobre dicha partfcula. 

El uso de la palabra “partfcula” no significa que este capftulo se li- 
mite al estudio de pequeffos corpiisculos. Quiere decir que el tamano 
y la forma de los cuerpos en consideration no afectara en la solution 
de los problemas tratados en este capftulo, y que todas las fuerzas 
ejercidas sobre un cuerpo dado se supondran aplicadas en un mismo 
punto. Puesto que tal suposicion se verifica en muchas aplicaciones 
practicas, se podran resolver un buen numero de problemas de inge- 
nierfa. 

La primera parte de este capftulo esta dedicada al estudio de las 
fuerzas obtenidas en un mismo piano y la segunda al analisis de las fuer- 
zas en el espacio tridimensional. 


FUERZAS EN UN PLANO 

2.2. FUERZA SOBRE UNA PARTICULA. 

RESULTANTE DE DOS FUERZAS 

Una fuerza representa la accion de un cuerpo sobre otro y se caracte- 
riza por su punto de aplicacion, magnitud o modulo y direccidn. Pero 
las fuerzas sobre una partfcula tienen el mismo punto de aplicacion. 
Por tanto, cada fuerza considerada en este capftulo estara completa- 
mente definida por su magnitud o modulo y direccion. 

La magnitud o modulo de una fuerza se caracteriza por cierto nu- 
mero de unidades. Como se indico en el capftulo 1, las unidades del 
SI usadas por los ingenieros para medir la magnitud de una fuerza son 
el newton (N) y su multiplo el kilonewton (kN), igual a 1 000 N, mien- 
tras que las unidades del sistema de uso comun en Estados Unidos, 
empleadas con el mismo fin, son la libra (lb) y su multiplo la kilolibra 
(kip), igual a 1 000 lb. La direccidn de una fuerza se define por la li- 
ne a de accion y el sentklo de la fuerza. La Ifnea de action es la Ifnea 
recta infinita a lo largo de la cual actua la fuerza; se caracteriza por el 
angulo que forma con algun eje fijo (figura 2.1). 
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Figura 2.1 



La fuerza en si se representa por un segmento de esa linea; me- 
diante el uso de una escala apropiada, puede escogerse la longitud de 
este segmento para representar la magnitud de la fuerza. Finalmente, 
el sentido de la fuerza debe indicarse por una punta de flecha. En la 
definition de una fuerza es importante indiear su sentido. Dos fuerzas 
como las mostradas en las figuras 2.1a y b, que tienen la misma mag- 
nitud y la misma linea de action pero diferente sentido, tendran efec- 
tos opuestos sobre una particula. 

La evidencia experimental muestra que dos fuerzas P y Q que 
actuan sobre una particula A (figura 2.2 a) pueden sustituirse por 
una sola fuerza R que produce el mismo efecto sobre la particula 
(figura 2.2c). A esta fuerza se le llama resultante de las fuerzas P 
y Q y puede obtenerse, como se muestra en la figura 2.2 b, constru- 
yendo un paralelogramo con P y Q como lados. La diagonal que 
pasa por A representa la resultante. Esto se conoce como la ley del 
paralelogramo para la adicion de dos fuerzas, y se basa en la eviden- 
cia experimental; no puede probarse ni derivarse de manera matema- 
tica. 
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2.3. VECTORES 

En apariencia las fuerzas no obedecen las reglas de la adicion defini- 
das en la aritmetica o en el algebra ordinaria. Por ejemplo, dos fuer- 
zas que actuan formando un angulo recto, una de 4 lb y otra de 3 lb, 
suman una fuerza de 5 lb y no una de 7 lb. La fuerzas no son las uni- 
cas cantidades que siguen la ley del paralelogramo para la adicion. Co- 
mo se vera mas adelante, los desplazamientos, velocidades, aceleracio- 
nes y momentos son otros ejemplos de cantidades fisicas que poseen 
magnitud y direction y que se suman siguiendo la ley del paralelogra- 
mo. Estas cantidades pueden representarse matematicamente por vec- 
tores, mientras que aquellas cantidades fisicas que no tienen direc- 
tion, como volumen, masa o energia se representan por numeros ordi- 
narios o escalares. 

Los vectores se definen como expresiones matemdticas que po- 
seen magnitud, direccidn y sentido, los cuales se suman de acuerdo 
con la ley del paralelogramo. Los vectores se representan por fle- 
chas en las ilustraciones y se distinguen de las cantidades escalares 
en este texto mediante el uso de negritas (P). En la escritura a mano, 
un vector puede caracterizarse dibujando una pequena flecha arriba de 
la letra usada para representarlo (P) o subrayando la letra (P). El ul- 
timo metodo es preferible puesto que el subrayado tambien puede 
usarse en una maquina de escribir o computadora. La magnitud de un 
vector determina la longitud de la flecha correspondiente. En este li- 
bro se usaran letras cursivas para representar la magnitud de un vec- 
tor. Asi, la magnitud del vector P se representa como P. 

Un vector con el que se representa una fuerza que actua sobre una 
particula tiene un punto de aplicacion bien definido, a saber, la parti- 
cula misma. A tal vector se le llama vector fijo o ligado, y no puede 
cambiarse su position sin modificar las condiciones del problema. Sin 
embargo, otras cantidades fisicas, como los pares (vease capitulo 3), se 
pueden representar por vectores que pueden moverse libremente en 
el espacio; a estos vectores se les conoce como libres. Existen otras can- 
tidades fisicas, como las fuerzas sobre un cuerpo rfgido (vease capitu- 
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lo 3), que estan representadas por vectores que pueden moverse o res- 
balar a lo largo de su lrnea de action; a estos se les conoce como vec- 
tores deslizantes. * 

Dos vectores de la misma magnitud, direccion y sentido se dice 
que son iguales, tengan o no el mismo punto de aplicacion (figura 2.4); 
los vectores iguales pueden representarse por la misma letra. 

El vector negativo de un vector P se define como aquel que tiene 
la misma magnitud que P y una direccion opuesta a la de P (figura 2.5); 
el negativo del vector P se representa por — P. A los vectores P y — P 
se les llama vectores iguales ij opuestos. Se tiene 




P + (-P) = 0 


2.4. ADICION O SUMA DE VECTORES 

En la section anterior se vio que, por definition, los vectores se suman 
de acuerdo con la ley del paralelogramo. Asi, la suma de dos vectores 
P y Q se obtiene uniendo los dos vectores al mismo punto A y cons- 
truyendo un paralelogramo que tenga por lados a P y a Q (figura 2.6). 
La diagonal que pasa por A representa la suma vectorial de P y Q, y 
se representa por P + Q. El hecho de que el signo + se use para re- 
presentar tanto la suma vectorial como la escalar no debe causar nin- 
guna confusion, si las cantidades vectoriales y escalares siempre se dis- 
tinguen con cuidado. De esta manera, se debe notar que la magnitud 
del vector P + Q no es, en general, igual a la suma I 1 + Q de las mag- 
nitudes de los vectores P y Q. 

Puesto que el paralelogramo construido con los vectores P y Q no 
depende del orden en que P y Q se seleccionen, se concluye que la 
adicion de dos vectores es conmutativa, y se escribe 


P + Q = Q + P (2.1) 

A partir de la ley del paralelogramo se puede obtener otro me- 
todo para determinar la suma de dos vectores. Este metodo llamado 


1 Algunas expresiones tienen magnitud y direccion pero no se suman de acuerdo con la 
ley del paralelogramo. Aunque tales expresiones se pueden representar por medio de fle- 
chas, no se pueden considerar vectores. 

Un grupo de expresiones de este tipo son las rotaciones finitas de un cuerpo rfgido. 
Coloque un libro cerrado enfrente de usted sobre una mesa de manera que se encuentre 
en la forma habitual, con la portada hacia arriba y el lomo haeia la izquierda. Aliora rote el 
libro 180° con respecto a un eje paralelo al lomo (figura 2.3a); esta rotation puede ser re- 
presentada por una flecha orientada, como se muestra en la figura, cuya longitud es igual 
a 180 unidades. Tomando el libro tal y como se encuentra en su nueva position, rotelo 



Figura 2.3 Rotaciones finitas de un cuerpo rfgido 



regia del triangulo se obtiene como sigue: considerese la figura 2.6, 
donde la suma de los vectores P y Q ha sido determinada por la ley 
del paralelogramo. Puesto que el lado del paralelogramo opuesto a 
Q es igual a Q en magnitud y direction, se podrfa dibujar solo la 
mitad del paralelogramo (figura 2.1a). De esta manera, la suma de 
los dos vectores puede encontrarse colocando P y Q de punta a cola 
y uniendo la cola de P con la punta de Q. En la figura 2.1b se con- 
sidera la otra mitad del paralelogramo y se obtiene el mismo resul- 
tado. Esto confirma el hecho de que la suma vectorial es conmuta- 
tiva. 

La rest a de un vector se define como la adicion del vector negati- 
vo correspondiente. De manera que el vector P — Q que representa 
la diferencia de los vectores P y Q se obtiene agregandole a P el vec- 
tor negativo — Q (figura 2.8). Se escribe 
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P-Q = P + (-Q) 


Figura 2.7 

( 2 . 2 ) 


Aquf se debe observar otra vez que aunque se usa el mismo signo pa- 
ra representar tanto la sustraccion vectorial como la escalar, se evita- 
ran confusiones si se tiene cuidado en distinguir entre cantidades vec- 
toriales y escalares. 

Aliora se considerara la suma de tres o mas vectores. La suma de 
tres vectores P, Q y S se obtendra por definition, sumando primero 
los vectores P y Q y agregando el vector S al vector P + Q. De mane- 
ra que 


P + Q + S = (P + Q) + S (2.3) 




a) 


b) 


Figura 2.8 


En forma semejante, la suma de cuatro vectores se obtiene agregando 
el cuarto vector a la suma de los tres primeros. Por consiguiente, la su- 
ma de cualquier numero de vectores se puede obtener al aplicar en 
forma repetida la ley del paralelogramo a pares sucesivos de vectores, 
hasta que todos los vectores sean sustituidos por uno solo. 


aliora 180° alrededor de un eje horizontal perpendicular al lomo (figura 2.3 b); esta segunda 
rotacion puede ser representada por medio de una flecha cuya longitud es igual a 180 
unidades, orientada como se muestra en la figura. Sin embargo, el libro podrfa haberse 
colocado en esta position final aplicando una sola rotation de 180° con respecto a un eje 
vertical (figura 2.3c). Se coneluye que la suma de las dos rotaciones de 180° representadas 
por flechas rigidas, respectivamente, a lo largo de los ejes zyx.es una rotacion de 180° 
representada por una flecha dirigida a lo largo del eje y (figura 2.3 cl). Es obvio que las rota- 
ciones finitas de un cuerpo rfgido no obedecen la ley del paralelogramo para la adicion; por 
tanto, estas no pueden ser representadas por medio de vectores. 



c) 


d) 
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Si los vectores dados son coplanares, es decir, si estan contenidos 
en el mismo piano, su suma puede obtenerse facilmente en forma gra- 
fica. En ese caso, se prefiere la aplicacion repetida de la regia del trian- 
gulo en vez de la ley del paralelogramo. En la figura 2.9 la suma de los 
tres vectores P, Q y S se obtuvo de esta forma: la regia del triangulo se 
aplico primero para obtener la suma P + Q de los vectores P y Q; 
y volvio a aplicarse para obtener la suma de los vectores P + Q y S. 
Sin embargo, la determination del vector P + Q pudo haberse omiti- 
do; obteniendose directamente la suma de los tres vectores, como se 
muestra en la figura 2.10, acomodando los vectores en la forma de cola 
a punta y conectando la cola del primer vector con la punta del ultimo. 
Esta se conoce como la regia del poligono para la adicion de vectores. 

Se observa que el resultado obtenido permanecera sin cambio si, 
como se muestra en la figura 2.11, los vectores Q y S se hubieran reem- 
plazado por la suma de Q + S. Entonces se puede escribir 


P + Q + S = (P + Q) + S = P + (Q + S) (2.4) 


esta ecuacion expresa el hecho de que la adicion de vectores es aso- 
ciativa. Es importante recordar que ya se demostro que la suma vec- 
torial de dos vectores es tambien conmutativa, por lo que se escribe 

P + Q + S = (P + Q) + S = S + (P + Q) (2 - 

= S + (Q + P) = S + Q + P 

Esta expresion, junto con otras que pudieran obtenerse en la misma 
forma, muestra que el orden en que se sumen varios vectores no im- 
porta (figura 2.12). 

Producto de un escalar y un vector. Como es conveniente 
representar la suma P + P como 2P, a la suma P + P + P como 3P, 
y en general a la suma de n vectores P iguales como el producto nP, 
se definira el producto n P de un entero positivo n y un vector P, co- 
mo un vector que tiene la misma direction que P y magnitud nP (lea- 
se n veces P). Al ampliar esta definicion para incluir a todos los esca- 
lares y si recordamos la definicion de un vector negativo dada en la 
section 2.3, se define el producto ZcP de un escalar k y un vector P co- 
mo un vector que tiene la misma direction y sentido que P (si k es po- 
sitivo), o la misma direction pero sentido opuesto al de P (si k es ne- 
gativo) y una magnitud igual al producto de P y el valor absolute de k 
(figura 2.13). 



2.5. RESULTANTE DE VARIAS FUERZAS 
CONCURRENTES 

Considerese una particula A sujeta a varias fuerzas coplanares, es de- 
cir, a varias fuerzas contenidas en el mismo piano (figura 2.14a). Co- 
mo todas estas fuerzas pasan por A, se dice que son concurrentes. Los 
vectores que representan las fuerzas que actuan sobre A pueden su- 
marse con la regia del poligono (figura 2.14b). Puesto que el uso de la 
regia del poligono es equivalente a la aplicacion repetida de la ley del 
paralelogramo, el vector R obtenido representa la resultante de las fuer- 
zas concurrentes que intervienen, es decir, la fuerza que produce el 
mismo efecto sobre la particula A que las fuerzas dadas. Como se in- 






dico antes, no importa el orden en el que se sumen los vectores P, Q 
y S que representan las fuerzas sobre la particula. 

2.6. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA 
EN SUS COMPONENTES 

Se ha visto que dos o mas fuerzas que actuan sobre una particula pue- 
den sustituirse por una sola fuerza que produce el mismo efecto sobre 
la particula. De la misma manera, una sola fuerza F que actua so- 
bre una particula puede reemplazarse por dos o mas fuerzas que pro- 
duzcan juntas el mismo efecto sobre la particula. A estas fuerzas se les 
llama componentes de la fuerza original F, y al proceso de sustituirlas 
en lugar de F se le llama descomposicion de la fuerza F en sus compo- 
nentes. 

En este sentido, para cada fuerza F existe un numero infinite de 
conjuntos de componentes. Los conjuntos de dos componentes P ij Q 
son los mas importantes en cuanto a aplicaciones practicas se refiere. 
Pero aun en este caso, el numero de formas en las que una fuerza F 
puede descomponerse en sus componentes es ilimitado (figura 2.15). 
Dos casos son de especial interes: 

Una de las dos componentes, P. se conoce. La segunda com- 
ponente, Q, se obtiene aplicando la regia del triangulo 
y uniendo la punta de P a la punta de F (figura 2.16); la 
magnitud, la direction y el sentido de Q se determinan 
graficamente o por trigonometrfa. Una vez que Q se ha 
determinado, ambas componentes P y Q deben aplicarse 
en A. 

2. Se conoce la Irnea de accion de cada una de las componentes. 
La magnitud y el sentido de las componentes se obtiene al 
aplicar la ley del paralelogramo y trazando lineas, por la pun- 
ta de F, paralelas a las Kneas de accion dadas (figura 2.17). 
De esta forma se obtienen dos componentes bien definidas 
P y Q, que pueden determinarse graficamente o por trigono- 
metrfa aplicando la ley de los senos. 

Pueden encontrarse muchos otros casos; por ejemplo, cuando la 
direction de una de las componentes se conoce y se busca que la mag- 
nitud de la otra sea lo mas pequena posible (vease problema resuelto 
2.2). En todos los casos se traza un triangulo o un paralelogramo ade- 
cuado que satisfaga las condiciones. 






PROBLEMA RESUELTO 2.1 

Las dos fuerzas P y Q actuan sob re el pemo A. Determmese su resultante. 






SOLUCION 


Solucion grafica. Dibuje a escala un paralelogramo con lados iguales 
a P y Q. La magnitud y la direction de la resultante se miden y se encuen- 
tra que son 

R = 98 N a = 35° R = 98 N ^=235° ◄ 

Tambien puede usarse la regia del triangulo. Las fuerzas P y Q se dibu- 
jan de punta a cola y otra vez se obtienen la magnitud y la direccion de la re- 
sultante por medicion directa. 

R = 98 N a = 35° R = 98 N ^35° ◄ 

Solucion trigonometrica. Se usa otra vez la regia del triangulo; los 
dos lados y el angulo que se forma entre ellos se conocen. Se aplica la ley de 
los cosenos. 

R 2 = p 2 + Q 2 - 2PQ cos B 

R 2 = (40 N) 2 + (60 N) 2 - 2(40 N)(60 N) cos 155° 

R = 97.73 N 


Ahora con la aplicacion de la ley de los senos, se escribe 

sen A senB sen A sen 155° 
Q ~ R 9773¥ 

A1 resolver la ecuacion (1) para el seno de A, se tiene 

(60 N) sen 155° 


( 1 ) 


sen A = 


97.73 N 


Con la calculadora se obtiene primero el cociente, luego su arco seno y el 
resultado es 


A = 15.04° a = 20° + A = 35.04° 


Con el uso de tres cifras significativas para escribir el reultado (vease section 

1 . 6 ): 

R = 97.7 N ^235.0° ◄ 

Solucion trigonometrica alternativa. Se construye el triangulo rec- 
tangulo BCD y se calcula 

CD = (60 N) sen 25° = 25.36 N 
BD = (60 N) cos 25° = 54.38 N 

A1 usar entonces el triangulo ACD, se obtiene 


tan A 


25.36 N 
94.38 N 


25.36 
sen A 


A = 15.04° 


R = 97.73 N 


Otra vez, a = 20° + A = 35.04° R = 97.7 N ^235.0° ◄ 
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Un lanchon es arrastrado por dos remolcadores. Si la resultante de las fuerzas 
ejercidas por los remolcadores es una fuerza de 5 000 lb dirigida a lo largo 
del eje del lanchon, determine: a) la tension en cada una de las cuerdas, sa- 
biendo que a = 45°, y b) el valor de a tal que la tension en la cuerda 2 sea 
minima. 



SOLUCION 

a) Tension para a — 45°. Solucion grafica. Se emplea la ley del 

paralelogramo; la diagonal (resultante) se sabe que es igual a 5 000 lb y que 
esta dirigida hacia la derecha; los lados se dibujan paralelos a las cuerdas. Si 
el dibujo se hace a escala puede medirse 


T, = 3 700 lb T 2 = 2 600 lb ◄ 


5 000 lb 



Solucion trigonometrica Puede usarse la regia del triangulo. Obser- 
vese que el triangulo mostrado representa la mitad del paralelogramo que se 
presenta antes. Si se emplea la ley de los senos, se escribe 

T 1 _ T 2 _ 5 000 lb 
sen 45° sen 30° sen 105° 


2 2 ' 
\ \ ' 
\ \ / 
\\/ 


5 000 lb 


. r 


/ \\ 

I \ \ 

I \ \ s 

I \ 

/ \ \ 

I 

I ' \ 

/V" \ 


2 ’ 


A' 
1 ' I 
2 ' 


Con la calculadora, primero se calcula y se almacena el valor del ultimo 
cociente. Al multiplicar este valor sucesivamente por sen 45° y sen 30°, se 
obtiene 


r, = 3 660 lb T 2 = 2 590 lb < 


b) Valor de a para T 2 minima. Para determinar el valor de a tal 
que la tension de la cuerda 2 sea minima se usa otra vez la regia del trian- 
gulo. En el esquema mostrado, la linea 1-1’ es la direction de T , . Las lineas 
2-2' indican varias direcciones posibles de T 2 . Observe que el minimo va- 
lor de T 2 ocurre cuando T : y T z son perpendiculares. El valor minimo de 
T 2 es 


T 2 = (5 000 lb) sen 30° = 2 500 lb 


5 000 lb 



Los valores correspondientes de Ti y a son 

Tx = (5 000 lb) cos 30° = 4 330 lb 
a = 90° — 30° a = 60° ◄ 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Las secciones anteriores estuvieron dedicadas a la ley del paralelogramo para la adi- 
cion de vectores y a sus aplicaciones. 

Se presentaron dos problemas resueltos. En el problema resuelto 2.1, se uso la ley 
del paralelogramo para determinar la resultante de dos fuerzas de magnitud y di- 
rection conocidas. En el problema resuelto 2.2, la ley se utilizo para descomponer 
una fuerza dada en dos componentes de direction conocida. 

Ahora se pedira la resolucion de problemas en forma independiente. Mientras que 
algunos problemas seran similares a los problemas resueltos, otros no lo seran. Lo 
que tienen en comun todos los problemas resueltos y los problemas propuestos co- 
rrespondientes a esta seccion es que se pueden resolver con la aplicacion directa 
de la ley del paralelogramo. 

La solution de un problema propuesto debe basarse en los siguientes pasos: 

1. Identificar cuales de las fuerzas son aplicadas y cudl es la resultante. 

En muchas ocasiones es util escribir la ecuacion vectorial que muestra la forma en 
que las fuerzas estan relacionadas entre si. Por ejemplo, en el problema resuelto 
2.1 se tendrfa 

R = P + Q 

Es deseable tener presente esta relation al momento de formular la siguiente parte 
de la solution. 

2. Dibujar un paralelogramo con las fuerzas aplicadas como dos lados ad- 
yacentes y la resultante como la diagonal que parte del origen de los dos vec- 
tores (figura 2.2). Se puede usar la regia del tiidngulo, alternativamente, con las 
fuerzas aplicadas dibujadas con la union de la parte terminal de uno de los vectores 
a la parte initial del otro y dibujando la fuerza resultante extendiendose desde la par- 
te initial del primer vector hasta la parte terminal del segundo vector (figura 2.7). 

3. Senalar todas las dimensiones. Con el uso de uno de los triangulos del pa- 
ralelogramo, o el triangulo construido de acuerdo con la regia del triangulo, se de- 
ben senalar todas las dimensiones — ya sean lados o angulos — y determinar las di- 
mensiones desconocidas ya sea en forma grafica o por trigonometrfa. Si se usa 
trigonometrfa, debe recordarse que la ley de los cosenos se debe aplicar primero si 
dos lados y el angulo que estos forman son conocidos [problema resuelto 2.1], y la 
ley de los senos debe aplicarse primero si uno de los lados y todos los angulos son 
conocidos [problema resuelto 2.2], 

Si se tiene un estudio previo de mecanica, se podria estar tentado a ignorar las tec- 
nicas de solution de esta seccion en favor de descomponer las fuerzas en sus com- 
ponentes rectangulares. A pesar de que este ultimo metodo es importante y sera 
considerado en la siguiente seccion, el uso de la ley del paralelogramo simplifica la 
solution de muchos problemas y debe dominarse en estos momentos. 
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Problemas + 


Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se 
muestra en la figura. Si se sabe que P = 75 N y Q = 125 N, determine en 
forma grafica la magnitud y la direccion de su resultante mediante a) la ley 
del paralelogramo, b) la regia del triangulo. 

Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se 
muestra en la figura. Si se sabe que P = 60 lb y Q = 25 lb, determine grafi- 
camente la magnitud y la direccion de su resultante mediante a) la ley del 
paralelogramo, b) la regia del triangulo. 

2.3 Los tirantes de cable AB y AD ayudan a sostener al poste AC. Si 
se sabe que la tension es de 120 lb en AB y 40 lb en AD, determine grafi- 
camente la magnitud y la direccion de la resultante de las fuerzas ejercidas 
por los tirantes en A mediante a) la ley del paralelogramo y b) la regia del 
triangulo. 



Se aplican dos fuerzas en el punto B de la viga AB que se mues- 
tra en la figura. Determine graficamente la magnitud y la direccion de su re- 
sultante mediante a) la ley del paralelogramo, b) la regia del triangulo. 

La fuerza de 300 lb se debe descomponer en componentes a lo 
largo de las lineas a-a' y b-b' . a) Determine por trigonometrfa el angulo a 
si se sabe que la componente a lo largo de a-a' es de 240 lb. b) ,jCual es el 
valor correspondiente de la componente a lo largo de b-b'? 

La fuerza de 300 lb se debe descomponer en componentes a lo 
largo de las lineas a-a' y b-b' . a) Determine por trigonometrfa el angulo a 
si se sabe que la componente a lo largo de b-b' es de 120 lb. b ) (iCual es el 
valor correspondiente de la componente a lo largo de a-a'? 

2.7 Se aplican dos fuerzas en el gancho de apoyo que se muestra en 
la figura. Si se sabe que la magnitud de P es 35 N, determine por 
trigonometrfa a) el angulo a requerido, si la resultante R de las dos fuerzas 
aplicadas en el gancho debe ser horizontal, yb) la magnitud correspondiente 
de R. 

f Las respuestas para todos los problemas cuyo numero esta en tipo redondo (como 2 . 1 ) 
se proporcionan al final del libro. Las respuestas para los problemas cuyo numero esta en 
cursiva (como 2 . 4 ) no se proporcionan. 




300 lb ], 



Figura P2.5 y P2.6 
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Figura P2.9 y P2.10 


2.8 Para el gancho del problema 2.1, se sabe que la magnitud de P es 
75 N, determine por trigonometrfa a) la magnitud requerida de la fuerza Q, 
si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A debe ser vertical, b ) la 
magnitud correspondiente de R. 

2.9 Un carrito que se mueve a lo largo de una viga horizontal esta 
sometido a dos fuerzas, como se muestra en la figura. a) Si se sabe que a = 
25°, determine por trigonometrfa la magnitud de la fuerza P tal que la fuerza 
resultante ejercida sobre el carrito sea vertical, b ) ,jCual es la magnitud cor- 
respondiente de la resultante? 

2.10 Un carrito que se mueve a lo largo de una viga horizontal esta 
sometido a dos fuerzas, como se muestra en la figura. Determine por tri- 
gonometrfa la magnitud de la fuerza P tal que la resultante sea una fuerza 
vertical de 2 500 N. 

Un tanque de acero es colocado dentro de una excavacion. Si se 
sabe que a = 20°, determine por trigonometrfa a) la magnitud requerida de 
la fuerza P, si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A debe ser ver- 
tical, b) la magnitud correspondiente de R. 



Figura P2.11 y P2.12 


2. 12 Un tanque de acero es colocado dentro de una excavacion. Si se 
sabe que la magnitud de P es de 500 lb, determine por trigonometrfa a) el 
angulo a requerido, si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A debe 
ser vertical, b) la magnitud correspondiente de R. 

Para el gancho del problema 2.7, determine por trigonometrfa 
a) la magnitud y la direction de la fuerza P mas pequena, para la cual la re- 
sultante R de las dos fuerzas aplicadas en el gancho es horizontal, y b) la 
magnitud correspondiente de R. 

2.14 Para el tanque de acero del problema 2.11 determine por 
trigonometrfa a) la magnitud y la direction de la fuerza P mas pequena, para 
la cual la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en el gancho es vertical, 
y b) la magnitud correspondiente de R. 

Resuelva el problema 2.2 mediante trigonometrfa. 

Resuelva el problema 2.3 mediante trigonometrfa. 

Resuelva el problema 2.4 mediante trigonometrfa. 



Dos elementos estructurales A y B estan remachados al apoyo 
que se muestra eii la figura. Si se sabe que ambos elementos estan en com- 
presion y que la fuerza en el elemento A es de 15 kN y en el elemento B es 
de 10 kN, determine por trigonometrfa la magnitud y la direction de la re- 
sultante de las fuerzas aplicadas al apoyo por los elementos Ay B. 

2.19 Los elementos estructurales A y B estan remachados al apoyo que 
se muestra en la figura. Si se sabe que ambos elementos estan en compre- 
sion y que la fuerza en el elemento A es de 10 kN y en el elemento B es de 
15 kN, determine por trigonometrfa la magnitud y la direction de la resul- 
tante de las fuerzas aplicadas al apoyo por los elementos Ay B. 

2.20 Para el gancho del problema 2.7, determine por trigonometrfa la 
magnitud y la direction de la resultante de las dos fuerzas aplicadas en el 
gancho, si se sabe que P = 75 N y a = 50°. 


2.7. Componentes rectangulares de una fuerza. 

Vectores unitarios 
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2.7. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE UNA FUERZA. VECTORES UNITARIOS* 

En muchos problemas sera conveniente descomponer una fuerza en 
sus dos componentes perpendiculares entre si. En la figura 2.18, la 
fuerza F se ha descompuesto en una componente F x a lo largo del eje 
x y una componente F v a lo largo del eje y. El paralelogramo trazado 
para obtener las dos componentes es un rectdngulo, y las fuerzas F v y 
F (/ se Hainan componentes rectangulares. 




Los ejes x y y suelen elegirse a lo largo de las direcciones hori- 
zontal y vertical, respectivamente, como se muestra en la figura 2.18; 
sin embargo, pueden seleccionarse en cualesquiera otras dos direc- 
ciones perpendiculares, tal como indica la figura 2.19. Para determinar 
las componentes rectangulares de una fuerza debe pensarse que las 
lineas de construction mostradas en las figuras 2.18 y 2.19 son parole- 
las a los ejes x y y en lugar de perpendiculares a ellos. Esta practica 
ayudara a evitar errores en la determination de componentes oblicuas, 
como se vio en la section 2.6. 


f Las propiedades establecidas en las secciones 2.7 y 2.8 se pueden extender facilmente 
a las componentes rectangulares de cualquier otra cantidad vectorial. 
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y 


ate 


Magnitud = 1 


Figura 2.20 


En este punto se introduciran dos vectores de magnitud unitaria 
dirigidos a lo largo de los ejes positivos x y y. A estos vectores se les 
llama vectores unitarios y se representan por i y j, respectivamente 
(figura 2.20). Al recordar la definition del producto de un escalar y un 
vector dada en la section 2.4, se observa que las componentes rectan- 
gulares F x y F y de una fuerza F pueden obtenerse con la multiplication 
de sus respectivos vectores unitarios i y j por escalares apropiados 
(figura 2.21). Se escribe 


F 

ii 

.jn 

ii 

(2.6) 

F = F x i + Fy j 

(2.7) 


l J 


F =F i 

y y J 



Mientras que los escalares F x y F y pueden ser positivos o negativos, de- 
pendiendo del sentido de F x y F y , sus valores absolutos son respecti- 
vamente iguales a las magnitudes de las componentes de las fuerzas F x 
y F y . Los escalares F x y F y se Hainan componentes escalares de la fuerza 
F, mientras que las componentes reales de la fuerza F x y F (/ son las 
componentes vectoriales de F. Sin embargo, cuando no existe alguna 
posibilidad de confusion, a los vectores y a las componentes escalares 
de F puede llamarseles simplemente componentes de F. Se observa 
que la componente escalar F x es positiva cuando la componente vec- 
torial F x tiene el mismo sentido que el vector unitario i (es decir, el 
mismo sentido que el eje x positivo) y es negativa cuando F v tiene 
el sentido opuesto. Una conclusion semejante puede obtenerse obser- 
vando el signo de la componente escalar F y . 

Si se representa con F la magnitud de la fuerza F y con 0 el an- 
gulo entre F y el eje x, medido en sentido contrario al movimiento de 
las manecillas del reloj desde el eje x positivo (figura 2.21), se pueden 
expresar las componentes escalares de F corno sigue: 



a) 


y 



Figura 2.22 


F x = F cos 6 F y = F sen 6 (2.8) 

Se observa que las relaciones obtenidas se satisfacen para cualquier 
valor del angluo 0 entre 0 y 360° y que estas definen tanto los signos 
como los valores absolutos de las componentes escalares F x y F y . 

Ejemplo 1 . Una fuerza de 800 N se ejerce sobre un perno A como se 
muestra en la figura 2.22 a. Determfnese las componentes horizontal y verti- 
cal de la fuerza. 

Para obtener el signo correcto de las componentes escalares F x y F y , el 
valor 180° — 35° = 145° debe sustituirse por 6 en las ecuaciones (2.8). Sin 
embargo, es mas practico determinar por inspection los signos de F x y F tJ 
(figura 2.22 b) y usar las funciones trigonometricas del angulo a = 35°. Por 
consiguiente se puede escribir 

F x = -F cos a = -(800 N) cos 35° = -655 N 
F y = +F sen a = +(800 N) sen 35° = +459 N 

Las componentes vectoriales de F son entonces 

F x = -(655 N)i Fy = +(459 N)j 

y F se puede escribir en la forma 


F = -(655 N)i + (459 N)j 




Ejemplo 2. Un hombre jala una cuerda atada a un edificio con una 
fuerza de 300 N, como se muestra en la figura 2.23a. jjCuales son las com- 
ponentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida por la cuerda en el pun- 
to A? 

A partir de la figura 2.23 b se ve que 

F x = +(300 N) cos a F y = —(300 N) sen a 
Observando que AB = 10 m, a partir de la figura 2.23a se encuentra que 

8 m 8 m 4 6 m 6 m 3 

cos a = — — = — — = — sen a = —— = — — = — 

AB 10 m 5 AB 10 m 5 

Entonces se obtiene 

F x = +(300 N)f = +240 N F y = -(300 N)| = -180 N 

y se escribe 

F = (240 N)i - (180 N)j ■ 

Si una fuerza F se define por sus componentes rectangulares F x 
y F y (vease figura 2.21), el angulo 9 que define su direction puede 
obtenerse escribiendo 

tan 9 = -J- (2.9) 


La magnitud F de la fuerza se obtiene con el teorema de Pitagoras y 
escribiendo 

F = Vf x + Fy (2.10) 


2.7. Componentes rectangulares de una fuerza. 

Vectores unitarios 
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Figura 2.23 


o bien resolviendo para F una de las formulas de las ecuaciones (2.8). 


Ejemplo 3 Una fuerza F = (700 lb)i + (1 500 lb)j se aplica a un perno 
A. Deternhnese la magnitud de la fuerza y el angulo 9 que forma con la 
horizontal. 

Primero se dibuja un diagrama que muestra las dos componentes rec- 
tangulares de la fuerza y el angulo 0 (figura 2.24). A partir de la ecuacion 
(2.9), se escribe 


F y 1 500 lb 

tan6= T x =^00Yb 

Con la calculadora,* se hace la division de 1 500 lb entre 700 lb; se cal- 
cula el arco tangente de este cociente y se obtiene 0 = 65.0°. A1 resolver la 
segunda de las ecuaciones (2.8) para F, se tiene 


F = 


fry 

sen 9 


1 500 lb 
sen 65.0° 


1 655 lb 


El ultimo calculo se facilita si el valor de F y se almacena en la memoria des- 
de que se introduce, de manera que pueda ser llamado para dividirse entre 
sen 9. ■ 

f Se supone que la calculadora que se esta utilizando tiene teclas para el calculo de fun- 
ciones trigonometricas y de funciones trigonometricas inversas. Algunas calculadoras tam- 
bien tienen teclas para convertir directamente de coordenadas rectangulares a coordenadas 
polares y viceversa. Este tipo de calculadoras eliminan la necesidad de calcular funciones 
trigonometricas en los ejemplos 1 , 2 y 3 y en problemas del mismo tipo. 


y 



Figura 2.24 
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c) 



d) 

Figura 2.25 


2.8. ADICION DE FUERZAS SUMANDO 
SUS COMPONENTES X Y Y 

En la section 2.2 se estudio que las fuerzas deben sumarse de acuer- 
do con la ley del paralelogramo. A partir de esta ley se derivaron en las 
secciones 2.4 y 2.5 otros dos metodos mas directos aplicables a la so- 
lution grdfica de los problemas: la regia del triangulo para la suma de 
dos fuerzas y la regia del polfgono para la adicion de tres o mas fuer- 
zas. Tambien se vio que el triangulo de fuerzas usado para definir la 
resultante de dos fuerzas podria usarse para obtener una solucion tri- 
gonometrica. 

Cuando se van a sumar tres o mas fuerzas, no puede obtenerse una 
solucion trigonometrica practica del polfgono de fuerzas que define a 
la fuerza resultante. En este caso puede obtenerse una solucion anali- 
tica del problema si se descompone cada fuerza en sus elementos rec- 
tangulares. Considere, por ejemplo, las tres fuerzas P, Q y S que ac- 
tuan sobre una partfcula A (figura 2.25 a). Su resultante R esta definida 
por la relation 


R = P + Q + S (2.11) 

Si se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares, se 
escribe 


fix' + fi,/j - fix' + fif/j + Qx i + Q,js + S. v i + SJ 
= (fix + Qx + S x )i + (fiy + Q,J + S y )j 

de donde se tiene que 

fix = fix + Qx + S x R,, = P,J + Qy + Sy (2.12) 

o, en forma breve, 

fix = 2fi x Ry = ZFy (2.13) 

Por tanto, se puede concluir que las componentes escalares R x ij R ;/ de 
la resultante R de varias fuerzas que actuan sobre una partt'cula se ob- 
tienen separando de manera algebraica las correspondientes compo- 
nentes escalares de las fuerzas dados. ^ 

En la practica, la determination de la resultante R se realiza en 
tres etapas, como se ilustra en la figura 2.25. Primero, las fuerzas 
mostradas en la figura 2.25 a se descomponen en sus componentes x y 
y (figura 2.25 b). Con la suma de estas componentes x y y de R (figura 
2.25c). Finalmente, la resultante R = fi v i + /i, A j se determina aplicando 
la ley del paralelogramo (figura 2.25 d). El procedimiento que se acaba 
de describir se realiza con mas eficiencia si los calculos se tabulan. 
Aunque este es el unico metodo analftico practico para la adicion de 
tres o mas fuerzas, con frecuencia tambien se le prefiere sobre la solu- 
cion trigonometrica en el caso de la suma de dos fuerzas. 


t 


Obviamente, este resultado se puede aplicar tambien a la adicion de otras cantidades 


vectoriales, aceleraeiones o cantidades de movimiento. 


y 


PROBLEMA RESUELTO 2.3 



Cuatro fuerzas actuan sobre un perno A como se muestra en la figura. De- 
termine la resultante de las fuerzas sobre el perno. 


SOLUCION 


(F 2 cos 20 )j 



Las componentes x y y de cada fuerza se determinan por trigonometria, como 
se muestra en la figura y se escriben en la tabla. De acuerdo con la conven- 
tion adoptada en la section 2.7, un numero escalar que representa la com- 
ponente de una fuerza es positivo si la componente tiene el mismo sentido 
que el correspondiente eje de coordenadas. Entonces, las componentes x que 
actuan a la derecha y las componentes y que actuan hacia arriba se repre- 
sentan por numeros positivos. 


Fuerza 

Magnitud, N 

Componente x, N 

Componente y, N 

Fr 

150 

+ 129.9 

+ 75.0 

f 2 

80 

-27.4 

+ 75.2 

f 3 

110 

0 

-110.0 

f 4 

100 

+96.6 

-25.9 



R x = +199.1 

Ry = +14.3 


En estas condiciones la resultante R de las cuatro fuerzas es 


R = R x i + R y j 


La magnitud y la direction de la resultante ya puede determinarse. Del 
triangulo mostrado en la figura, se tiene 



R = (14.3 N) j 


/ R I = (199.1 N)i 


. _ Ry 

tana-- 


14.3 N 
199.1 N 


a = 4.1° 


14.3 N 

R = = 199.6 N 

sen a 


R = 199.6 N ^24.1° ◄ 


El ultimo calculo puede faeilitarse con el uso de calculadora, si el valor 
de Ry se almacena en la memoria al introducirse, de manera que pueda ser 
llamado para dividirse entre sen a. (Vease tambien la nota al pie de la pagina 


29 .) 
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R E S O L UCION DE PROB L E M A S 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Como se vio en la lection anterior, la resultante de dos fuerzas puede ser determinada gra- 
ficamente o a partir de un triangulo oblicuo, con el uso de la trigonometna. 


A. Cuando es tan involucradas tres o mas fuerzas, la determination de su resultante 
R se lleva a cabo de manera mas sencilla descomponiendo primero cada una de las fuerzas 
en sus componentes rectangulares. Se pueden encontrar dos casos, que dependen de la for- 
ma en que este definida cada una de las fuerzas dadas: 


Caso 1. La fuerza F es ta definida por medio de su magnitud F y el angulo a que 
forma con el eje de las x. Las componentes x y y de la fuerza se pueden obtener, respec- 
tivamente, al multiplicar F por cos a y por sen a [ejemplo 1], 


Caso 2. La fuerza F se define por medio de su magnitud F y las coordenadas de 
dos puntos Ay B que se encuentran a lo largo de su linea de accion (figura 2.23). Por 
medio de la trigonometrfa, primero se puede determinar el angulo a que F forma con el 
eje x. Sin embargo, las componentes de F tambien se pueden obtener directamente a par- 
tir de las proporciones entre las diversas dimensiones involucradas, sin determinar realmente 
a [ejemplo 2]. 


B. Componentes rectangulares de la resultante. Las componentes R x y JL de la re- 
sultante se pueden obtener con la suma algebraica de las componentes correspondientes de 
las fuerzas dadas [problema resuelto 2.3], 


La resultante se puede expresar en forma vectorial con los vectores unitarios i y j, los cuales 
estan dirigidos, respectivamente, a lo largo de los ejes x y y: 


R — RJ + R,J 


De manera alternativa, se pueden determinar la magnitud y la direccidn de la resultante re- 
solviendo para R y para el angulo que R forma con el eje x, el triangulo rectangulo de la- 
dos R x y R,,. 





Problemas 


2.21 y 2.22 Determine las componentes x y y de cada una de las 
fuerzas que se muestran en las figuras. 



\* — 560 — < 4 -<— 480 -*-1 


Figura P2.21 


2.23 y 2.24 Determine las componentes x y y de cada una de las 
fuerzas que se muestran en las figuras. 



Figura P2.22 


y 


120 N 



y 


Figura P2.24 



Figura P2.23 


60 lb 


x 


2.25 El elemento BD ejerce sobre el elemento ABC una fuerza P di- 
rigida a lo largo de la linea BD. Si se sabe que P debe tener una componente 
horizontal de 300 lb, determine a) la magnitud de la fuerza P y b) su com- 
ponente vertical. 
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A 



Figura P2.26 




Figura P2.29 



26 El cilindro hidraulico BD ejerce una fuerza P sobre el elemento 
ABC, dicha fuerza esta dirigida a lo largo de la linea BD. Si se sabe que P 
debe tener una componente de 750 N perpendicular al elemento ABC, de- 
termine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente paralela a ABC. 

2 'II El alambre atirantado BD ejerce sobre el poste telefonico AC una 
fuerza P dirigida a lo largo de BD. Si se sabe que P tiene una componente 
de 120 N perpendicular al poste AC, determine a) la magnitud de la fuerza 
P, b) su componente a lo largo de la linea AC. 

El alambre atirantado BD ejerce sobre el poste telefonico AC una 
fuerza P dirigida a lo largo de BD. Si se sabe que P tiene una componente 
de 180 N a lo largo de la linea AC, determine a) la magnitud de la fuerza P, 
b) su componente en una direction perpendicular a AC. 

2.29 El elemento CB de la prensa de banco que se muestra en la 
figura, ejerce sobre el bloque B una fuerza P dirigida a lo largo de la linea 
CB. Si se sabe que la componente horizontal de P debe tener una magnitud 
de 1 220 N, determine a) la magnitud de la fuerza P y b) su componente 
vertical. 

2.30 El cable AC ejerce sobre la viga AB una fuerza P dirigida a lo 
largo de la linea AC. Si se sabe que P debe tener una componente vertical 
de 350 lb, determine a) la magnitud de la fuerza P y b) su componente ho- 
rizontal. 



Figura P2.30 

2.31 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.22. 

2.32 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.24. 

2.33 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.23. 

2.34 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.21. 

2.35 Si se sabe que a = 35°, determine la resultante de las tres fuerzas 
mostradas en la figura. 


Figura P2.35 


2.36 Si se sabe que la tension en el cable BC es de 725 N, determine 
la resultante de las ties fuerzas ejercidas en el punto B de la viga AB. 
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Figura P2.36 


2.37 Si se sabe que a = 40°, determine la resultante de las tres fuerzas 
que se muestran en la figura. 

2.38 Si se sabe que a = 75°, determine la resultante de las tres fuerzas 
que se muestran en la figura. 


80 lb 



Figura P2.37 y P2.38 


Para el collarfn del problema 2.35, determine a) el valor requerido 
de a si la resultante de las tres fuerzas mostradas debe ser vertical, b) la mag- 
nitud correspondiente de la resultante. 

2.40 Para la viga del problema 2.36, determine a) la tension requerida 
en el cable BC si la resultante de las tres fuerzas ejercidas en el punto B 
debe ser vertical, b) la magnitud correspondiente de la resultante. 

2.41 Determine a) la tension requerida en el cable AC, si se sabe que 
la resultante de las tres fuerzas ejercidas en el punto C del aguilon BC debe 
estar dirigida a lo largo de BC, b) la magnitud correspondiente de la resul- 
tante. 

Para el bloque de los problemas 2.37 y 2.38, determine a) el valor 
requerido de a si la resultante de las tres fuerzas mostradas debe ser para- 
lela al piano inclinado, b) la magnitud correspondiente de la resultante 


2.9. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA 



En las secciones anteriores se expusieron los metodos utilizados para 
determinar la resultante de varias fuerzas que actuan sobre una parti- 
cula. Aunque no ha ocurrido en ninguno de los problemas examinados 
hasta ahora, es posible que la resultante sea cero. En tal caso, el efec- 
to neto de las fuerzas dadas es cero, y se dice que la particula esta en 
equilibrio. Entonces se tiene la siguiente definition: si la resultante de 
todas las fuerzas que actuan sobre una particula es cero, la particula 
se encuentra en equilibrio. 

Una particula sometida a la action de dos fuerzas estara en equi- 
librio si ambas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma linea de ac- 
tion, pero sentidos opuestos. Entonces la resultante de las dos fuerzas 
es cero. En la figura 2.26 se ilustra este caso. 



Figura 2.26 
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Fj = 300 lb 



F 2 = 173.2 lb 


= 200 lb 


Otro caso de una partfcula en equilibrio se muestra en la figura 
2.27, donde aparecen cuatro fuerzas que actuan sobre A. En la figu- 
ra 2.28, la resultante de las fuerzas dadas se determina por la regia del 
polfgono. Empezando en el punto O con F, y acomodando las fuerzas 
punta a cola, se encuentra que la punta de F 4 coincide con el punto 
de partida O, asi que la resultante R del sistema de fuerzas dado es 
cero y la partfcula esta en equilibrio. 

El polfgono cerrado de la figura 2.28 proporciona una expresion 
grdfica del equilibrio de A. Para expresar en forma algebraica las condi- 
ciones del equilibrio de una partfcula se escribe 

R = 2F = 0 (2.14) 

Descomponiendo eada fuerza F en sus componentes rectangulares, se 
tiene 

2(F X i + Fyj) = 0 o (2FJ i + (2F y )j = 0 

Se concluye que las condiciones necesarias y suficientes para el equili- 
brio de una partfcula son 

2F X = 0 2F y = 0 (2.15) 

Regresando a la partfcula mostrada en la figura 2.27, se comprueba que 
las condiciones de equilibrio se satisfacen. Se escribe 

2F X = 300 lb - (200 lb) sen 30° - (400 lb) sen 30° 

= 300 lb - 100 lb - 200 lb = 0 
XFy = -173.2 lb - (200 lb) cos 30° + (400 lb) cos 30° 

= -173.2 lb - 173.2 lb + 346.4 lb = 0 


2.10. PRIMERA LEY DEL MOVIMIENTO DE NEWTON 

A finales del siglo XVIII Sir Isaac Newton formulo tres leyes funda- 
mentales en las que se basa la ciencia de la mecanica. La primera de 
estas leyes puede enunciarse corno sigue: 

Si la fuerza resultante que actiia sobre una partfcula es cero, la 
partfcula permanecerd en reposo (si originalmente estaba en reposo) o 
se moverd con velocidad constants en Ifnea recta (si originalmente es- 
taba en movimiento). 

De esta ley y de la definition de equilibrio expuesta en la section 
2.9, se deduce que una partfcula en equilibrio puede estar en reposo 
o moviendose en Ifnea recta con velocidad constante. En la siguiente 
section se eonsideraran varios problemas concernientes al equilibrio 
de una partfcula. 

2.11. PROBLEMAS RELACIONADOS CON EL EQUILIBRIO 
DE UNA PARTICULA. DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE 

En la practica, un problema de ingenierfa mecanica se deriva de una 
situation ffsica real. Un esquema que muestra las condiciones ffsicas 
del problema se conoce como diagrama espacial. 

Los metodos de analisis estudiados en las secciones anteriores se 
aplican a un sistema de fuerzas que actuan sobre una partfcula. Un gran 
numero de problemas que tratan de estructuras pueden reducirse a 
problemas concernientes al equilibrio de una partfcula. Esto se hace 




escogiendo una partfcula significativa y dibujando un diagrama sepa- 
rado que muestra a esta y a todas las fuerzas que actuan sobre ella. Di- 
cho diagrama se conoce como diagrama de cuerpo libre. 

Por ejemplo, considerese el embalaje de madera de 75 kg mostra- 
do en el diagrama espacial de la figura 2.29 a. Este descansaba entre 
dos edificios y ahora es levantado hacia la plataforma de un camion que 
lo quitara de ahi. El embalaje esta soportado por un cable vertical unido 
en A a dos cuerdas que pasan sobre poleas fijas a los edificios en B y 
C. Se desea determinar la tension en cada una de las cuerdas AB y AC. 

Para resolver el problema debe trazarse un diagrama de cuerpo li- 
bre que muestre a la partfcula en equilibrio. Puesto que se analizan las 
tensiones en las cuerdas, el diagrama de cuerpo libre debe incluir al 
menos una de estas tensiones y si es posible a ambas. El punto A parece 
ser un buen cuerpo libre para este problema. El diagrama de cuerpo 
libre del punto A se muestra en la figura 2.29 b. Esta muestra al punto 
A y las fuerzas ejercidas sobre A por el cable vertical y las dos cuerdas. 
La fuerza ejercida por el cable esta dirigida hacia abajo y es igual al 
peso W del contenedor. De acuerdo con la ecuacion (1.4), se escribe 

W = mg = (75 kg)(9.81 m/s 2 ) = 736 N 

y se indica este valor en el diagrama de cuerpo libre. Las fuerzas ejer- 
cidas por las dos cuerdas no se conocen, pero como son iguales en mag- 
nitud a la tension en la cuerda AB y en la cuerda AC, se representan 
con T ab y T ac y se dibujan hacia fuera de A en las direcciones 
mostradas por el diagrama espacial. No se incluyen otros detalles en el 
diagrama de cuerpo libre. 

Puesto que el punto A esta en equilibrio, las tres fuerzas que ac- 
tuan sobre el deben formar un triangulo cerrado cuando se dibujan de 
punta a cola. Este triangulo de fuerzas ha sido dibujado en la figura 
2.29c. Los vectores T AB y T AC de las tensiones en las cuerdas pueden 
encontrarse graficamente si el triangulo se dibuja a escala, o pueden en- 
contrarse mediante la trigonometrfa. Si se escoge el ultimo metodo de 
solution, con la ley de los senos se escribe 


T ab _ t ac 

sen 60° sen 40° 


736 N 
sen 80° 


T ab = 647 N T AC = 480 N 


Cuando una partfcula esta en equilibrio bajo tres fuerzas, el pro- 
blema siempre puede resolverse dibujando un triangulo de fuerzas. 
Cuando una partfcula esta en equilibrio bajo mas de tres fuerzas, el 
problema puede resolverse graficamente dibujando un polfgono de 
fuerzas. Si se desea una solution analftica, se deben resolver las ecua- 
ciones de equilibrio dadas en la section 2.9: 

2F X = 0 2F y = 0 (2.15) 

Estas ecuaciones pueden resolverse para no mas de dos incognitas-, en 
forma semejante, el triangulo de fuerzas usado en el caso de equilibrio 
bajo tres fuerzas puede resolverse para dos incognitas. 

Los tipos mas comunes de problemas son aquellos donde las dos 
incognitas representan 1) las dos componentes (o la magnitud y direc- 
tion) de una sola fuerza, 2) las magnitudes de las dos fuerzas, cada una 
de direction conocida. Tambien se encuentran problemas que requie- 
ren la determination del valor maximo o mfnimo de la magnitud de 
una fuerza (veanse problemas 2.57 a 2.61). 
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Figura 2.29 



Fotografi'a 2.1 Como se ilustro en un ejemplo 
anterior, es posible determinar las tensiones en 
los cables que sostienen al eje que se muestra 
en la fotograffa, considerando al gancho como 
una partfcula y despues aplicando las 
ecuaciones de equilibrio a las fuerzas que actuan 
sobre el gancho. 





PROBLEMA RESUELTO 2.4 

En la operation de descarga de un barco, un automovil de 3 500 lb es so- 
portado por un cable. Se ata una cuerda al cable en A y se tira para central - 
al automovil sobre la position deseada. El angulo entre el cable y la vertical 
es de 2°, mientras que el angulo entre la cuerda y la horizontal es de 30°. 
^Cual es la tension en la cuerda? 


SOLUCION 



Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo libre 
y se dibuja el diagrama complete de cuerpo libre. T AB es la tension en el ca- 
ble AB y T ac es la tension de la cuerda. 

Condicion de equilibrio. Como solo actuan tres fuerzas sobre el 
cuerpo libre, se dibuja un triangulo de fuerzas para expresar que este se en- 
cuentra en equilibrio. Con la ley de los senos se escribe 

Tab T ac 3 500 lb 


sen 120° 


sen 2° 


sen 58° 


Utilizando una calculadora, primero se calcula y se guarda el valor del 
ultimo cociente. Se multiplica este valor en forma sucesiva por sen 120° y 
sen 2°, se obtiene 

T ab = 3 570 lb T ac = 144 lb < 



PROBLEMA RESUELTO 2.5 

Determine la magnitud, direction y sentido de la fuerza F mas pequeiia que 
mantendra en equilibrio al paquete que se muestra al margen. Notese que la 
fuerza ejercida por los rodillos sobre el paquete es perpendicular al piano in- 
clinado. 


SOLUCION 



Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el paquete como cuerpo li- 
bre, suponiendo que este se puede tratar como particula. Se dibuja el dia- 
grama de cuerpo libre correspondiente. 

Condicion de equilibrio. Puesto que solo actuan tres fuerzas sobre 
el cuerpo libre, se dibuja un triangulo de fuerzas para expresar que esta en 
equilibrio. La lrnea 1-1' representa la direction conocida de P. Para obtener 
el valor mrnimo de la fuerza F se escoge la direction de F perpendicular a 
la de P. De la geometrfa del triangulo obtenido, se encuentra que 


F = (294 N) sen 15° = 76.1 N 


a = 15° 

F = 76.1 N 1^15° 
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,u 


7 ft - 


Flujo 




j 

I C 


5 ft 


'X 


4 ft 

-4 

4 ft 


PROBLEMA RESUELTO 2.6 

Como parte del diseno de un nuevo velero, se desea determinar la fuerza de 
arrastre que puede esperarse a cierta velocidad. Para hacerlo, se coloca un 
modelo del casco propuesto en un canal de prueba y se usan tres cables para 
mantener su proa en el eje del centra del canal. Las lecturas de los di- 
namometros indican que para una velocidad dada la tension es de 40 lb en 
el cable AB y de 60 lb en el cable AE. Determine la fuerza de arrastre ejer- 
cida sobre el casco y la tension en el cable AC. 


SOLUCION 



(40 lb) cos 60.26 j 


60.26 


-(40 lb) sen 60.26 i 



r AC cos 20.56 j 
20.56 

T AC sen 20.56 i 


-(60 lb) j 


F d = 19.66 lb 



Determination de los angulos. En primer lugar se determinan los 
angulos a y p que definen las direcciones de los cables AB y AC. Se escribe 

7 ft „ 1.5 ft 

tan a = —y = 1.75 tan p = r = 0.375 

4 ft H 4 ft 

a = 60.26° p = 20.56° 

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el casco como cuerpo libre, 
se traza el diagrama del cuerpo libre que incluye las fuerzas ejercidas por los 
tres cables sobre el casco, asi como la fuerza de arrastre F D ejercida por el 
flujo. 

Condition de equilibrio. Se expresa que el casco esta en equilibrio 
y la resultante de todas las fuerzas se escribe como cero: 

R — T ab + T ac + Tab + F D = 0 (1) 

Como aparecen mas de tres fuerzas, se obtendran sus componentes x y y. 

Tab = “(40 lb) sen 60.26°i + (40 lb) cos 60.26°j 
= -(34.73 lb)i + (19.84 lb)j 
T A c = Tac sen 20.56°i + T A c cos 20.56°j 
= 0.3512r AC i + 0.9363TacJ" 

Tab = “(60 lb)j 

Fe> = Fd i 

Se sustituyen las expresiones obtenidas en la ecuacion (1) y se factorizan los 
vectores unitarios i y j, por lo que se tiene 

(-34.73 lb + 0.3512 T ac + F D )i + (19.84 lb + 0.9363T AC - 60 lb)j = 0 

Esta ecuacion se cumplira si, y solo si, los coeficientes de i y j son iguales a 
cero. Asi se obtienen las siguientes dos ecuaciones de equilibrio, que expre- 
san, respectivamente, que la suma de las componentes x y la suma de las 
componentes y de las fuerzas dadas debe ser cero. 

2F X = 0: -34.73 lb + 0.3512T AC + F n = 0 (2) 

SFy = 0: 19.84 lb + 0.9363 Fac - 60 lb = 0 (3) 

De la ecuacion (3) se encuentra 

y sustituyendo este valor en la ecuacion (2) se obtiene F D = +19.66 lb A 

A1 dibujar el diagrama de cueipo libre se supuso que habia un sentido para 
cada fuerza desconocida. El signo positivo en la respuesta senala que el sen- 
tido supuesto era el correcto. Puede dibujarse el poligono de fuerzas com- 
pleto y asi comprobar los resultados. 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Cuando una particula esta en equilibria, la resultante de todas las fuerzas que actuan sobre 
la particula debe ser igual a cero. En el caso de una particula sobre la que actuan fuerzas 
coplanares, expresar este hecho proporcionara dos relaciones entre las fuerzas involucradas. 
Como se vio en los problemas resueltos recien presentados, estas relaciones pueden uti- 
lizarse para determinar dos incognitas — como la magnitud y la direccion de una fuerza o 
las magnitudes de dos fuerzas — . 

Trazar un diagrama de cuerpo libre es el primer paso a seguir en la solution de 
un problema que involucre el equilibrio de una particula. En este diagrama se muestran la 
particula y todas las fuerzas que actuan sobre ella. En el diagrama de cuerpo libre debe in- 
dicate la magnitud de las fuerzas conocidas, asi como cualquier angulo o dimension que 
defina la direccion de una fuerza. Cualquier magnitud o angulo desconocido deben desig- 
nate por medio de un simbolo adecuado. No tiene que incluirse ninguna otra information 
adicional en el diagrama de cuerpo libre. 

Es indispensable trazar un diagrama de cuerpo libre claro y preciso para poder resolver 
cualquier problema de equilibrio. La omision de este paso puede ahorrarnos lapiz y papel, 
pero es muy probable que nos lleve a una solution incorrecta. 

Caso 1. Si solo estan involucradas tres fuerzas en el diagrama de cuerpo libre, el resto 
de la solution se lleva a cabo mas facilmente uniendo en un dibujo la parte terminal de una 
fuerza con la parte inicial de otra (punta), para forrnar un tridngulo de fuerzas. Este trian- 
gulo puede resolverse graficamente o por trigonometrfa para un maximo de dos incognitas 
[problemas resueltos 2.4 y 2.5], 

Caso 2. Si estan involucradas mas de tres fuerzas, lo mas conveniente es emplear una 
solucion analttica. Los ejes x y y se seleccionan y cada una de las fuerzas mostradas en el 
diagrama de cueqro libre se descompone en sus componentes x y y. A1 expresar que tanto 
la suma de las componentes en x como la suma de las componentes en y de las fuerzas son 
iguales a cero, se obtienen dos ecuaciones que pueden resolverse para no mas de dos in- 
cognitas [problema resuelto 2.6]. 

Se recomienda firmemente que al emplear una solucion analitica se escriban las ecuaciones 
de equilibrio en la misma forma que las ecuaciones (2) y (3) del problema resuelto 2.6. La 
practica adoptada por algunos estudiantes de colocar al initio las incognitas del lado izquierdo 
de la ecuacion y las cantidades conocidas del lado derecho puede llevar a una confusion al 
momenta de asignar el signo correcto a cada uno de los terminos. 

Se ha senalado que, independientemente del metodo empleado para resolver un problema 
de equilibrio bidimensional, solo puede determinate un maximo de dos incognitas. Si un 
problema bidimensional involucra mas de dos incognitas, deben obtenerse una o mas rela- 
ciones adicionales a partir de la information contenida en el enunciado del problema. 
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Problemas 


2.43 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la 
figura. Si se sabe que a = 20°, determine la tension a) en el cable AC y 
b) en el cable BC. 

2.44 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la 
figura. Determine la tension a) en el cable AC y b) en el cable BC. 




200 kg 



Figura P2.43 



Figura P2.44 


2.45 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la 


P 


figura. Si se sabe que P = 500 N y a = 60°, determine la tension a) en el ca- Figura P2.45 
ble AC y b) en el cable BC. 

2.46 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la 
figura. Determine la tension a) en el cable AC y b) en el cable BC. 




200 kg 


Figura P2.46 
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2.47 Si se sabe que a = 20°, determine la tension a) en el cable AC, 
b) en la cuerda BC. 




Figura P2.47 


2.48 Si se sabe que a = 55° y que el aguilon AC ejerce sobre la ar- 
ticulation C una fuerza dirigida a lo largo de la linea AC, determine a) la 
magnitud de la fuerza y b) la tension en el cable BC. 

2.49 Las fuerzas P y Q se aplican al componente de una pieza de 
ensamble de avion como se muestra en la figura. Si se sabe que P = 500 lb y 
Q = 650 lb y que la pieza de ensamble se encuentra en equilibrio, determine 
las magnitudes de las fuerzas ejercidas sobre las varillas Ay B. 



Figura P2.49 y P2.50 



F c 


2.50 Las fuerzas P y Q se aplican al componente de una pieza de en- 
samble de avion como se muestra en la figura. Si se sabe que la pieza de en- 
samble se encuentra en equilibrio y que las magnitudes de las fuerzas ejer- 
cidas sobre las barras Ay B son F A = 750 lb y F B = 400 lb, determine las 
magnitudes de P y Q. 

2.51 Una conexion soldada esta en equilibrio bajo la action de las cu- 
atro fuerzas que se muestran en la figura. Si se sabe que F A = 8 kN y que 
F b = 16 kN, determine las magnitudes de las dos fuerzas restantes. 

2.52 Una conexion soldada esta en equilibrio bajo la action de las cu- 
atro fuerzas que se muestran en la figura. Si se sabe que F A = 5 kN y que 
F d = 6 kN, determine las magnitudes de las dos fuerzas restantes. 


Figura P2.51 y P2.52 
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2.53 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la 
figura. Si se sabe que Q = 60 lb determine la tension a) en el cable AC y 
b) en el cable BC. 

2.54 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la 
figura. Determine el rango de valores de Q para los cuales la tension no sera 
mayor que 60 lb en cualquiera de los cables. 

2.55 Un pescador es rescatado con una silla de contramaestre que se 
encuentra suspendida de una polea que puede rodar libremente sobre el ca- 
ble de apoyo ACS y es jalada a una velocidad constante mediante el cable 
CD. Si se sabe que a = 30° y P = 10°, y que el peso combinado de la silla y 
el pescador es de 900 N, determine la tension a) en el cable de soporte ACB, 
b) en el cable de arrastre CD. 



Problemas 



Figura P2.55 y P2.56 


2.56 Un pescador es rescatado con una silla de contramaestre que se 
encuentra suspendida de una polea que puede rodar libremente sobre el ca- 
ble de apoyo ACB y es jalada a una velocidad constante mediante el cable 
CD. Si se sabe que a = 25° y ft = 15°, y que la tension en el cable CD es de 
80 N, determine a) el peso combinado de la silla y el pescador, b) la tension 
en el cable de soporte ACB. 


Para los cables del problema 2.45, se sabe que la tension permi- 
sible maxima es de 600 N en el cable AC y 750 N en el cable BC. Deter- 
mine a) la maxima fuerza P que puede aplicarse en C, b) el valor corres- 
pondiente de a. 

Para la situation descrita en la figura P2.47, determine a) el va- 
lor de a para el cual la tension en el cable BC es la minima posible y b) el 
valor correspondiente de la tension. 

Para la estructura y la carga del problema 2.48, determine a) el 
valor de a para el que la tension en el cable BC es minima, b) el valor co- 
rrespondiente de la tension. 


2.1 m 


-1 




-2.1 m 




2.60 Si se sabe que las porciones AC y BC del cable ACB deben ser 
iguales, determine la longitud minima que debe tener el cable para soportar 
la carga mostrada, si la tension en este no debe ser mayor que 870 N. 


Figura P2.60 
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Figura P2.61 y P2.62 


En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la 
figura. Si se sabe que la tension maxima permisible en cada cable es de 800 
N, determine a) la magnitud de la fuerza P maxima que puede aplicarse en 
C,b) el valor correspondiente de a. 

2.62 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la 
figura. Si se sabe que la tension maxima permisible en el cable AC es de 
1 200 N y que en el cable BC es de 600 N, determine a) la magnitud de la 
fuerza P maxima que puede aplicarse en C, b) el valor correspondiente de a. 

2.63 El collarfn A puede deslizarse sin friction sobre una barra hori- 
zontal y esta conectado a una carga de 50 lb, como se muestra en la figura. 
Determine la magnitud de la fuerza P requerida para mantener al collarfn 
en equilibrio cuando a) x = 4.5 in., b) x = 15 in. 



2.64 El collarfn A puede deslizarse sin friction sobre una barra hori- 
zontal y esta conectado a una carga de 50 lb, como se muestra en la figura. 
Determine la distancia x para la cual el collarfn se conserva en equilibrio 
cuando P = 48 lb. 

2.65 Una carga de 160 kg esta sostenida por el arreglo de cuerdas y 
poleas que se muestra en la figura. Si se sabe que j5 = 20°, determine la mag- 
nitud y la direction de la fuerza P que debe aplicarse en el extremo libre de 
la cuerda para mantener al sistema en equilibrio. ( Sugerencia : La tension es 
la misma en ambos lados de una cuerda que pasa por una polea simple. Esto 
puede comprobarse mediante los metodos del capftulo 4.) 


Figura P2.63 y P2.64 



Figura P2.65 y P2.66 


2.66 Una carga de 160 kg esta sostenida por el arreglo de cuerdas y 
poleas que se muestra en la figura. Si se sabe que a = 40°, determine a) el 
angulo P y b) la magnitud de la fuerza P que debe aplicarse en el extremo 
libre de la cuerda para mantener al sistema en equilibrio. (Vea la sugerencia 
del problema 2.65.) 
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2.67 Una caja de madera de 600 lb esta sostenida por varios arreglos 
de poleas y cuerdas, como se muestra en la figura. Determine la tension en 
la cuerda para cada arreglo. (Yea la sugerencia del problema 2.65.) 



Figura P2.67 


2.68 Retome los incisos b) y d) del problema 2.67, y ahora suponga 
que el extremo libre de la cuerda esta unido a la caja de madera. 

2.69 La carga Q se aplica a la polea C, la cual puede rodar sobre el 
cable ACB. La polea se sostiene en la position mostrada en la figura medi- 
ante un segundo cable CAD, el cual pasa a traves de la polea A y sostiene 
una carga P. Si se sabe que P = 750 N, determine a) la tension en el cable 
ACB, b) la magnitud de la carga Q. 


2.12. Componentes rectangulares de una 
fuerza en el espacio 



Figura P2.69 y P2.70 


2. 70 Una carga Q de 1 800 N se aplica a la polea C, la cual puede rodar 
sobre el cable ACB. La polea se sostiene en la position mostrada en la figura 
mediante un segundo cable CAD, el cual pasa a traves de la polea A y sostiene 
una carga P. Determine a) la tension en el cable ACB, b) la magnitud de la 
carga P. 


FUERZAS EN EL ESPACIO 

2.12. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE UNA FUERZA EN EL ESPACIO 

Los problemas considerados en la primera parte de este capftulo in- 
volucraron unicamente dos dimensiones y pudieron formularse y re- 
solverse en un solo piano. En esta section y en las secciones siguientes 
del capftulo se analizaran problemas que comprenden las tres dimen- 
siones del espacio. 

Considere una fuerza F que actua en el origen O del sistema de 
coordenadas rectangulares x, y, z. Para definir la direccion de F, se 
traza el piano vertical OBAC que contiene a F y que se muestra en la 
figura 2.30a. Este piano pasa a traves del eje vertical y- su orientation 
esta definida por el angulo 4> que forma con el piano xy, mientras que 
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a) 



y 



c) 

Figura 2.30 


la direction de F dentro del piano esta definida por el angulo 6 y que 
forma F con el eje y. La fuerza F puede descomponerse en una com- 
ponente vertical F y y una componente horizontal F/,; esta operation, 
mostrada en la figura 2.30 b, se realiza en el piano OBAC de acuerdo 
con las reglas desarrolladas en la primera parte del capitulo. Las com- 
ponentes escalares correspondientes son 

F y = F cos dy Ff, = F sen d y (2.16) 

La F/, puede descomponerse en sus dos componentes rectangulares F x 
y F- a lo largo de los ejes x y z, respectivamente. Esta operation, mostrada 
en la figura 2.30c, se realiza en el piano xz. De esta manera se obtienen 
las expresiones siguientes para las componentes escalares correspon- 
dientes: 

F x = F h cos 4> = F sen 6 y cos 
F z = Fh sen (f> = F sen d y sen (j) 

La fuerza F se ha descompuesto en tres componentes vectoriales rec- 
tangulares F x , F y y F z , dirigidas a lo largo de los tres ejes coordenados. 

Si se aplica el teorema de Pitagoras a los triangulos OAB y OCD 
de la figura 2.30, se escribe 

F 2 = ( OAf = (OB) 2 + (BA ) 2 = F 2 + F, 2 
Ff, = (OC) 2 = (OD) 2 + (DC) 2 = F 2 + F 2 

Si se eliminan Ff de estas dos ecuaciones y se resuelve para F se ob- 
tiene la siguiente relation entre la magnitud de F y sus componentes 
rectangulares escalares: 

F = Vf? + Fy + F\ (2.18) 

La relation que existe entre la fuerza F y sus tres componentes F x , 
Fy y F z se presenta mas facil si se traza “una caja” que tiene por aris- 
tas F x , Fy y F,, como se muestra en la figura 2.31. La fuerza F esta 
representada por la diagonal OA de esta caja. La figura 2.31b muestra 
el triangulo rectangulo OAB empleado para deducir la primera de las 
formulas (2.16): F tJ = F cos 6 y . En las figuras 2.31a y c se han trazado 
otros dos triangulos rectangulos: el OAD y OAE. Estos ocupan posi- 
ciones semejantes a la del triangulo OAB. Si representamos por 8 X y 6, 
los angulos que forma F con los ejes xyz, respectivamente, se pueden 
escribir dos formulas semejantes a F y = F cos 0 y . Entonces se escribe 

F x = F cos 6 X F y = F cos 0 y F z = F cos 0- (2.19) 

Los tres angulos B y . 0 y y 0- definen la direction de la fuerza F; y son 
mas usados que los angulos 6 y y <j) introdueidos al comienzo de esta 
section. Los cosenos de 8 X , 0 y y 6 Z se conocen como los cosenos cli- 
rectores de la fuerza F. 

Con el uso de los veetores unitarios i, j y k, dirigidos a lo largo de 
los ejes x, y y z, respectivamente (figura 2.32), se puede expresar F en 
la forma 

F = F x i + Fy j + F-k (2.20) 

donde las componentes escalares F x , F y y F z estan definidas por las rela- 
ciones (2.19). 

Ejemplo 1 Una fuerza de 500 N forma angulos de 60°, 45° y 120° con 
los ejes x, y y z, respectivamente. Encuentre las componentes F x , F y y F z de 
la fuerza. 





Sustituyendo F = 500 N, 9 X = 60°, 0 y = 45° y 0 Z = 120° en las formu- 
las (2.19), se escribe 

F x = (500 N) cos 60° = +250 N 
F y = (500 N) cos 45° = +354 N 
F z = (500 N) cos 120° = -250 N 

Usando en la ecuacion (2.20) los valores obtenidos para las componentes es- 
calares de F, se tiene 

F = (250 N)i + (354 N)j - (250 N)k 

Como en el caso de los problemas en dos dimensiones, el signo positivo in- 
dica que la componente tiene el mismo sentido que el eje correspondiente 
y el signo negativo tiene el sentido opuesto. ■ 

El angulo que una fuerza F forma con un eje debe medirse desde 
el lado positivo del eje y estara siempre comprendido entre 0 y 180°. 
Un angulo 6 X menor que 90° (agudo) indica que F (que se supone uni- 
da al origen O) esta del mismo lado del piano yz que el eje x positivo, 
y cos 9 X y F x seran positivos. Un angulo 6 X mayor que 90° (obtuso) in- 
dicara que F esta al otro lado del piano yz; entonces, cos 6 X y F x seran 
negativos. En el ejemplo 1 los angulos 9 X y 6 {l son agudos, mientras que 
9 Z es obtuso; en consecuencia, F x y F y son positivos, mientras que F z es 
negativo. 

Si se sustituye en la ecuacion (2.20) las expresiones obtenidas para 
F x , F y y F z en (2.19), se escribe 

F = F( cos 6 x i + cos 9 y j + cos 0_k) (2.21) 

que muestra que la fuerza F puede expresarse como el producto del 
escalar F y del vector 

A. = cos 9 x i + cos 9 y j + cos 9 Z k (2.22) 

El vector A es evidentemente un vector de magnitud 1 y de la misma 
direction que F (figura 2.33). El vector unitario A se refiere al largo 
de la linea de action de F. De (2.22) se deduce que las componentes 
del vector unitario A son, respectivamente, iguales a los cosenos di- 
rectores de la linea de action de F: 

\ x = cos 9 X A = cos 9,. A, = cos 9 , (2.23) 

Se debe observar que los valores de los tres angulos 9 X , 9 y y 9 Z no 
son independientes. Expresando que la suma de los cuadrados de las 
componentes de A es igual al cuadrado de su magnitud, se escribe 

A.? + Ay + A? = 1 

o sustituyendo para \ x , A„ y A z de (2.23), 

cos 2 9 X + cos 2 9 y + cos 2 9 Z = 1 (2.24) 

En el ejemplo 1 se muestra que una vez que se han seleccionado los 
valores 9 X = 60° y 9 y = 45° el valor de 9 Z debe ser igual a 60 o 120° 
para satisfacer la identidad (2.24). 

Cuando las componentes F x , F y y F z de una fuerza F estan dadas, 
la magnitud F de la fuerza se obtiene de (2.18). + Entonces las rela- 
ciones (2.19) pueden resolverse para los cosenos directores, 

f Con una calculadora programada para convertir coordenadas rectangulares en coorde- 
nadas polares, se vera que el siguiente procedimiento resulta mas expedito para calcular F: 
primero se determina F/ t a partir de sus dos componentes rectangulares F x y F z (figura 
2.30c), despues se determina F a partir de sus dos componentes rectangulares F h y F y 
(figura 2.30 b). El orden en el que se introducen F x , F y y F z resulta intrascendente. 
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b ) 



c) 

Figura 2.31 


y 


i 

j 



Figura 2.32 
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cos 6 X 



y obtener los angulos 6 X , 6 y y 0- que caracterizan a la direccion de F. 

Ejemplo 2, Una fuerza F tiene las componentes F x = 20 lb, F y = —30 
lb y F z = 60 lb. Determine la magnitud de F y los angulos 9 X , 0 y y 9 Z que 
forma con los ejes coordenados. 

A partir de la formula (2.18) se obtiene t 

F = Vf| + Ff f + F? 

= V(20 lb) 2 + (-30 lb) 2 + (60 lb) 2 
= V4 900 lb = 70 lb 

Si se sustituyen los valores de las componentes y la magnitud de F en las 
ecuaciones (2.25), se escribe 

F x 201b F tJ -301b F z 601b 

cos 0 X F - 701b cos 0 y - F - 701b cos 0 Z — F - 701b 

Calculando sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene 


d x = 73.4° 0 y = 115.4° 0, = 31.0° 

Estos calculos pueden realizarse facilmente con una calculadora. ■ 


2.13. FUERZA DEFINIDA EN TERMINOS DE SU MAGNITUD 
Y DOS PUNTOS SOBRE SU LINEA DE ACCION 

En muchas aplicaciones la direccion de una fuerza F esta definida por 
las coordenadas de dos puntos M(x i, iji, Si) y N(x 2 , tj 2 , Z 2 ), lo calizadas 
sobre su linea de accion (figura 2.34). Considere el vector MN que une 
aMyJVy tiene el mismo sentido que F. Si se representan sus com- 
ponentes escalares por d x , d y y d z , respectivamente, se escribe 

MN = d x i + dy j + d = .k (2.26) 

El vector unitario A a lo largo de la linea de accion de F (es d ecir a lo 
largo de la linea MN) puede obte nerse al dividir el vector MN entre su 
magnitud MN. Se sustituye para MN de (2.26) y se observa que MN 
es igual a la distancia d de M a N, se escribe 

MN 1 

X = MN = d idx ' + dy * + dzk) (2 ' 27) 



Figura 2.34 
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Es importante recordar que F es igual al producto de FyX. por lo que 
se tiene 


2.14. Adicion de fuerzas concurrentes 
en el espacio 


F = FA. = -j(d x i + d y j + d z k) 


(2.28) 


de la cual se sigue que las componentes de F son, respectivamente, 





(2.29) 


Las relaciones (2.29) simplifican en forma considerable la deter- 
mination de las componentes de las fuerzas F de magnitud F cuando 
la linea de action de F esta definida por dos puntos MyN. Restando 
las coordenadas d e M de las de N se determinan primero las compo- 
nentes del vector MN y la distancia d de M a N: 

d x = x 2 ~ x, d y = y z ~ iji d z =z 2 ~ Zi 

d = Vd* + dy + d\ 

Sustituyendo los valores para F y para d x , d y , d z y d en las relaciones 
(2.29), se obtienen las componentes F x , F y y F, de la fuerza. 

Los angulos d x , 6 y y d z que forman F con los ejes coordenados 
pueden obtenerse de las ecuaciones (2.25). Comparando las ecuaciones 
(2.22) y (2.27) tambien se puede escribir 

cos 6 X = cos dy = -j- cos 9 Z = —j- (2.30) 

y determinar los angul os 6 X , 0 y y 6 Z directamente de las componentes y 
la magnitud del vector MN. 


2.14. ADICION DE FUERZAS CONCURRENTES EN EL ESPACIO 

La resultante R de dos o mas fuerzas en el espacio se calcula sumando 
sus componentes rectangulares. Los metodos graficos o trigonometri- 
cos no son muy practicos en el caso de fuerzas en el espacio. 

El metodo seguido aqui es semejante al empleado en la section 
2.8 con fuerzas coplanares. Se establece que 

R = 2F 

se deseompone cada fuerza en sus componentes rectangulares y se es- 
cribe 

R x i + R y j + R~ k = 2(F v i + F y j + F-k) 

= (2FJ i + (2F v )j + (2FJ k 

de la cual se desprende que 

R x = XF t R y = XF ;/ R z = X/y (2.31) 

La magnitud de la resultante y los angulos d x , 6 y y 6 Z que esta forma 
con el eje de coordenadas se obtienen por el metodo de la section 2. 12. 
Se escribe 


cos 0 X 


R = Vr 2 + Rfj + R z 

R x Ry 

— — cos 6,, = — cos d- 

R J R 


R z 

R 


(2.32) 

(2.33) 





B 


PROBLEMA RESUELTO 2.7 



El alambre de una torre esta anclado en A por medio de un pemo. La ten- 
sion en el alambre es de 2 500 N. Determine a) las componentes F x , F y y F z 
de la fuerza que actua sobre el pemo yb ) los angulos 6 X , 9 y y 9 Z que definen 
la direction de la fuerza. 


SOLUCION 



a) Componentes de la fuerza. La linea de action de la fuerza que 
actua sobre el pemo pasa por A y B y la fuerza esta dirigida de A hacia B. Las 
componentes del vector AB, que tienen la misma direction que la fuerza, son 

d x = —40 m dy = +80 m d z = +30 m 

La distancia total de A a B es 

AB — d — "\/d x + dy + d z = 94.3 m 

Al representar por i, j y k los vectores unitarios a lo largo de los ejes coor- 
denados, se tiene 

AB = —(40 m)i + (80 m)j + (30 m)k 
Introduciendo el vector unitario A. = AB/AB, se escribe 


F = FA = F 


AB 2 500 N 


AB 


94.3 m 


AB 



Si se sustituye la expresion encontrada para AB, se obtiene 
2 500 N , 


F = 


[-(40 m)i + (80 m)j + (30 m)k] 


94.3 m 

F = -(1 060 N)i + (2 120 N)j + (795 N)k 
Por consiguiente, las componentes de F son 

F x = — 1 060 N F y = +2 120 N F z = +795 N ◄ 

h) Direction de la fuerza. Con las ecuaciones (2.25), se escribe 


F x — 1 060 N 
COS 9x ~ F ~ 2 500 N 


cos e 'j = y = 
+795 N 


+2 120 N 
2 500 N 


COS ° z F 2 500 N 


Si se calcula sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene 


9 X = 115.1° 


9y = 32.0° 


9, = 71.5° 


(. Nota : El resultado tambien pudo haberse determinado con las componentes 
y la magnitud del vector AB en lugar de la fuerza F.) 
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PROBLEMA RESUELTO 2.8 



Una section de una pared de concrete precolado se sostiene temporalmente 
por los cables mostrados. Se sabe que la tension es de 840 lb en el cable AB 
y 1 200 lb en el cable AC, determine la magnitud y la direction de la resul- 
tante de las fuerzas ejercidas por los cables AB y AC sobre la estaca A. 


SOLUCION 


Componentes de las fuerzas. La fuerza ejercida por cada cable so- 
bre la estaca A se descompondra en sus componentes x, y y z. Primero 
se determinaran las componentes y la magnitud de los vectores AB y AC, 
midiendolos desde A hacia la section de la pared. Si se representa por i, j y 
k a los vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados, se escribe 

AB = -(16 ft)i + (8 ft)j + (11 ft)k AB = 21 ft 

AC = -(16 ft)i + (8 ft)j - (16 ft)k AC = 24 ft 

Al representar por \ AB al vector unitario a lo largo de la liriea AB, se tiene 


Tar — TarAar — Ta 


AB 
1 AB 


840 lb - 
21 ft 


-AB 



Al sustituir la expresion encontrada para AB, se obtiene 
Tag = (1 200 lb) A ac 840 


Tar — 


[-(16 ft)i + (8 ft)j + (11 ft)k] 


21 ft 

Tab = “(640 lb)i + (320 lb)j + (440 lb)k 

16 ft Si se representa con \ AC al vector unitario a lo largo de AC, se obtiene en 
forma semejante 


T AC — T A (\ac — Ta 


AC 1 200 lb 


AC 


AC 24 ft 

T ac = “(800 lb)i + (400 lb)j - (800 lb)k 

Resultante de las fuerzas. La resultante R de las fuerzas ejercidas 
por los dos cables es 

R = Tab + T AC = ~(1 440 lb)i + (720 lb)j - (360 lb)k 
La magnitud y direction de la resultante se determinan por: 

R = V/lf + Ry + flf = V(-l 440) 2 + (720) 2 + (-360) 2 

R = 1 650 lb < 

De las ecuaciones (2.33) se obtiene 

+ 720 lb 


„ R x -14401b 

cos = Y = T 65 olb~ 


,, _ Ry _ 

COS dy - — - 


1 650 lb 


R- -360 lb 
COS ° z= ~R = l650lb 

Calculando en forma sucesiva cada cociente y su arco coseno, se obtiene 

e x = 150.8° dy = 64.1° 9, = 102.6° ◄ 
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R E S O L UCION DE PROB L E M A S 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se vio que las fuerzas en el espacio pueden ser definidas por su mag- 
nitud y su direccion o por las tres componentes rectangulares F x , F,. y F z . 

A. Cuando una fuerza se define por su magnitud y su direccion, sus com- 
ponentes rectangulares F x , F y y F z se pueden determinar de la siguiente manera: 

Caso 1. Si la direccion de la fuerza F esta definida por los angulos 6,. y 4> mostra- 
dos en la figura 2.30, las proyecciones de F a traves de estos angulos o sus com- 
plementos proporcionaran las componentes de F [ecuaciones (2.17)]. Observese 
que las componentes x y z de F se obtienen proyectando primero a F sobre el piano 
horizontal; entonces, la proyeccion F /, obtenida de esta forma se descompone en 
las componentes F x y F 3 (figura 2.30c). 

Caso 2. Si la direccion de la fuerza F esta definida por los angulos 6 X , dy y d z que 
F forma con los ejes coordenados, cada componente se puede obtener multiplicando 
la magnitud F de la fuerza por el coseno del angulo que le corresponde [ejemplo 1]: 

F x = F cos 0 X Fy = F cos 9 tJ F z = F cos 6L 

Caso 3. Si la direccion de la fuerza F esta definida por dos puntos M y N u bica- 
dos a lo largo de su linea de action (figura 2.34), primero se expresa al vector MN 
dibujado desde M hasta N, en terminos de sus componentes d x , d y y d z y tie los 
vectores unitarios i, j y k: 

MN = d x i + d y j + d z k 

Despues se deter mina el vector unitario A. a lo largo de la linea de action de F di- 
vidiendo al vector MN entre su magnitud MN. Si se multiplica a A por la magni- 
tud de F, se obtiene la expresion deseada para F en terminos de sus componentes 
rectangulares [problema resuelto 2.7]: 

F = FA = -y(d T i + dy j + d z k) 

Cuando se determinan las componentes rectangulares de una fuerza, es conveniente 
emplear un sistema de notacion consistente y con significado. El metodo utilizado 
en este texto se ilustra en el problema resuelto 2.8 donde, por ejemplo, la fuerza 
T ab actua desde la estaca A hacia el punto B. Observese que los subindices ban 
sido ordenados para coincidir con la direccion de la fuerza. Se recomienda adoptar 
la misma notacion ya que le ayudara a identificar al punto 1 (el primer subindice) 
y al punto 2 (el segundo subindice). 

Cuando el vector que define la linea de action de una fuerza se forma, puede pen- 
sarse en sus componentes escalares como el numero de pasos que debe efectuar, 
en cada direccion coordenada, para ir desde el punto 1 hasta el punto 2. Es esen- 
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cial que siempre se recuerde asignarle el signo correcto a cada una de las compo- 
nentes. 


B. Cuanclo una fuerza estd definida por sus componentes rectangulares F x , 
F ;/ y F„ y se puede obtener su magnitud F asi 

f = Vf 2 x + fI + f? 


Los cosenos directores de la lfnea de action de F se pueden determinar dividiendo 
las componentes de la fuerza entre F: 


cos 0 X 


E* 

F 


cos 0 ,, 



cos 0 Z 


Ez 

F 


A partir de los cosenos directores se pueden obtener los angulos 0 X: 6 ;/ y G z que F 
forma con los ejes coordenados [ejemplo 2], 

C. Para determinar la resultante R de dos o mas fuerzas en el espacio tridi- 
mensional, primero se determinan las componentes rectangulares de cada una de 
las fuerzas utilizando alguno de los procedimientos que se acaban de describir. Con 
la suma de esas componentes se obtendran las componentes R x , R t/ y R z de la re- 
sultante. Entonces, la magnitud y la direction de la resultante se puede obtener 
como se senalo en los incisos anteriores para el caso de una fuerza F [problema re- 
suelto 2.8], 


Problemas 




Figura P2.73, P2.74, P2.75 y P2.76 



Figura P2.77 y P2.78 


2.71 Determine a) las componentes x, y y z de la fuerza de 750 N y 
b) los angulos 8 X , 8 U y 8- que forma la fuerza con los ejes coordenados. 

2.72 Determine a) las componentes x, ij y z de la fuerza de 900 N y 
b) los angulos 8 X , 8 y y 8- que forma la fuerza con los ejes coordenados. 

Una pi aca circular horizontal se sostiene mediante tres alambres 
que forman angulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a 
un soporte en D. Si se sabe que la componente x de la fuerza ejercida por 
el alambre AD sobre la placa es de 110.3 N, determine a) la tension en el 
alambre AD, b) los angulos 8 X , 8 L/ y 8- que forma la fuerza ejercida en A con 
los ejes coordenados. 

2.74 Una pi aca circular horizontal se sostiene mediante tres alambres 
que forman angulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a 
un soporte en D. Si se sabe que la componente 3 de la fuerza ejercida por 
el alambre BD sobre la placa es de —32.14 N, determine a) la tension en el 
alambre BD, b) los angulos 8 X , 8 y y 8 - que forma la fuerza ejercida en B con 
los ejes coordenados. 

2. 75 Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alambres 
que forman angulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a 
un soporte en D. Si se sabe que la tension en el alambre CD es de 60 lb, de- 
termine a) las componentes de la fuerza ejercida por este alambre sobre la 
placa, b) los angulos 8 X , 8,j y 8- que forma la fuerza con los ejes coordena- 
dos. 


2.76 Una pi aca circular horizontal se sostiene mediante tres alambres 
que forman angulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a 
un soporte en D. Si se sabe que la componente x de la fuerza ejercida por 
el alambre CD sobre la placa es de -20 lb, determine a) la tension en el alam- 
bre CD, b) los angulos 8 X , d u y 8- que forma la fuerza ejercida en C con los 
ejes coordenados. 

2.77 El extremo del cable coaxial AE se une al poste AB, el cual esta 
sostenido por los tirantes de alambre AC y AD. Si se sabe que la tension en 
el alambre AC es de 120 lb, determine a) las componentes de la fuerza ejer- 
cida por este alambre sobre el poste, b) los angulos 8 X , 8, f y 8- que forma la 
fuerza con los ejes coordenados. 

2.78 El extremo del cable coaxial AE se une al poste AB, el cual esta 
sostenido por los tirantes de alambre AC y AD. Si se sabe que la tension en 
el alambre AD es de 85 lb, determine a) las componentes de la fuerza ejer- 
cida por este alambre sobre el poste, b) los angulos 8 X , 8 y y 8 Z que forma la 
fuerza con los ejes coordenados. 

Determine la magnitud y direction de la fuerza F = (320 N)i + 
(400 N)j - (250 N)k. 
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2.80 Determine la magnitud y direction de la fuerza F = (240 N)i — Problemas 55 

(270 N)j + (680 N)k. 

2.81 Una fuerza actua en el origen de un sistema coordenado en la di- 
rection definida por los angulos 8 X = 70.9° y 9, f = 144.9°. Si se sabe que la 
componente z de la fuerza es de -52 lb, determine a) el angulo 9 : , b) las 
componentes restantes y la magnitud de la fuerza. 

2.82 Una fuerza actua en el origen de un sistema coordenado en la di- 
rection definida por los angulos d LJ = 55° y 8- = 45°. Si se sabe que la com- 
ponente x de la fuerza es de -500 lb, determine a) el angulo 9 X , b ) las com- 
ponentes restantes y la magnitud de la fuerza. 


2.83 Una fuerza F de magnitud 210 N actua en el origen de un sis- 
tema coordenado. Si se sabe que F x = 80 N, 0- = 151.2° y F, y < 0, determine 
a) las componentes F ;/ y F,, b ) los angulos 9 X y 0, y . 

2.84 Una fuerza F de magnitud 230 N actua en el origen de un sis- 
tema coordenado. Si se sabe que 8 X = 32.5°, F, f = —60 N y F_ > 0, deter- 
mine a) las componentes F x y F_, b) los angulos 0, y y 0-. 

2.85 Una torre de transmision se sostiene mediante tres alambres, los 
cuales estan anclados por medio de pernos en B, C y D. Si la tension en el 
alambre AB es de 525 lb, determine las componentes de la fuerza ejercida 
por el alambre sobre el pemo en B. 

2.86 Una torre de transmision se sostiene mediante tres alambres, los 
cuales estan anclados por medio de pernos en B, C y D. Si la tension en el 
alambre AD es de 315 lb, determine las componentes de la fuerza ejercida 
por el alambre sobre el pemo en D. 

2.87 Un marco ABC esta sostenido en parte por el cable DBE, el cual 
pasa a traves de un anillo sin friction en B. Si se sabe que la tension en el 
cable es de 385 N, determine las componentes de la fuerza ejercida por 
el cable sobre el soporte en D. 



Figura P2.85 y P2.86 



Figura P2.87 
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Para el marco y el cable del problema 2.87, determine las com- 
ponentes de la fuerza ejercida por el cable sobre el soporte en E. 

2.89 Si se sabe que la tension en el cable AB es de 1 425 N, deter- 
mine las componentes de la fuerza ejercida sobre la placa en B. 



Figura P2.91 y P2.92 



2.90 Si se sabe que la tension en el cable AC es de 2 130 N, deter- 
mine las componentes de la fuerza ejercida sobre la placa en C. 

2.91 Determine la magnitud y la direction de la resultante de las dos 
fuerzas mostradas en la figura, si se sabe que P = 300 N y Q = 400 N. 



2.92 Determine la magnitud y la direction de la resultante de las dos 
fuerzas mostradas en la figura, si se sabe que P = 400 N y Q = 300 N. 

2.93 Si se sabe que las tensiones en los cables AB y AC son de 425 lb 
y de 510 lb respectivamente, determine la magnitud y la direction de la re- 
sultante de las fuerzas ejereidas en A por los dos cables. 

2.94 Si se sabe que las tensiones en los cables AB y AC son de 510 lb 
y de 425 lb respectivamente, determine la magnitud y la direction de la re- 
sultante de las fuerzas ejereidas en A por los dos cables. 

2.95 Para el marco del problema 2.87, determine la magnitud y la di- 
rection de la resultante de las fuerzas ejereidas por el cable en B si la ten- 
sion en el cable es de 385 N. 

2.96 Si se sabe que, para los cables del problema 2.89, la tension en 
el cable AB es de 1 425 N y la tension en el cable AC es de 2 130 N, deter- 
mine la magnitud y direction de la resultante de las fuerzas ejereidas en A 
por los dos cables. 


2.97 El extremo del cable coaxial AE se une al poste AB, el cual esta 2 - 15 - Equilibrio de una particula en el espacio 57 
sostenido por los tirantes de alambre AC y AD. Si se sabe que la tension en 

el alambre AC es de 150 lb y que la resultante de las fuerzas ejercidas en A 
por los alambres AC y AD debe estar contenida en el piano xy, determine 
a ) la tension en AD, b) la magnitud y la direction de la resultante de las dos 
fuerzas. 

2.98 El extremo del cable coaxial AE se une al poste AB, el cual esta 
sostenido por los tirantes de alambre AC y AD. Si se sabe que la tension en 
el alambre AD es de 125 lb y que la resultante de las fuerzas ejercidas en A 
por los alambres AC y AD debe estar contenida en el piano xy, determine 
a) la tension en AC, b) la magnitud y la direction de la resultante de las dos 
fuerzas. 



Figura P2.97 y P2.98 


2.15. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO 

De acuerdo con la definition dada en la section 2.9, una particula A 
esta en equilibrio si la resultante de todas las fuerzas que actuan sobre 
A es cero. Las componentes R x , R y y R~ de la resultante estan dadas 
por las relaciones (2.31); al expresar que las componentes de la resul- 
tante son cero, se escribe 


2F* = 0 2F, y = 0 2F Z = 0 (2.34) 

Las ecuaciones (2.34) representan las condiciones necesarias y sufi- 
cientes para lograr el equilibrio de una particula en el espacio. Estas 
ecuaciones pueden usarse para resolver problemas que tratan con el 
equilibrio de una particula y en los que intervienen no mas de tres in- 
cognitas. 

Para resolver tales problemas, se traza un diagrama de cuerpo li- 
bre donde se muestre a la particula en equilibrio y todas las fuerzas 
que actuan sobre ella. Deben escribirse las ecuaciones de equilibrio 
(2.34) y despejar las tres incognitas. En los tipos de problemas mas co- 
munes, esas incognitas representan 1) las tres componentes de una sola 
fuerza o 2) la magnitud de tres fuerzas, eada una con direction cono- 
cida. 



Fotografia 2.2 Como la tension presente en los 
cuatro cables que sostienen al automovil de 
carga no se puede encontrar mediante las tres 
ecuaciones (2.34), es posible obtener una 
relacion entre las tensiones considerando el 
equilibrio del gancho. 


PROBLEMA RESUELTO 2.9 



Un cilindro de 200 kg se sostiene por medio de dos cables AB y AC que se 
amarran en la parte mas alta de una pared vertical. Una fuerza horizontal P 
perpendicular a la pared lo sostiene en la position mostrada. Determine la 
magnitud de P y la tension en cada cable. 




SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo li- 
bre, este punto esta sujeto a cuatro fuerzas, ties de las cuales son de magni- 
tud desconocida. 

Con la introduction de los vectores unitarios i, j y k, se descompone 
cada fuerza en sus componentes rectangulares. 

P = Pi 

(1) 

w = -wgj = “(200 kg)(9.81 m/s 2 )j = -(1 962 N)j 

En el caso de T AB y T AC , es necesario determinar primero las componentes 
y las magnitudes de los vectores AB y AC. Representando con \ AB el vector 
unitario a lo largo de AB, se escribe 

AB = -(1.2 m)i + (10 m)j + (8 m)k AB = 12.862 m 
~AB 

\ AB = — — = — 0.09330i + 0.7775i + 0.6220k 

12.862 m J 

T ab = T ab \ ab = — 0.09330P AB i + 0.7775T AB j + 0.6220T AB k (2) 

Al representar con \ AC el vector unitario a lo largo de AC, se escribe en 
forma semejante 

AC = -(1.2 m)i + (10 m)j - (10 m)k AC = 14.193 m 
~AC 

\ AC = — — = — 0.08455i + 0.7046j - 0.7046k 

AC 14.193 m J 

T ac = T ac \ ac = — 0.08455 P AC i + 0.7046T AC j - 0.7046T Ac k (3) 


Condicion de equilibrio. Puesto que A esta en equilibrio se debe tener 
2F = 0: T AB + T AC + P + W = 0 

o con la sustitucion de (1), (2) y (3) para las fuerzas y factorizando i, j y k, 

(—0.09330 T ab - 0.08455 T AC + P)i 

+ (0.7775 P AB + 0.7046T AC - 1 962 N)j 

+ (0.6220 T ab - 0.7046T AC )k = 0 

Al hacer los coeficientes de i, j y k iguales a cero, se escriben las tres ecua- 
ciones escalares que expresan que la suma de las componentes x, y y z de las 
fuerzas son, respectivamente, iguales a cero. 

2F X = 0: -0.09330P AB - 0.08455T AC + P = 0 

2F„ = 0: +0.7775T ab + 0.7046T AC - 1 962 N = 0 

ZF z = 0: +0.6220T ab - 0.7046T AC = 0 

Con la solution de estas ecuaciones se obtiene 


P = 235 N T ab = 1 402 N T AC = 1 238 N ◄ 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Anteriormente se vio que cuando una partfcula esta en equilibria, la resultante de las fuerzas 
que actuan sobre la misma debe ser igual a cero. En el caso del equilibrio de una particula 
en el espacio tridimensional, expresar este hecho proportionat'd ties relaciones entre las 
fuerzas que actuan sobre la partfcula. Estas relaciones se pueden utilizar para determinar 
tres incognitas, que usualmente son las magnitudes de tres fuerzas. 


La solution constant de los siguientes pasos: 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la particula. Este diagrama muestra la 
partfcula y a todas las fuerzas que actuan sobre la misma. En el diagrama se deben indicar 
tanto las magnitudes de las fuerzas conocidas, corno cualquier angulo o dimension que de- 
fina la direction de una fuerza. Cualquier magnitud o angulo desconocido debe ser deno- 
tado por un simbolo apropiado. En el diagrama de cuerpo libre no se debe incluir infor- 
mation adicional. 

2. Descomponer cada una de las fuerzas en sus componentes rectangulares. Con el 

metodo utilizado en la section anterior, para cada fuerza F se determina el vector unitario 
A, que define la direction de dicha fuerza y F se expresa como el producto de su magnitud 
F y el vector unitario A. Asi se obtiene una expresion con la siguiente forma 

F = FA = (d x i + d,J + d z k) 

donde d, d x , d,. y d z son dimensiones obtenidas a partir del diagrama de cuerpo libre de la 
partfcula. Tambien mostramos la direction de F, que puede definirse en terminos de los an- 
gulos 6,, y <f>. Si se conoce tanto la magnitud como la direction de una fuerza, entonces F 
es conocida y la expresion obtenida para F esta totalmente definida; de otra forma, F es una 
de las tres incognitas a determinar. 


3. Hacer igual a cero a la resultante o suma de las fuerzas que actuan sobre la 
particula Se obtendra una ecuacion vectorial que consta de terminos que contienen los 
vectores unitarios i, j o k. Los terminos que contienen el mismo vector unitario se agru- 
paran y dicho vector se factorizara. Para que la ecuacion vectorial sea correcta, se deben 
igualar a cero los coeficientes de cada uno de los vectores unitarios. Lo anterior generara 
tres ecuaciones escalares que pueden resolverse para no mas de tres incognitas [Problema 
resuelto 2.9], 
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Problemas 


y 



Figura P2.99, P2.100, P2.101 y P2.102 


Se usan tres cables para amarrar el globo que se muestra en la 
figura. Determine la fuerza vertical P que ejerce el globo en A, si se sabe 
que la tension en el cable AB es de 259 N. 

2.100 Se usan tres cables para amarrar el globo que se muestra en la 
figura. Determine la fuerza vertical P que ejerce el globo en A, si se sabe 
que la tension en el cable AC es de 444 N. 

2.101 Se usan tres cables para amarrar el globo que se muestra en la 
figura. Determine la fuerza vertical P que ejerce el globo en A, si se sabe 
que la tension en el cable AD es de 481 N. 

2.102 Se usan tres cables para amarrar el globo que se muestra en la 
figura. Si se sabe que el globo ejerce una fuerza vertical de 800 N en A, de- 
termine la tension en cada cable. 

2.103 Tres cables sostienen una caja como se muestra en la figura. 
Determine el peso de la caja, si se sabe que la tension en el cable AB es de 
750 lb. 

2 10 ‘ Tres cables sostienen una caja como se muestra en la figura. 
Determine el peso de la caja, si se sabe que la tension en el cable AD es de 

616 lb. 



Figura P2.103, P2.104, P2.105 y P2.106 


2.105 Tres cables sostienen una caja como se muestra en la figura. 
Determine el peso de la caja, si se sabe que la tension en el cable AC es de 
544 lb. 

2.106 Tres cables sostienen una caja de 1 600 lb como se muestra en 
la figura. Determine la tension en cada cable. 
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2.107 Tres cables estan conectados en A, donde se aplican las fuerzas 
P y Q, como se muestra en la figura. Si se sabe que Q = 0, encuentre el valor 
de P para el cual la tension en el cable AD es de 305 N. 

2 . 10 ' Tres cables estan conectados en A, donde se aplican las fuerzas 
P y Q, como se muestra en la figura. Si se sabe que P = 1 200 N, encuentre 
los valores de Q para los cuales el cable AD esta tenso. 

2.109 Una tone de transmision se sostiene por medio de tres alam- 
bres que estan unidos a una articulation en A y se anclan mediante pemos 
en B, C y D. Si la tension en el alambre AB es de 630 lb, determine la fuerza 
vertical P ejercida por la torre sobre la articulation en A. 




2.110 Una torre de transmision se sostiene por medio de tres alam- 
bres que estan unidos a una articulation en A y se anclan mediante pernos 
en B, C y D. Si la tension en el alambre AC es de 920 lb, determine la fuerza 
vertical P ejercida por la torre sobre la articulation en A. 


2.11 Una placa rectangular esta sostenida por tres cables como se 
muestra en la figura. Si se sabe que la tension en el cable AC es de 60 N, 
determine el peso de la placa. 



2.112 Tres cables sostienen una placa rectangular, como se muestra 
en la figura. Si se sabe que la tension en el cable AD es de 520 N, determine 
el peso de la placa. 


62 Para la torre de transmision de los problemas 2.109 y 2.110, de- 

termine la tension en cada alambre si se sabe que la torre ejerce una fuerza 
vertical ascendente de 2 100 lb sobre la articulation en A. 



Figura P2.114 



2.1 1 Una placa circular horizontal que pesa 60 lb esta suspendida de 
tres alambres que forman angulos de 30° respecto de la vertical y se en- 
cuentran unidos a un soporte en D. Determine la tension en cada alambre. 

2.1 15 Para la placa rectangular de los problemas 2.111 y 2.112, deter- 
mine la tension en cada uno de los tres cables si se sabe que el peso de la 
placa es de 792 N. 

2.116 Para el sistema de cables de los problemas 2.107 y 2.108, de- 
termine la tension en cada cable si se sabe que P = 2 880 N y Q = 0. 

2.11 Para el sistema de cables de los problemas 2.107 y 2.108, de- 
termine la tension en cada cable si se sabe que P = 2 880 N y Q = 576 N. 

2.118 Para el sistema de cables de los problemas 2.107 y 2.108, de- 
termine la tension en cada cable si se sabe que P = 2 880 Ny() = - 576N 
(Q tiene una direction descendente). 

2.119 Dos trabajadores descargan de un camion un contrapeso de 200 
lb de hierro fundido usando dos cuerdas y una rampa con rodillos. Si se sabe 
que en el instante mostrado el contrapeso esta inmovil, determine la tension 
en cada cuerda si las coordenadas de position de los puntos son A(0, —20 
in., 40 in.), B (— 40 in., 50 in., 0) y C(45 in., 40 in., 0), respectivamente. 
Suponga que no hay friction entre la rampa y el contrapeso. ( Sugerencia : 
Puesto que no hay friction, la fuerza ejercida por la rampa sobre el con- 
trapeso debe ser perpendicular a este.) 

2. 120 Retome el problema 2.119, ahora suponga que un tercer traba- 
jador ejerce una fuerza P = —(40 lb)i sobre el contrapeso. 

Un contenedor de peso W esta suspendido del aro A. El cable 
BAC pasa a traves del aro y se une a los soportes fijos en B y C. Dos fuerzas 
P = Pi y Q = ()k se aplican en el aro para mantener al recipiente en la posi- 
tion mostrada. Determine P y Q, si W = 376 N. ( Sugerencia : La tension es 
la misma en ambos tramos del cable BAC.) 



Figura P2.121 


Para el sistema de problema 2.121, determine W y Q si se sabe 
que P = 164 N. 

2.1 23 Un contenedor de peso W esta suspendido del aro A, al cual se 
unen los cables AC y AE. Una fuerza P se aplica al extremo F de un tercer 
cable que pasa sobre una polea en B y a traves del anillo A y que esta unido 
al soporte en D. Si se sabe que W = 1 000 N, determine la magnitud de P. 
( Sugerencia : La tension es la misma en todos los tramos del cable FBAD.) 



2. 124 Si la tension en el cable AC del sistema descrito en el problema 
2.123 es de 150 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) el peso W 
del contenedor. 


2.125 Los collarines Ay B estan unidos por medio de un alambre de 
25 in. de largo y pueden deslizarse libremente sin friction sobre las varillas. 
Si una fuerza Q de 60 lb se aplica al collarin B como se muestra en la figura, 
determine a) la tension en el alambre cuando x = 9 in. y b) la magnitud cor- 
respondiente de la fuerza P requerida para mantener el equilibrio del sis- 
tema. 





Figura P2.125 y P2.126 


2.126 Los collarines Ay B estan unidos por medio de un alambre de 
25 in. de largo y pueden deslizarse libremente sin friction sobre las varillas. 
Determine las distancias x y z para las cuales se mantiene el equilibrio del 
sistema cuando P = 120 lb y Q = 60 lb. 


R EPASO Y RESUM EN 
DEL CAPITULO 2 


Resultante de dos fuerzas 



Figura 2.35 


Componentes de una fuerza 



Componentes rectangulares. 

Vectores unitarios 



J ' F x = F x i 

Figura 2.37 


Resultantes de varias fuerzas 
coplanares 


En este capitulo se estudio el efecto de fuerzas sobre particulas, 
es decir, sobre cuerpos de forma y tamario tales que todas las fuer- 
zas que actuan sobre ellos se puede suponer que se aplican en el 
mismo punto. 

Las fuerzas son cantidades vectoriales que se caracterizan por un 
punto de aplicacion, una magnitud y una direccion, y se suman de 
acuerdo con la ley del paralelogramo (figura 2.35). La magnitud y di- 
reccion de la resultante R de dos fuerzas P y Q se pueden determi- 
nar ya sea graficamente o por trigonometrfa, utilizando sucesivamen- 
te la ley de los cosenos y la ley de los senos (problema resuelto 2.1). 

Cualquier fuerza dada que actue sobre una particula puede des- 
componerse en dos o mas componentes, es decir, se puede reempla- 
zar por dos o mas fuerzas que tengan el mismo efecto sobre la par- 
ticula. Se puede descomponer una fuerza F en dos componentes P 
y Q al dibujar un paralelogramo que tenga a F por su diagonal; en- 
tonces, las componentes P y Q son representadas por los dos lados 
adyacentes del paralelogramo (figura 2.36) y se pueden determinar 
ya sea en graficas o por trigonometrfa (section 2.6). 

Se dice que una fuerza F se ha dividido en dos componentes 
rectangulares si sus componentes F v y F y son perpendiculares en- 
tre si y se dirigen a lo largo de los ejes coordenados (figura 2.37). 
Al introducir los vectores unitarios i y j a lo largo de los ejes x y y, 
respectivamente, se escribe (section 2.7) 

F, = F x i F y = Fy j (2.6) 

y 

F = FJ + F u j (2.7) 

donde F x y F,, son las componentes escalares de F. Estas compo- 
nentes, que pueden ser positivas o negativas, se definen por las rela- 
tione s 

F x = F cos 9 Fy = F sen 6 (2.8) 

Cuando se dan las componentes rectangulares F x y F,, de una 
fuerza F, el angulo 9 que define la direccion de la fuerza se pue- 
de obtener al escribir 

tan 9 = ^ (2.9) 

La magnitud F de la fuerza se puede obtener al resolver una de 
las ecuaciones (2.8) o al aplicar el teorema de Pitagoras y escribir 

F = Vff + Fy (2.10) 

Cuando 1 res o mas fuerzas coplana res actuan sobre una parti- 
cula, las componentes rectangulares de su resultante R se pueden 
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obtener al sumar en forma algebraica las componentes correspon- 
dientes de las fuerzas dadas (section 2.8). Se tiene 

R x = 2F, Ry = 2F y (2.13) 

La magnitud y direction de R se pueden determinar entonces por 
relaciones similares a las ecuaciones (2.9) y (2.10) (problema re- 
suelto 2.3). 

Una fuerza F en un espacio tridimensional se puede descom- 
poner en componentes rectangulares F x , F ;/ y F- (section 2.12). Al 
simbolizar por medio de 0 X , 9y y 9 Z , respectivamente, los angulos 
que F forma con los ejes x, y y z (figura 2.38), se tiene 

F x = F cos 9 X F y = F cos 6 ;J F z = F cos 6 Z (2.19) 






Figura 2.38 a ) 


b) 


c) 


Los cosenos de 0 X , 9 U y 0- se conocen como los cosenos directores 
(. direccionales ) de la fuerza F. Con la introduction de los vectores 
unitarios i, j y k a lo largo de los ejes coordenados, se escribe 

F = F,i + Fy j + F_k (2.20) 

o 

F = F( cos 9 X i + cos 9 y j + cos 0 = k) (2.21) 

lo que demuestra (figura 2.39) que F es el producto de su magni- 
tud F y del vector unitario 

A. = cos 9 X i + cos 0J + cos 9 Z k 

Puesto que la magnitud de A es igual a la unidad, se tiene que 

cos 2 9 X + cos 2 9 y + cos 2 9 Z = 1 (2.24) 

Cuando las componentes rectangulares F x , Fy y F z de una fuerza 
F se proporcionan, la magnitud F de la fuerza se encuentra al escribir 

F = Vf? + F 2 + F z (2.18) 

y los cosenos directores de F se obtienen a partir de las ecuaciones 
(2.19). Se tiene 

Fx F„ F, , 

cos 9 X = — cos 9,. = —r~ cos 9. = — (2.25) 

x p y p x p 

Cuando una fuerza F se define en un espacio tridimensional 
por medio de su magnitud F y de dos puntos M y N sobre su linea 


Cosenos directores 
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Resultante de fuerzas en el espacio 


Equilibrio de una particula 


Diagrama de cuerpo libre 


Equilibrio en el espacio 


de action (section 2.13), sus componentes rectangulares se pue- 
den obtener de la siguiente manera: primero se expresa el vector 
MN que une los puntos M y N en terminos de sus componentes 
d x , d y y d z (figura 2.40); se escribe 

MN = d x i + d ;/ j + d z k (2.26) 

Despues se determin a el v ector unitario X a lo largo de la linea de 
action de F al dividir MN entre su magnitud MN = d: 

MN 1 

X= MN = d {d * + d J + d * ) (2 - 27) 


Recordando que F es igual al producto de F y X, se tiene 


F = FX = ~r(d x i + dy j + d z k) 


(2.28) 


de lo cual se desprende (problemas resueltos 2.7 y 2.8) que las 
componentes escalares de F son, respectivamente. 


F x = 


F<L 


Py = 


Fd„ 


F- = 


I<cL 


(2.29) 


Cuando dos o mas fuerzas actuan sob re una particula en el es- 
pacio tridimensional , las componentes rectangulares de su resul- 
tante R se pueden obtener al sumar en forma algebraica las com- 
ponentes correspondientes de las fuerzas (section 2.14). Se tiene 

R x = 2F, Fiy = ZF y Pi- = 2F 3 (2.31) 

La magnitud y direction de R se pueden determinar entonces a 
partir de relaciones similares a las ecuaciones (2.18) y (2.25) (vease 
problema resuelto 2.8). 

Se dice que una particula esta en equilibrio cuando la resultan- 
te de todas las fuerzas que actuan sobre ella es cero (section 2.9). La 
particula entonces permanecera en reposo (si originalmente se en- 
cuentra en reposo) o se movera con velocidad constante en una linea 
recta (si se encontraba originalmente en movimiento) (section 2.10). 

Para resolver un problema que se refiera a una particula en equi- 
librio, primero se debera dibujar un diagrama de cuerpo libre de la 
particula que muestre todas las fuerzas que actuan sobre ella (sec- 
tion 2.11). Si solo actuan tres fuerzas coplanares sobre la particula, 
se puede dibujar un tridngulo de fuerzas para expresar que la par- 
ticula se encuentra en equilibrio. Este triangulo se puede resolver 
graficamente o por trigonometria para no mas de dos incognitas 
(vease problema resuelto 2.4). Si se incluyen mas de tres fuerzas co- 
planares, se deberan utilizar y resolver las ecuaciones de equilibrio 

2F X = 0 2F y = 0 (2.15) 

Estas ecuaciones pueden ser usadas para no mas de dos incogni- 
tas (problema resuelto 2.6). 

Cuando una particula esta en equilibrio en el espacio tridimen- 
sional (section 2.15), deberan usarse y resolverse las tres ecuacio- 
nes de equilibrio 

2F X = 0 2F y = 0 2F_ = 0 (2.34) 

Estas ecuaciones se pueden resolver para no mas de tres incogni- 
tas (vease problema resuelto 2.9). 


Problemas de repaso 


La direction de las fuerzas de 75 lb puede variar, pero el an- 
gulo entre las fuerzas siempre es de 50°. Determine el valor de a para el 
cual la resultante de las fuerzas que actuan en A tiene una direction hori- 
zontal hacia la izquierda. 

Se pretende sacar una estaca del suelo por medio de dos cuer- 
das, como se muestra en la figura. Si se conoce la magnitud y la direction 
de la fuerza ejercida sobre una cuerda, determine la magnitud y direc- 
tion de la fuerza P que debe ejercerse en la otra cuerda si la resultante de 
las dos fuerzas debe ser una fuerza vertical de 40 lb. 



Figura P2.128 


, 129 El elemento BD ejerce sobre el elemento ABC una fuerza P di- 
rigida a lo largo de la linea BD. Si se sabe que P debe tener una componente 
vertical de 240 lb, determine a) la magnitud de la fuerza P y b) su compo- 
nente horizontal. 




2.130 Dos cables se amarran en C y se cargan como se muestra en la 
figura. Determine la tension a) en el cable AC y b) en el cable BC. 



2.13 '] Dos cables se amarran en C y se cargan como se muestra en la 
figura. Si se sabe que P = 360 N, determine la tension a) en el cable AC, 
b) en el cable BC. 

2.132 Dos cables se amarran en C y se cargan como se muestra en la 
figura. Determine el rango de valores de P para los cuales ambos cables per- 
maneceran tensos. 



600 mm 


250 mm 


Q = 480 N 


Figura P2.131 y P2.132 
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2.13; Una fuerza actua en el origen de un sistema coordenado en la 
direccion definida por los angulos 6 X = 69.3° y Q- = 57.9°. Si se sabe que la 
componente y de la fuerza es de -174 lb, determine a) el angulo Q,j, b) las 
componentes restantes y la magnitud de la fuerza. 

2.1 3A El cable AB tiene 65 ft de largo y una tension de 3 900 lb. De- 
termine a) las componentes x, y y z de la fuerza ejercida por el cable sobre 
el ancla B , b) los angulos 6 X , d t/ y 6- que definen la direccion de esa fuerza. 

2.1 35 A fin de mover un camion volcado, se atan dos cables en A y se 
jalan mediante las gruas B y C como se muestra en la figura. Si se sabe que 
la tension en el cable AB es de 10 kN y en el cable AC es de 7.5 kN, deter- 
mine la magnitud y direccion de la resultante de las fuerzas ejercidas en A 
por los dos cables. 



Figura P2.135 


Un contenedor de peso W = 1 165 N se sostiene por medio de 
tres cables como se muestra en la figura. Determine la tension en cada ca- 
ble. 



Figura P2.136 


Problemas de repaso 
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2.137 Los collarines A y B se conectan por medio de un alambre de 
525 mm de largo y pueden deslizarse libremente sin friccion sobre las vari- 
llas. Si una fuerza P = (341 N)j se aplica al collarin A, determine a) la ten- 
sion en el alambre cuando y = 155 mm y b) la magnitud de la fuerza Q re- 
querida para mantener el equilibrio del sistema. 



Retome el problema 2.137, ahora suponga que y = 275 mm. 


Problemas de computadora 


2. Cl Con el empleo de software, determine la magnitud y la direc- 
tion de la resultante de n fuerzas coplanares aplicadas en el punto A. Util- 
ice este software para resolver los problemas 2.32, 2.33, 2.35 y 2.38. 



Figura P2.C1 



Figura P2.C2 


2.C2 Una carga P esta sostenida por dos cables como se muestra en 
la figura. Determine, empleando software, la tension en cada cable para 
cualquiera de los valores de P y 8 que se encuentran desde 8i = ft — 90° 
hasta d 2 = 90° — a, con incrementos dados Ad. Con el software determine 
para los siguientes ties conjuntos de numeros a) la tension en cada cable para 
valores de 8 que van de 8i a d 2 , b) el valor de 8 para el cual la tension en 
los dos cables es la minima posible, c) el valor correspondiente de la tension. 

(1) a = 35°, j8 = 75°, P = 400 lb, Ad = 5° 

(2) a = 50°, (3 = 30°, P = 600 lb, A 8 = 5° 

(3) a = 40°, /3 = 60°, P = 2500 lb, A 8 = 5° 

2 Un acrobata camina sobre una cuerda tensa de longitud L = 20.1 
m que esta unida a los soportes Ay B, separados por una distancia de 20 m. 
El peso combinado del acrobata y su garrocha de balance es de 800 N y la 
friction entre sus zapatos y la cuerda es lo suficientemente grande para pre- 
venir el deslizamiento. Si se desprecia el peso y cualquier tipo de deforma- 
cion elastica de la cuerda, use un software para calcular la deflexion y y la 
tension en las porciones AC y BC de la cuerda para los valores de x com- 
prendidos entre 0.5 m y 10.0 m con incrementos de 0.5 m. De los resulta- 
dos obtenidos, determine a) la deflexion maxima de la cuerda, b) la tension 
maxima en la cuerda, c) los valores mmimos de la tension en las porciones 
AC y BC de la cuerda. 
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Figura P2.C3 




Problemas de computadora 


2.C4 Utilice software para determinar la magnitud y la direction de la 
resultante de n fuerzas F, : , donde i = 1, 2, n, que se aplican en el punto 
A q con coordenadas x 0 , ijo y z 0 , si se sabe que la linea de action de F ; pasa 
a traves del punto A ; con coordenadas x ; , y z ( . Use este software para re- 
solver los problemas 2.93, 2.94, 2.95 y 2.135. 



Figura P2.C4 


2.CE Tres cables se unen en los puntos A 1; A 2 y A 3 , respectivamente, 
y estan conectados en el punto A 0 , al cual se le aplica una carga P como se 
muestra en la figura. Utilice software para determinar la tension en cada uno 
de los cables. Use este software para resolver los problemas 2.102, 2.106, 
2.107 y 2.115. 



Figura P2.C5 


Las maniobras del USS New Jersey, un 
barco de guerra, en el muelle naval de 
Bremerton las realizan cuatro remol- 
cadores. En este capitulo se mostrara que 
las fuerzas ejercidas por los remol- 
cadores sobre el barco podri'an susti- 
tuirse por una fuerza equivalente ejercida 
por un solo remolcador mas potente. 
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CAPITULO 



Cuerpos rigidos: 
sistemas equivalentes 

de fuerza 
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3.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 3 CUERPOS RIGIDOS: 
SISTEMAS EQUIVALENTES 
DE FUERZA 

Introduccion 

Fuerzas externas e internas 
Principio de transmisibilidad. 
Fuerzas equivalentes 
Producto vectorial de dos vectores 
Productos vectoriales expresados 
en terminos de componentes 
rectangulares 

Momento de una fuerza con 
respecto a un punto 
Teorema de Varignon 
Componentes rectangulares del 
momento de una fuerza 
Producto escalar de dos vectores 
Producto triple mixto de tres 
vectores 

Momento de una fuerza con 
respecto a un eje dado 
Momento de un par 
Pares equivalentes 
Adicion o suma de pares 
Los pares pueden representarse 
por medio de vectores 
Descomposicion de una fuerza 
dada en una fuerza en Oy un par 
Reduccion de un sistema de 
fuerzas a una fuerza y un par 
Sistemas equivalentes de fuerzas 
Sistemas equipolentes de vectores 
Otras reducciones de un sistema 
de fuerzas 

Reduccion de un sistema de 
fuerzas a una Have de torsion 
o torsor 


En el capitulo anterior se supuso que cada uno de los cuerpos conside- 
rados podia ser tratado como si fuera una sola particula. Sin embargo, 
esto no siempre es posible y, en general, un cuerpo debe tratarse como 
la combination de varias particulas. Tendra que tomarse en considera- 
cion el tamano del cuerpo y tambien el hecho de que las fuerzas actuan 
sobre distintas particulas y, por tanto, tienen distintos puntos de aplica- 
cion. 

Al definir que un cuerpo rigido es aquel que no se deforma, se supo- 
ne que la mayorfa de los cuerpos considerados en la mecanica elemental 
son rigidos. Sin embargo, las estructuras y maquinas reales nunca son ab- 
solutamente rigidas y se deforman bajo la action de las cargas que actuan 
sobre ellas. A pesar de ello, por lo general esas deformaciones son peque- 
nas y no afectan las condiciones de equilibrio o de movimiento de la es- 
tructura en consideration. No obstante, tales deformaciones son impor- 
tantes en lo concemiente a la resistencia a la falla de las estructuras y es- 
tan consideradas en el estudio de la mecanica de materiales. 

En este capitulo se estudiara el efecto de las fuerzas ejercidas sobre 
un cuerpo rigido y se aprendera como reemplazar un sistema de fuerzas 
dado por un sistema equivalente mas simple. Este analisis estara basa- 
do en la suposicion fundamental de que el efecto de una fuerza dada so- 
bre un cuerpo rigido permanece inalterado si dicha fuerza se mueve a 
lo largo de su linea de action ( principio de transmisibilidad). Por tanto, 
las fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido pueden representarse por 
vectores deslizantes, como se menciono en la seccion 2.3. 

Dos conceptos fundamentales asociados con el efecto de una fuer- 
za sobre un cuerpo rigido son el momento de una fuerza con respecto a 
un punto (section 3.6) y el momento de una fuerza con respecto a un eje 
(seccion 3.11). Como la determination de estas cantidades involucra el 
calculo de productos escalares y vectoriales de dos vectores, en este ca- 
pitulo se presentaran los aspeetos fundamentales del algebra vectorial 
aplicados a la solution de problemas que involucran fuerzas que actuan 
sobre cuerpos rigidos. 

Otro concepto que se presentara en este capitulo es el de un par, 
esto es, la combination de dos fuerzas que tienen la misma magnitud, 
lineas de action paralelas y sentidos opuestos (seccion 3.12). Como se 
vera, cualquier sistema de fuerzas que actua sobre un cuerpo rigido 
puede ser reemplazado por un sistema equivalente que eonsta de una 
fuerza, que actua en cierto punto, y un par. Este sistema basico recibe 
el nombre de sistema fuerza-par. En el caso de fuerzas concurrentes, 
coplanares o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par se puede re- 
ducir a una sola fuerza, denominada la resultante del sistema, o a un so- 
lo par, llamado el par resultante del sistema. 


3.2. FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS 

Las fuerzas que actuan sobre los cuerpos rigidos se pueden dividir en 
dos grupos: 1 ) fuerzas externas y 2) fuerzas internas. 

Las fuerzas externas representan la action que ejercen otros 
cuerpos sobre el cuerpo rigido en consideracion. Ellas son las 
responsables del comportamiento externo del cuerpo rigido. 
Las fuerzas externas causan que el cuerpo se mueva o aseguran 
que este permanezca en reposo. En el presente capitulo y en 
los eapitulos 4 y 5 se consideraran solo las fuerzas externas. 
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2 . Las fuerzas interims son aquellas que mantienen unidas las par- 
ticulas que conforman al cuerpo rigido. Si este esta constituido 
en su estructura por varias partes, las fuerzas que mantienen 
unidas a dichas partes tambien se definen como fuerzas inter- 
nas. Este grupo de fuerzas se estudiara en los capitulos 6 y 7. 

Como ejemplo de fuerzas externas, considerense las fuerzas que ac- 
tuan sobre un camion descompuesto que es arrastrado hacia delante por 
varios hombres mediante cuerdas unidas a la defensa delantera (figura 
3.1). Las fuerzas externas que actuan sobre el camion se muestran en un 
diagrama de cuerpo libre (figura 3.2). En primer lugar, se debe conside- 
rar el peso del camion. A pesar de que el peso representa el efeeto de la 
atraccion de la Tierra sobre cada una de las particulas que constituyen 
al camion, este se puede representar por medio de una sola fuerza W. 
El punto de aplicacion de esta fuerza, esto es, el punto en el que actua 
la fuerza, se define como el centro de gravedad del camion. En el capi- 
tulo 5 se vera como se pueden determinar los centres de gravedad. El 
peso W hace que el camion se mueva hacia abajo. De hecbo, si no fue- 
ra por la presencia del piso, el peso podrfa ocasionar que el camion se 
moviera hacia abajo, esto es, que cayera. El piso se opone a la cafda del 
camion por medio de las reacciones Ri y R 2 . Estas fuerzas se ejecen por 
el piso sobre el camion y, por tanto, deben ser incluidas entre las fuer- 
zas externas que actuan sobre el camion. 

Los hombres ejercen la fuerza F al tirar de la cuerda. El punto de 
aplicacion de F esta en la defensa delantera. La fuerza F tiende a hacer 
que el camion se mueva hacia delante en linea recta y, en realidad, logra 
moverlo puesto que no existe una fuerza externa que se oponga a dieho 
movimiento. (Para simplificar, en este caso se ha despreciado la resisten- 
cia a la rodadura.) Este movimiento del camion hacia delante, donde ca- 
da linea recta mantiene su orientation original (el piso del camion per- 
manece horizontal y sus lados se mantienen verticales), se conoce como 
traslacidn. Otras fuerzas podrian ocasionar que el camion se moviera en 
forma diferente. Por ejemplo, la fuerza ejercida por un gato colocado de- 
bajo del eje delantero podria ocasionar que el camion rotara alrededor 
de su eje trasero. Este movimiento es una rotacion. Por tanto, se puede 
conciuir que cada una de las fuerzas externas que actuan sobre un cuer- 
po rigido puede ocasionar un movimiento de traslacion, rotacion o am- 
bos, siempre y cuando dichas fuerzas no encuentren alguna oposicion. 


3.3. Principio de transmisibilidad. 

Fuerzas equivalentes 
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3.3. PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD. FUERZAS 
EQUIVALENTES 


El principio de transmisibilidad establece que las condiciones de equi- 
librio o de movimiento de un cuerpo rigido permaneceran inalteradas si 
una fuerza F que actua en un punto dado de ese cuerpo se reemplaza 
por una fuerza F' que tiene la misma magnitud y direction, pero que ac- 
tua en un punto distinto, siempre y cuando las dos fuerzas tengan la mis- 
ma linea de accion (figura 3.3). Las dos fuerzas, F y F', tienen el mismo 
efeeto sobre el cuerpo rigido y se dice que son equivalentes. Este prin- 
cipio establece que la action de una fuerza puede ser transmitida a lo 
largo de su linea de accion, lo cual esta basado en la evidencia experi- 
mental; no puede ser derivado a partir de las propiedades establecidas 
hasta aliora en este libro y, por tanto, debe ser aceptado como una ley 
experimental. Sin embargo, como se vera en la section 16.5, el princi- 
pio de transmisibilidad puede ser derivado a partir del estudio de la di- 
namica de los cuerpos rigidos, pero dicho estudio requiere la introduc- 



Figura 3.3 
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cion de la segunda y tercera leyes de Newton y tambien algunos otros 

do fuorzci ^ * •' * ^ 

conceptos. Por consiguiente, el estudio de la estatica de los cuerpos rf- 
gidos estara basado en los tres principios que se han presentado hasta 
aliora, que son la ley del paralelogramo para la adicion de vectores, la 
primera ley de Newton y el principio de transmisibilidad. 

En el capitulo 2 se menciono que las fuerzas que actuan en una par- 
ticula pueden ser representadas por vectores, los cuales tienen un pun- 
to de aplicacion bien definido, la particula misma y, por consiguiente, se- 
ran vectores fijos o adheridos. Sin embargo, en el caso de fuerzas que 
actuan sobre un cuerpo rigido el punto de aplicacion de una fuerza no 
es importante, siempre y cuando su linea de accion permanezca inalte- 
rada. Por tan to, las fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido deben ser 
representadas por una clase de vector diferente, el vector deslizante, 
puesto que permite que las fuerzas se deslicen a lo largo de su linea de 
accion. Es importante senalar que todas las propiedades que seran de- 
rivadas en las siguientes secciones para las fuerzas que actuan sobre un 
cuerpo rigido seran, en general, validas para cualquier sistema de vec- 
tores deslizantes. Sin embargo, para mantener la presentation mas in- 
tuitiva, esta se llevara a cabo en terminos de fuerzas fisicas en lugar de 
las entidades matematicas conocidas como vectores deslizantes. 




En el ejemplo del camion, en primer lugar se observa que la linea 
de accion de la fuerza F es una linea horizontal que pasa a traves de 
las defensas delantera y trasera del camion (figura 3.4). Por tanto, em- 
pleando el principio de transmisibilidad se puede reemplazar F por una 
fuerza equivalente F'que actua sobre la defensa trasera. En otras pa- 
labras, las condieiones de movimiento y todas las demas fuerzas exter- 
nas que actuan sobre el camion (W, K , y R 2 ) permanecen inalteradas 
si los hombres empujan la defensa trasera en lugar de tirar de la de- 
fensa delantera. 

El principio de transmisibilidad y el concepto de fuerzas equivalentes 
tienen limitaciones. Por ejemplo, considere una barra corta AB sobre la 
cual actuan dos fuerzas axiales iguales y opuestas Pi y P 2 como se muestra 
en la figura 3.5a. De acuerdo con el principio de transmisibilidad, la fuerza 
P 2 se puede reemplazar por una fuerza P 2 que tiene la misma magnitud, 
misma direction y misma linea de accion pero que actua en A en lugar de 
en B (figura 3.5 b). Las fuerzas Pi y P 2 que actuan sobre la misma particula 
pueden sumarse de acuerdo a las reglas del capitulo 2 y, como dichas 


A B A B A B 



Figura 3.5 


d) 


f) 
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fuerzas son iguales y opuestas, su suma es igual a cero. Por tanto, en 
terminos del comportamiento externo de la barra el sistema de fuerzas 
original mostrado en la figura 3.5 a es equivalente a que no existiera fuerza 
alguna que actue sobre la barra (figura 3.5 c). 

Considere ahora las dos fuerzas iguales y opuestas Pi y P 2 que ac- 
tuan sobre la barra AB, como se muestra en la figura 3.5 d. La fuerza P 2 
puede ser reemplazada por una fuerza P 2 que tiene la misma magnitud, 
misma direction y misma linea de accion pero que actua en B en lugar 
de en A (figura 3.5e). Entonces, las fuerzas Pi y P 2 pueden sumarse y, 
nuevamente, su suma es igual a cero (figura 3.5 f). De esta manera, des- 
de el punto de vista de la mecanica de los cuerpos rigidos, los sistemas 
mostrados en la figura 3.5a y d son equivalentes. Sin embargo, resulta 
obvio que las fuerzas internets y las deformaciones producidas por los dos 
sistemas son diferentes. La barra de la figura 3.5 a esta en tension y, si no 
es en su totalidad rigida, se incrementara ligeramente su longitud; la ba- 
rra de la figura 3.5 d esta en compresion y, si no es rigida, disminuira en 
poco su longitud. De esta forma, aunque el principio de transmisibili- 
dad se puede usar en forma libre para determinar las condiciones de mo- 
vimiento o de equilibrio de los cuerpos rigidos y para calcular las fuer- 
zas externas que actuan sobre los mismos, debe evitarse, o por lo menos, 
emplearse con cuidado, al momento de determinar fuerzas internas y 
deformaciones . 


3.4. Producto vectorial de dos vectores 


3.4. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES 


Para entender mejor el efecto de una fuerza sobre un cuerpo rigido, a 
continuation se introducira un nuevo concepto: el momento de una fuer- 
za con respecto a un punto. Este concepto se podra entender mas facil- 
mente y podra aplicarse en una forma mas efectiva si primero se agrega 
a las herramientas matematicas que se tienen disponibles, el producto 
vectorial de dos vectores. 

El producto vectorial de los vectores P y Q se define como el vec- 
tor V que satisface las siguientes condiciones. 

La linea de accion de V es perpendicular al piano que contie- 
ne a P y Q (figura 3.6a). 

2. La magnitud de V es el producto de las magnitudes de P y Q 
por el seno del angulo 6 formado por P y Q (cuya medida siem- 
pre debera ser menor o igual a 180°); por tanto, se tiene 

V = PQ sen 6 (3.1) 

3. La direction de V se obtiene a partir de la regia de la mano de- 
recha. Cierre su mano derecha y mantengala de manera que sus 
dedos esten doblados en el primer sentido que la rotation a tra- 
vels del angulo 9 que haria al vector P colineal con el vector 
Q; entonces, su dedo pulgar indicara la direction del vector V 
(figura 3.6 b). Observese que si P y Q no tienen un punto de 
aplicacion cornun, estos primeros se deben volver a dibujar 
a partir del mismo punto. Se dice que los tres vectores P, Q 
y V — tornados en ese orden — forman una triada a mano de- 
recha. f 


1 1 

V = P X Q 



b) 

Figura 3.6 


f Se debe senalar que los ejes x, y y z utilizados en el capitnlo 2 forman un sistema de 
ejes ortogonales a mano derecha y que los vectores unitarios i, j y k definidos en la section 
2.12 forman una triada ortogonal a mano derecha. 
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Figura 3.7 



Como se menciono anteriormente, el vector V que satisface estas 
tres condiciones (las cuales lo definen en forma unica) se conoce co- 
mo el producto vectorial de P y Q y se representa por la expresion ma- 
tematica 

V = P X Q (3.2) 

En virtud de la notation utilizada, el producto vectorial de dos vecto- 
res P y Q tambien se conoce como el producto cruz de P y Q. 

A partir de la ecuacion (3.1) se concluye que cuando dos vectores 
P y Q tienen la misma direction, o direcciones opuestas, su producto 
vectorial es igual a cero. En el caso general, cuando el angulo 6 forma- 
do por los dos vectores no es 0° ni 180°, a la ecuacion (3.1) se le pue- 
de dar una interpretation geometrica simple: la magnitud V del pro- 
ducto vectorial de P y Q es igual al area del paralelogramo que tiene 
como lados a P y Q (figura 3.7). Por tanto, el producto vectorial P X Q 
permanece inalterado si Q se reemplaza por un vector Q' que sea co- 
planar a P y Q y tal que la linea que une a las partes terminales de Q 
y Q' sea paralelo a P. Asi, se escribe 

V = PxQ = PxQ' (3.3) 

A partir de la tercera condition empleada para definir al producto 
vectorial V de P y Q, esto es, la condition que establece que P, Q y V 
deben formar una triada a mano derecha, se concluye que los produc- 
tos vectoriales no son comunitarios, es decir, QxPno es igual a P X Q. 
De hecho, se puede verificar facilmente que Q X P esta representado 
por el vector —V, que es igual y opuesto a V, entonces se escribe 

Q X P = -(P X Q) (3.4) 

Ejemplo, Calculese el producto vectorial V = P X Q cuando el vec- 
tor P tiene una magnitud de 6 y se encuentra en el piano zx que forma un 
angulo de 30° con el eje x y el vector Q tiene una magnitud de 4 y se en- 
cuentra a lo largo del eje x (figura 3.8). 

A partir de la definition del producto vectorial se concluye que el vec- 
tor V debe estar a lo largo del eje y, tener la magnitud 

V = PQ sen 0 = (6)(4) sen 30° = 12 
y que debe estar dirigido hacia arriba. 

Se vio que la propiedad conmutativa no es aplicable en el caso de 
produetos vectoriales. Ahora se puede preguntar si la propiedad distri- 
butiva se cumple, esto es, si la relation 

P X (Qi + Q 2 ) = P X Q : + P X Q 2 (3.5) 

es valida. La respuesta es si. Probablemente muchos lectores estan dis- 
puestos a aceptar sin demostracion formal una respuesta que de ma- 
nera intuitiva puede parecer correeta. Sin embargo, dado que la es- 
tructura del algebra vectorial y de la estatica depende de la relation 
(3.5), se debe tomar el tiempo necesario para su deduction. 

Sin perder la generalidad se puede suponer que P esta dirigida a 
lo largo del eje y (figura 3.9a). Representando con Q la suma de Qi y 
Q 2 , se trazan perpendiculares a partir de los extremos terminales de 
Q, Qx y Q 2 hacia el piano zx, quedando definidos de esta forma los 
vectores Q', Q{, Q 2 . Se hara referenda a estos vectores, respectiva- 
mente, como las proyecciones de la ecuacion (3.3), se observa que el 
termino del lado izquierdo de la ecuacion (3.5) puede ser reemplaza- 
do por P X Q'y que, en forma similar, los produetos vectoriales P X 



Qi y P X Q 2 del lado derecho pueden ser reemplazados, respectiva- 
mente, por P X QiyP X Q 2 . De esta forma, la relacion que debe ser 
demostrada puede escribirse de la siguiente manera 

P X Q' = P X Qi + P X Ql, (3.5 ) 

Ahora se observa que P X Q' se puede obtener a partir de Q' mul- 
tiplicando a este vector por el escalar P y rotandolo 90° en el piano zx en 
el sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj (figu- 
ra 3.9 b); los otros dos productos vectoriales en (3.5') se pueden obtener 
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Figura 3.9 a) 


b) 


en forma similar a partir de Qi y Q 2 , respectivamante. Ahora, en virtud 
de que la proyeccion de un paralelogramo sobre cualquier piano arbi- 
trario es otro paralelogramo, la proyeccion Q' de la suma Q de Qj y Q 2 
debe ser la suma de las proyecciones y Qi y Q 2 de Q, y Q 2 sobre el mis- 
mo piano (figura 3.9a). Esta relacion entre los tres vectores Q', Qi y Q 2 
seguira siendo valida despues de que los tres vectores hayan sido multi- 
plicados por el escalar P y hayan sido rotados a traves de un angulo de 
90° (figura 3.9b). Por tanto, se ha demostrado la relacion (3.5') y se pue- 
de tener la certeza de que la propiedad distributiva es valida para los pro- 
ductos vectoriales. 

Una tercera propiedad es la asociativa, la cual no es valida para los 
productos vectoriales; en general, se tiene que 

(P X Q) X S A P X (Q X S) (3.6) 


y 



3.5. PRODUCTOS VECTORIALES EXPRESADOS EN 
TERMINOS DE COMPONENTES RECTANGULARES 

A continuation se procedera a determinar el producto vectorial de cual- 
quier par de los vectores unitarios i, j y k, que fueron definidos en el 
capitulo 2. Considerese primero el producto i x j (figura 3.10a). Co- 
mo ambos vectores tienen una magnitud igual a 1 y dado que estos for- 
man angulos rectos entre si, su producto vectorial tambien debera ser 
un vector unitario. Dicho vector unitario debe ser k, puesto que los 
vectores i, j y k son mutuamente perpendiculares y forman una trfada 
a mano derecha. Por otra parte, a partir de la regia de la mano dere- 
cha presentada en el punto 3 de la section 3.4, se concluye que el pro- 
ducto j X i debe ser igual a — k (figura 3.10b). Por ultimo, se debe ob- 


d) 



b) 


Figura 3.10 
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servar que el producto vectorial de un vector consigo mismo, como 
i X i, es igual a cero debido a que ambos vectores tienen la misma di- 
rection. Los productos vectoriales para los diversos pares posibles de 
vectores unitarios son 

i x i = 0 j x i = -k kxi=j 

i X j = k j X j = 0 k X j = — i (3.7) 

i x k = -j j x k = i k x k = 0 

Si se ordena las tres letras que representan a los vectores unitarios en un 
circulo en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (fi- 
gura 3. 1 1) se puede facilitar la determination del signo del producto vec- 
torial de dos vectores unitarios: el producto de dos vectores unitarios se- 
ra positivo si estos se siguen uno a otro en un orden contrario al movi- 
miento de las manecillas del reloj y sera negativo si estos se siguen uno 
al otro en un orden en el sentido de las manecillas del reloj. 

Ahora se puede expresar facilmente el producto vectorial V de dos 
vectores dados P y Q en terminos de las componentes reetangulares 
de dichos vectores. Al descomponer a P y Q en sus componentes rec- 
tangulares, primero se escribe 

V = P X Q = (P x i + PJ + P z k) X (Q x i + (), A j + (Lk) 

Con el uso de la propiedad distributiva, V se expresa como la suma de 
productos vectoriales, como P x i X Q j. Se observa que cada una de las 
expresiones obtenidas es igual al producto vectorial de dos vectores 
unitarios, como i X j, multiplicados por el producto de dos escalares, 
como P x Q y , y recordando las identidades (3.7) despues de factorizar a 
i, j y k, se obtiene 

V = (P y Q z - P z Q y )i + (P Z Q X ~ P X Q Z ) j + (P x Q y ~ P y Q x ) k (3.8) 

Por tanto, las componentes reetangulares del producto vectorial V es- 
tan dadas por 

Vx = PyQz - PzQy 

Vy = P z Qx - P X Q Z (3.9) 

Vx = P X Qy ~ PyQx 

De regreso a la ecuacion (3.8), se observa que el termino del lado de- 
recho representa el desarrollo de un determinante. Por tanto, el pro- 
ducto vectorial V puede expresarse de la siguiente forma, que es mas 
sencilla de memorizard 



i 

j 

k 

V = 

Px 

Py 

Pz 


<?* 

Qy 

Qz 


(3.10) 


^Cualquier determinante que conste de tres renglones y tres columnas se puede evaluar 
repitiendo la prirnera y la segunda columnas, y formando productos a lo largo de cada liuea 
diagonal. Entonces, la suma de los productos obtenidos a lo largo de la linea roja se resta 
de la suma de los productos obtenidos a lo largo de las lineas negras. 





3.6. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO 

Considere una fuerza F que actua sobre un cuerpo rigido (figura 3.12a). 
Como se sabe, la fuerza F esta representada por un vector que define la 
magnitud y su direction. Sin embargo, el efecto de la fuerza sobre el cuer- 
po rigido tambien depende de su punto de aplicacion A. La posicion de 
A puede definirse de manera conveniente por medio del vector r que une 
al punto de referenda fijo O eon A; a este vector se le conoce como el 
vector de posicion de /\ . 1 El vector de posicion r y la fuerza F definen el 
piano mostrado en la figura 3.12a. 

El momento de F con respecto a O se define como el producto vec- 
torial de r y F: 

M 0 = r X F (3.11) 

De acuerdo con la definition del producto vectorial dada en la sec- 
tion 3.4, el momento M 0 debe ser perpendicular al piano que contie- 
ne el punto O y a la fuerza F. El sentido de M 0 esta definido por el 
sentido de la rotation que harfa al vector r colineal con el vector F ; un 
observador localizado en el extremo de M 0 ve a esta rotation como 
una rotation en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj. Otra forma de definir el sentido de M 0 se logra por medio de la 
regia de la mano derecha: cierre su mano derecha y mantengala de 
manera que sus dedos esten doblados en el mismo sentido de la rotation 
que F le impartirfa al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a 
lo largo de la linea de action de M 0 ; su dedo pulgar indicara el sen- 
tido del momento M 0 (figura 3.12b). 

Por ultimo, representado con 6 el angulo entre las lineas de action 
del vector de posicion r y la fuerza F, se encuentra que la magnitud 
del momento de F con respecto a O esta dada por 

M 0 = rF sen 0 = Fd (3.12) 

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la linea de 
action de F. En virtue! de que la tendencia de la fuerza F a hacer girar al 
cuerpo rigido alrededor de un eje fijo perpendicular a la fuerza depende 
tanto de la distancia de F a dicho eje como de la magnitud de F, se ob- 
serva que la magnitud de M 0 mide la tendencia de la fuerza F a hacer ro- 
tar al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a lo largo de M 0 . 

En el sistema de unidades del SI, donde la fuerza se expresa en 
newtons (N) y la distancia se expresa en metros (m), el momento de 
una fuerza estara expresado en newtons-metro (N • m). En el sistema 
de unidades de uso comun en Estados Unidos, donde la fuerza se ex- 
presa en libras y la distancia en pies o en pulgadas, el momento de una 
fuerza se expresa en lb • ft o en lb • in. 

Se puede observar que a pesar de que el momento M 0 de una 
fuerza con respecto a un punto depende de la magnitud, la linea de 
action y el sentido de la fuerza, dicho momento no depende de la po- 
sition que tiene el punto de aplicacion de la fuerza a lo largo de su li- 
nea de action. En consecuencia, el momento M 0 de una fuerza F no 
caracteriza a la posicion del punto de aplicacion de F. 

*Se puede comprobar que los vectores de posicion obedecen la ley de la adicion de vec- 
tores y, por tanto, realmente son vectores. Considerese, por ejemplo, los vectores de posi- 
cion ryr' de A con respecto a dos puntos de referencia O y O' y al vector de posicion s 
de O con resp ecto a O' (figura 3.40«, section. 3.16). Se comprueba queel vector de posi- 
tion r ’= O' A puede obtenerse a partir de los vectores de posicion s = O'O y r = OA apli- 
cando la regia del triangulo para la suma de vectores. 
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a) 



b ) 

Figura 3.12 
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Sin embargo, como se vera a continuation, el momenta M 0 de una 
do fu6rz3 ^ 

fuerza F de magnitud y direccion conocida define completamente a la ti- 
nea de accion de F. Ademas la linea de accion de F debe estar en un pia- 
no que pasa por el punto O y es perpendicular al momenta M 0 . La dis- 
tancia d medida desde O hasta la linea de accion de la fuerza debe ser 
igual al cociente de las magnitudes de M 0 y F, esto es, debe ser igual a 
Mq/F. El sentido de M 0 determina si la linea de accion debe trazarse 
del lado de F del lado del punto O. 

Recuerdese la section 3.3, donde se seriala que el principio de trans- 
misibilidad establece que dos fuerzas F y F' son equivalentes (esto es, tie- 
nen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido) si tienen la misma magnitud, 
direccion y linea de accion. Este principio se puede expresar all ora de la 
siguiente forma: dos fuerzas F j F' son equivalentes si, y solo si, son igua- 
les (es decir, tienen la misma magnitud y la misma direccion) y, ademas, 
tienen momentos iguales con respecto a un punto O. Las condiciones 
necesarias y suficientes para que dos fuerzas F y F' sean equivalentes son 

F = F' y M 0 = Mb (3.13) 

Debe senalarse que el enunciado anterior implica que si las relaciones 
(3.13) se cumplen para cierto punto O, tambien se cumpliran para cual- 
quier otro punto. 



a) M 0 = + Fcl 

Figura 3.13 


Problemas en dos dimensiones. Muchas aplicaciones tratan 
con estructuras bidimensionales, es decir, estructuras cuyo espesor es 
despreciable en comparacion con su longitud y su anchura, las cuales es- 
tan sujetas a fuerzas eontenidas en su mismo piano. Dichas estructuras 
bidimensionales y las fuerzas que actuan sobre ellas pueden represen- 
tarse facilmente sobre una hoja de papel o sobre una pizarra. Por tanto, 
su analisis es mas simple que el correspondiente al caso de las estructu- 
ras y fuerzas tridimensionales. 



Considere, por ejemplo, una placa rigida sobre la que actua una fuer- 
za F (figura 3. 13). El momenta de F con respecto a un punto O seleccio- 
nado en el piano de la figura esta representado por el vector M 0 de mag- 
nitud Fd, que es perpendicular a dicho piano. En la figura 3.13a el vector 
M 0 apunta hacia afuera del piano de papel, mientras que en la figura 3.13 b 
este apunta hacia adentro del piano de papel. Como se observa en la figu- 
ra, en el primer caso, la fuerza de la figura 3.13a tiende a hacer rotar la 
placa en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del re- 
loj mientras que, en el segundo caso, la fuerza de la figura 3. 1 3b tiende a 
hacer rotar la placa en el sentido del movimiento de las manecillas del re- 
loj. Por consiguiente, es natural referirse al sentido del momenta F con 
respecto a O en la figura 3. 13a como opuesto al del movimiento de las ma- 
necillas del reloj (antihorario) yen la figura 3.13b como siguiendo la di- 
reccion del movimiento de las manecillas del reloj (horario) f 

Puesto que el momenta de la fuerza F que actua en el piano de la 
figura debe ser perpendicular a dicho piano, solo se necesita especifi- 
car la magnitud y el sentido del momenta F con respecto a O. Esto se 



puede hacer asignandole a la magnitud M 0 del momenta un signo posi- 
tivo o negativo, segun el vector M 0 apunte hacia afuera o hacia adentro 
del piano de papel. 

3.7.TEOREMA DE VARIGNON 

La propiedad distributiva de los productos vectoriales se puede em- 
plear para determinar el momenta de la resultante de varias fuerzas 
concurrentes . Si las fuerzas F 1; F 2 , . . . se aplican en el mismo punto A 
(figura 3.14) y si se representa por r al vector de posicion A, a partir 
de la ecuacion (3.5) de la section 3.4, se puede concluir que 

r X (Fj + F 2 + ••■) = r X F : + r X F 2 + ••• (3.14) 

Esto es, el memento con respecto a un punto dado O de la resultante de 
varias fuerzas concurrentes es igual a la suma de los mementos de las dis- 
tintas fuerzas con respecto al mismo punto O. Esta propiedad la descu- 
brio el matematico frances Pierre Varignon (1654-1722) mucho antes de 
inventarse el algebra vectorial, por lo que se le conoce como el teorema 
de Varignon. 

La relation (3.14) permite reemplazar el calculo directo del mo- 
menta de una fuerza F por el calculo de los momentos de dos o mas 
fuerzas eomponentes. Como se vera en la siguiente section, por lo ge- 
neral la fuerza F sera separada en sus eomponentes paralelas a los ejes 
coordenados. Sin embargo, sera mucho mas rapido en algunos casos 
descomponer a F en eomponentes no paralelas a los ejes coordenados 
(vease el problema resuelto 3.3). 
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3.8. COMPONENTES RECTANGULARES DEL MOMENTO 
DE UNA FUERZA 

En general, la determination del momento de una fuerza en el espacio 
se simplifica en forma considerable si el vector de fuerza y el vector de 
posicion a partir de su punto de aplicacion se descomponen en sus com- 
ponentes rectangulares x,yyz. Por ejemplo, considere el momento M 0 
con respecto a O de una fuerza F con componentes F x , F y y F z que es- 
ta aplicada en el punto A de coordenadas x, y y z (figura 3.15). Se obser- 
va que las componentes del vector de posicion r son iguales, respectiva- 
mente, a las coordenadas x, yyz del punto A, se escribe 

r = xi + yj + zk (3.15) 

F = F x i + FJ + F-k (3.16) 

Al sustituir a r y a F a partir de (3.15) y (3.16) en 



Figura 3.15 


M 0 = r X F 


(3.11) 


y recordar los resultados obtenidos en la section 3.5, se puede escribir 
el momento M 0 de F con respecto a O de la siguiente forma 

M 0 = M x i + MJ + M.k (3.17) 

donde las componentes escalares M x , M y y M, estan definidas por las 
relaciones 

M x = yF z - zF y 
M y = zF x - xF z 
M z r F f y y l 'x 


(3.18) 




84 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 
de fuerza 



Figura 3.16 


Como se vera en la section 3.11, las componentes escalares M x , M y y 
M z del momenta M 0 miden la tendencia de la fuerza F a impartirle a 
un cuerpo rigido un movimiento de rotation alrededor de los ejes x, y 
yz, respectivamente. Sustituyendo (3.18) en (3.17), tambien puede es- 
cribirse a M 0 en forma de determinante 


Mr 



(3.19) 


Para calcular el momenta M B de una fuerza F aplicada en A con 
respecto a un punto arbitrario B (figura 3.16), se debe reemplazar el 
vector de position r en la ecuacion (3.11) por un vector trazado desde 
B hasta A. Este vector es el de position cle A relativo a B y se repre- 
senta por r A / B . Se observa que r A / B se puede obtener si se resta r B de 
r A ; por tanto, se escribe 

M b = r A/B X F = (r A - r B ) X F (3.20) 

o bien, en forma determinante 



Figura 3.17 



Figura 3.18 



i 

j 

k 


M B = 

X A/B 

iJa/b 

Z A/B 

(3.21) 


F x 

p y 

F z 



donde x A / B , ija/b y z a/b representan las componentes del vector r A/B : 


X A/B — X A X B 1 Ja/B — 1 Ja 1 Jb z A/B ~ Z A Z B 

En el caso de problemas en dos dimensiones, se puede suponer 
que la fuerza F esta contenida en el piano xy (figura 3.17). Al hacer 
s = 0 y F z = 0 en la ecuacion (3.19), se obtiene 

M 0 = (xE y - yF x ) k 

Con esto se verifica que el momenta de F con respecto a O es perpen- 
dicular al piano de la figura y esta completamente definido por el esca- 
lar 


M„ = M Z = xFy - yF x (3.22) 

Como se menciono antes, un valor positivo de Mo indiea que el vec- 
tor M 0 apunta hacia afuera del piano del papel (la fuerza F tiende a 
hacer rotar al cuerpo con respecto a O en un sentido contrario al mo- 
vimiento de las manecillas del reloj) y un valor negativo indiea que el 
vector M 0 apunta hacia adentro del piano del papel (la fuerza F tien- 
de a hacer rotar el cuerpo con respecto a O en el sentido de las ma- 
necillas del reloj). 

Para calcular el momenta con respecto a un punto B de coordena- 
das B(x b , y B ) de una fuerza contenida en el piano xy, aplicada en el pun- 
to A(x a , y A ) (figura 3.18), se hace z A / B = 0 y F z = 0 en las relaciones 
(3.21) y se comprueba que el vector M B es perpendicular al piano xy y 
esta definido en magnitud y sentido por su componente escalar 

M b = (x A — x B )Fy — (y A — y B )F x 


(3.23) 





PROBLEMA RESUELTO 3.1 

Una fuerza vertical de 100 lb se aplica en el extremo de una palanca que es- 
ta unida a una flecha en el punto O. Determine: a) el momenta de la fuer- 
za de 100 lb con respecto a O; b) la fuerza horizontal aplicada en A que ori- 
gina el misrno momenta con respecto a O; c) la fuerza minima aplicada en 
A que origina el mismo momenta con respecto a O; d) que tan lejos de la 
flecha debe actuar una fuerza vertical de 240 lb para originar el mismo mo- 
menta con respecto aO, ye) si alguna de las fuerzas obtenidas en los inci- 
sos b), c ) y d) es equivalente a la fuerza original. 





SOLUCION 

a) Momenta con respecto a O. La distancia perpendicular desde O 
hasta la linea de action de la fuerza de 100 lb es 

d = (24 in.) cos 60° = 12 in. 

La magnitud del momenta de la fuerza de 100 lb con respecto a O es igual a 

M 0 = Fd= (100 lb)(12 in.) = 1 200 lb • in. 

Como la fuerza tiende a hacer rotar la palanca alrededor de O en el sentido 
de las maneciUas del reloj, el momenta sera representado por un vector M 0 
perpendicular al piano de la figura y que apunta hacia adentro del piano del 
papel. Este hecho se expresa escribiendo 

M 0 = 1 200 lb • in. J ◄ 

h) Fuerza horizontal. En este caso se tiene que 
d = (24 in.) sen 60° = 20.8 in. 

Como el momenta con respecto a O debe ser igual a 1 200 lb • in., se escribe 

M 0 = Fd 

1 200 lb • in. = F(20.8 in.) 

F = 57.7 lb F = 57.7 lb -> ◄ 

c) Fuerza minima. Como Mo = Fd, el minirno valor de F se obtie- 
ne cuando d es maximo. Se selecciona la fuerza perpendicular a OA y se ob- 
serva que d = 24 in.; entonces 


M 0 = Fd 

1 200 lb • in. = F( 24 in.) 

F = 50 lb F = 50 lb ^530° ◄ 



d) Fuerza vertical de 240 lb En este caso, M a = Fd proporciona 
la siguiente relation 

1 200 lb • in. = (240 lb)d d — 5 in. 
pero OB cos 60° = d OB = 10 in. A 

e) Ninguna de las fuerzas consideradas en los incisos b), c ) y d) es equi- 
valente a la fuerza original de 100 lb. A pesar de que estas fuerzas tienen el 
mismo momenta con respecto a O, sus componentes en x y i/ son diferen- 
tes. En otras palabras, a pesar de que cada una de las fuerzas hace rotar la 
flecha de la misrna forma, cada una ocasiona que la palanca jale a la flecha 
en una forma distinta. 
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PROBLEMA RESUELTO 3.2 


800N 



160 mm 


Una fuerza de 800 N actua sobre la mensula, como se muestra en la figura. 
Determine el momento de la fuerza con respecto a B. 


200 mm 



SOLUCION 

El momento M B de la fuerza F con respecto a B se obtiene a traves del pro- 
ducto vectorial 


M b = r A/B X F 

desde r A / B es el vector trazado desde B hasta A. Al descomponer a r^g y a 
F en sus componentes rectangulares, se tiene que 



r A / B = “(0.2 m)i + (0.16 m)j 

F = (800 N) cos 60°i + (800 N) sen 60°j 
= (400 N)i + (693 N)j 

Recordando las relaciones (3.7) para los productos vectoriales de los vecto- 
res unitarios (section 3.5), se obtiene 

M b = r A/B X F = [-(0.2 m)i + (0.16 m)j] X [(400 N)i + (693 N)j] 

= -(138.6 N • m)k - (64.0 N • m)k 

= -(202.6 N • m)k M s = 203 N • m J ◄ 

El momento M B es un vector perpendicular al piano de la figura y apunta 
hacia adentro del piano del papel. 



PROBLEMA RESUELTO 3.3 

Una fuerza de 30 lb actua sobre el extremo de una palanca de 3 ft, como se 
muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza con respecto a O. 


SOLUCION 

La fuerza se reemplaza por dos componentes, una componente P en la di- 
rection de OA y otra componente Q perpendicular a OA. Como O se en- 
cuentra en la linea de action de P, el momento de P con respecto a O es 
igual a cero y el momento de la fuerza de 30 lb se reduce al momento de Q, 
que tiene el sentido de las manecillas del reloj y, por consiguiente, se repre- 
senta por un escalar negativo. 

Q = (30 lb) sen 20° = 10.26 lb 
M a = — <?(3 ft) = -(10.26 lb) (3 ft) = -30.8 lb • ft 

Como el valor obtenido para el escalar M 0 es negativo, el momento M 0 apun- 
ta hacia adentro del piano del papel. Asi, se escribe 

M 0 = 30.8 lb ■ ft l ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 3.4 

Una placa rectangular esta apoyada por mensulas en A y B y por un alambre 
CD. Se sabe que la tension en el alambre es de 200 N, determine el momenta 
con respecto a A de la fuerza ejercida por el alambre en el punto C. 


SOLUCION 


El momenta M A de la fuerza F ejercida por el alambre en el punto C con 
respecto a A, se obtiene a partir del producto vectorial 



M/i — r c / A X F 


donde r c /a es el vector trazado desde A hasta C, 

r c / A = AC = (0.3 m)i + (0.08 m)k 


( 1 ) 


( 2 ) 


y F es la fue rza d e 200 N dirigida a lo largo de CD. Al introducir el vector 
unitario \ = CD /CD, se escribe 


CD 

F = Fk = (200 N) CD 


(3) 


Al descomponer al vector CD en sus componentes rectangulares, se tiene 
CD = -(0.3 m)i + (0.24 m)j - (0.32 m)k CD = 0.50 m 
Si se sustituye este resultado en (3) se obtiene 



200 N 

F = o 5o m [ (0.3 m)i + (0.24 m)j - (0.32 m)k] 

= -(120 N)i + (96 N)j - (128 N)k (4) 

Sustituyendo r c / A y F en la ecuacion (1), a partir de las ecuaciones (2) 
y (4) y recordando las relaciones (3.7) de la section 3.5, se obtiene 

M a = r c/A X F = (0.3i + 0.08k) X (-1201 + 96j - 128k) 

= (0.3)(96)k + (0.3)(— 128)(— j) + (0.08)(-120)j + (0.08)(96)(-i) 

M a = —(7.68 N • m)i + (28.8 N • m)j + (28.8 N • m)k 4 

Solution altemativa. Como se menciono en la section 3.8, el mo- 
menta M a puede ser expresado en forma de determinante: 



' j 

k 


i 

j 

k 

M A = 

*C - IJC ~ HA 

Z C — Z A 

= 

0.3 

0 

0.08 


F , Fy 

F z 


-120 

96 

-128 


M a = —(7.68 N • m)i + (28.8 N • m)j + (28.8 N • m)k A 


87 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se presento el producto vectorial o producto cruz de dos vectores. En los 
problemas que se presentan a continuation se puede utilizar el producto vectorial para cal- 
cular el momento de una fuerza con respecto a un panto y tambien, se puede utilizar dicho 
producto para determinar la distancia perpendicular desde un punto hasta una linea. 

El momento de una fuerza F con respecto al punto O de un cuerpo rigido se definio como 

M 0 = r X F (3.11) 

donde r es el vector de position que va desde O hasta cualquier punto sobre la linea de ac- 
tion de F. Como el producto vectorial no es conmutativo, cuando se calcula un producto 
de este tipo es absolutamente necesario colocar a los vectores en el orden apropiado y que 
cada uno de dichos vectores tenga el sentido correcto. El momento M 0 es importante pues- 
to que su magnitud es una medida de la tendencia de la fuerza F para hacer que el cuerpo 
rigido rote alrededor de un eje dirigido a lo largo de M 0 . 

1. Calculo del momento M 0 de una fuerza en dos dimensiones. Se puede emplear 
uno de los siguientes procedimientos: 

a) Usar la ecuacion (3.12), M 0 = Fd, la cual expresa la magnitud del momento como 
el producto de la magnitud de F y la distancia perpendicular d desde O hasta la linea de 
action de F [problema resuelto 3.1]. 

Expresar a r y F en terminos de sus componentes y evaluar formalmente el pro- 
ducto vectorial M 0 = r X F [problema resuelto 3.2], 

c) Descomponer a F en sus componentes paralela y perpendicular al vector de posi- 
tion r, respectivamente. Solo la componente perpendicular contribuye al momento de F 
[problema resuelto 3.3], 

Usar la ecuacion (3.22), M 0 = M z = xF y — yF x . Cuando se aplica este metodo, el 
enfoque mas simple consiste en tratar a las componentes escalares de r y F como si fueran 
positivas y, despues, asignar por inspection el signo apropiado al momento producido por 
cada componente de la fuerza. Por ejemplo, al aplicar este metodo para resolver el proble- 
ma resuelto 3.2, se observa que ambas componentes de la fuerza tienden a ocasionar una 
rotation en el sentido del movimiento de las maneciUas del reloj alrededor del punto B . Por 
tanto, el momento de cada fuerza con respecto a B debe ser representado por un escalar 
negativo. Entonces, se tiene que el momento total esta dado por 

M b = -(0.16 m)(400 N) - (0.20 m)(693 N) = -202.6 N ■ m 

2. Calcido del momento M 0 de una fuerza F en tres dimensiones. Con el metodo del 
problema resuelto 3.4, el primer paso del proceso consiste en seleccionar al vector de position 
r que sea el mas conveniente (el mas simple). Despues, se debe expresar a F en terminos de 
sus componentes rectangulares. El ultimo paso consiste en evaluar el producto vectorial r X F 
para determinar el momento. En la mayorfa de los problemas tridimensionales se encontrara 
que es mas facil calcular el producto vectorial con el uso de la forma de determinante. 

3. Determinacion de la distancia perpendicular d desde un punto A hasta una linea 

Primero se supone que la fuerza F de magnitud conocida F se encuentra a lo largo 
de la linea dada. Despues se determina su momento con respecto a A formando el producto 
vectorial M A = r X F, y calculandolo como se indico anteriormente. Entonces, se calcula 
su magnitud M A . Por ultimo, se sustituyen los valores de F y M A en la ecuacion M A = Fd y 
se resuelve para d. 
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Problemas 


3.1 El pedal para un sistema neumatico se articula en B. Si se sabe que 
a = 28°, determine el momenta de la fuerza de 16 N alrededor del punto B 
descomponiendo la fuerza en sus componentes horizontal y vertical. 

3.2 El pedal para un sistema neumatico se articula en B. Si se sabe 
que a = 28°, determine el momenta de la fuerza de 16 N alrededor del 
punto B descomponiendo la fuerza en sus componentes a lo largo de ABC 
y en la direction perpendicular a ABC. 

3.3 Una fuerza de 300 N se aplica en A como se muestra en la figura. 
Determine a) el momenta de la fuerza de 300 N alrededor de D y b) la fuerza 
minima aplicada en B que produce el mismo momenta alrededor de D. 



Figura P3.1 y P3.2 



3.4 Una fuerza de 300 N se aplica en A como se muestra en la figura. 
Determine a) el momenta de la fuerza de 300 N alrededor de D, b) la mag- 
nitud y el sentido de la fuerza horizontal en C que produce el mismo mo- 
menta alrededor de D y c) la fuerza minima aplicada en C que produce el 
mismo momenta alrededor de D. 

3.5 Una fuerza P de 8 lb se aplica a una palanca de cambios. Deter- 
mine el momenta de P alrededor de B cuando a es igual a 25°. 

3.6 Para la palanca de cambios que se muestra en la figura, determine 
la magnitud y la direction de la fuerza minima P, que tiene un momenta de 
210 lb • in en el sentido de las manecillas del reloj alrededor de B. 

Una fuerza P de 11 lb se aplica a una palanca de cambios. Deter- 
mine el valor de a si se sabe que el momenta de P alrededor de B es en el 
sentido de las manecillas del reloj y que tiene una magnitud de 250 lb ■ in. 

3.6 Se sabe que es necesaria una fuerza vertical de 200 lb para remo- 
ver, de la tabla mostrada, el clavo que esta en C. Un instante antes de que 
el clavo comience a moverse, determine a) el momenta alrededor de B de 
la fuerza ejercida sobre el clavo, b ) la magnitud de la fuerza P que genera el 
mismo momenta alrededor de B si a = 10° y c) la fuerza P minima que ge- 
nera el mismo momenta respecto de B. 




Figura P3.8 
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90 3.9 Un malacate AB se usa para tensar cables a un poste. Si se sabe 

que la tension en el cable BC es de 1 040 N y que la longitud d es de 1.90 
m, determine el momenta respecto de D de la fuerza ejercida por el cable 
C. Para ello descomponga en sus componentes horizontal y vertical la fuerza 
aplicada en a) el punto C y b) el punto E. 

3.10 Se sabe que es necesario aplicar una fuerza que produzca un mo- 
menta de 960 N • m alrededor de D para tensar el cable al poste CD. Si d 
= 2.80 m, determine la tension que debe desarrollarse en el cable del ma- 
lacate AB para crear el momenta requerido alrededor de D. 


15.3 in. 



Figura P3.12 


20.5 in. 



Figura P3.13 



0.875 m 


cl 


Figura P3.9, P3.10y P3.11 


0.2 m 


3.1 1 Se sabe que es necesario aplicar una fuerza que produzca un mo- 
menta de 960 N ■ m alrededor de D para tensar el cable al poste CD. Si la 
capacidad del malacate AB es de 2 400 N, determine el valor nhnimo de la 
distancia d para generar el momenta especificado respecto de D. 

3.12 y 3.13 La ventanilla trasera de un automovil se sostiene mediante 
el amortiguador BC que se muestra en la figura. Si para levantar la ventani- 
lla se ejerce una fuerza de 125 lb cuya linea de accion pasa por el soporte de 
rotula en B, determine el momenta de la fuerza alrededor de A. 

3. 14 Un mecanico automotriz usa un tramo de tubo AB como palanca 
para tensar la banda de la polea de un alternador. Cuando el tecnico pre- 
siona hacia abajo en A, se ejerce una fuerza de 485 N sobre el alternador en 
B. Determine el momenta de la fuerza respecto del perno C si su linea de 
accion debe pasar por O. 


120 mm 



Figura P3.14 
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Obtenga los productos vectoriales B X C y B' X C, donde B = 
B' , y use los resultados obtenidos para comprobar la identidad 


sen a cos /3 = \ sen (a+ /3) + \ sen (a — /3). 

3.16 Una lfnea pasa a traves de los puntos (20 m, 16 m) y ( — 1 m, 
—4 m). Determine la distancia perpendicular d medida desde la linea hasta 
el origen O del sistema coordenado. 

3.17 Los vectores P y Q son dos lados adyacentes de un paralelogramo. 
Determine el area del paralelogramo si a) P = -7i + 3j - 3k y Q = 2i + 2j 
+ 5k, b) P = 6i — 5j — 2k y Q = — 2i + 5j — k. 

3 18 Los vectores A y B estan contenidos en el mismo piano. Deter- 
mine el vector unitario normal al piano si A y B son iguales, respectivamente, 
a a) i + 2j — 5k y 4i — 7j — 5k, b) 3i — 3j + 2k y — 2i + 6j — 4k. 

Determine el momenta alrededor del origen O de la fuerza F = 
4i + 5j — 3k que actua en el punto A. Suponga que el vector de position 

de A es a) r = 2i — 3j + 4k, b) r = 2i + 2.5j - 1.5k, c) r = 2i + 5j + 6k. 

3.20 Determine el momenta alrededor del origen O de la fuerza F = 

— 2i + 3j + 5k que actua en el punto A. Suponga que el vector de position 

de A es a) r = i + j + k, b) r = 2i + 3j - 5k, c) r = — 4i + 6j + 10k. 

3.21 Se aplica una fuerza de 200 N sobre la mensula ABC, como se 
muestra en la figura. Determine el momenta de la fuerza alrededor de A. 

3.22 Los cables AB y BC se sujetan al tronco de un arbol muy grande 
para evitar que se caiga. Si se sabe que las tensiones en los cables AB y BC 
son de 555 N y 660 N, respectivamente, determine el momenta respecto de 
O de la fuerza resultante ejercida por los cables sobre el arbol en B. 





Figura P3.22 


3.23 El aguilon AB de 6 m que se muestra en la figura tiene un ex- 
tremo fijo A. Un cable de acero se estira desde el extremo libre B del agui- 
lon hasta el punto C ubicado en la pared vertical. Si la tension en el cable es 
de 2.5 kN, determine el momenta alrededor de A de la fuerza ejercida por 
el cable en B. 
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3.24 El puntal de madera AB se emplea temporalmente para sostener 
el techo en voladizo que se muestra en la figura. Si el puntal ejerce en A una 
fuerza de 57 lb dirigida a lo largo de BA, determine el momenta de esta 
fuerza alrededor de C. 

3.25 La rampa ABCD se sostiene en las esquinas mediante cables en 
C y D. Si la tension que se ejerce en cada uno de los cables es de 810 N, de- 
termine el momenta alrededor de A de la fuerza ejercida por a) el cable en 
D, b) el cable en C. 



Figura P3.24 


Figura P3.25 


16 Una lancha pequena cuelga de dos gruas, una de las cuales se 
muestra en la figura. La tension en la linea ABAD es de 82 lb. Determine el 
momenta alrededor de C de la fuerza resultante R A ejercida sobre la grua 
en A. 



Figura P3.26 


17 En el problema 3.22 determine la distancia perpendicular desde 
el punto O hasta el cable AB. 


3.28 En el problema 3.22 determine la distancia perpendicular desde 
el punto O hasta el cable BC. 


3.9. Producto escalar de dos vectores 
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3.29 En el problema 3.24 determine la distancia perpendicular desde 
el punto D hasta una linea que pasa por los puntos Ay B. 

3.30 En el problema 3.24 determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta una linea que pasa por los puntos Ay B. 

3.31 En el problema 3.25 determine la distancia perpendicular desde 
el punto A hasta la portion DE del cable DEF. 

3.32 En el problema 3.25 determine la distancia perpendicular desde 
el punto A hasta una linea que pasa por los puntos C y G. 

3.33 En el problema 3.26 determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta la portion AD de la linea ABAD. 

Determine el valor de a que minimiza la distancia perpendicular 
desde el punto C hasta la section de tuberfa que pasa por los puntos Ay B. 



3.9. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 

El producto escalar de dos vectores P y Q se define como el producto 
de las magnitudes de P y Q y el coseno del angulo 6 formado por P 
y Q (figura 3.19). El producto escalar de P y Q se denota mediante 
P • Q. Entonces, se escribe 

P • Q = PQ cos 6 (3.24) 

Advierta que la expresion recien delinida no es un vector sino un es- 
calar, lo cual explica el nombre de producto escalar ; en virtud de la 
notation utilizada, P • Q tambien se conoce como el producto punto 
de los vectores P y Q. 

A partir de su propia definition, se concluye que el producto es- 
calar de dos vectores es conmutativo, esto es, que 

P • Q = Q • P (3.25) 

Para demostrar que el producto escalar tambien es distributivo, se debe 
probar la relation 



Figura 3.19 


P • (Qi + Q 2 ) = P • Qi + P • Q 2 


(3.26) 
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Figura 3.20 


Sin perder la generalidad, se puede suponer que P esta dirigido a lo 
largo del eje y (figura 3.20). Al denotar por Q la suma de Qi y Q 2 y 
por 6 y el angulo que forma Q eon el eje y, el termino del lado izquierdo 
de (3.26) se expresa de la siguiente forma: 

P • (Qi + Q 2 ) = P • Q = PQ cos e y = PQ y (3.27) 

donde Q y es la componente y de Q. De manera similar, el termino del 
lado derecho de (3.26) se puede expresar como 


P • Qi + P • Q 2 = PiQjy + P{Qz) y (3.28) 

Debido a que Q es la suma de Qi y Q 2 , su componente y debe ser 
igual a la suma de las componentes en y de Qj y Q 2 . Por tanto, las ex- 
presiones obtenidas en (3.27) y (3.28) son iguales, con lo que queda 
demostrada la relation (3.26). 

En lo concemiente a la tercera propiedad — la propiedad asocia- 
tiva — se debe senalar que no es aplicable a los productos escalares. 
De hecho (P ■ Q) • S no tiene ningun significado puesto que P • Q no 
es un vector sino un escalar. 

El producto escalar de dos vectores P y Q puede expresarse en 
terminos de las componentes reetangulares de dichos vectores. Des- 
componiendo a P y a Q en sus componentes se escribe primero 

P • Q = (P x i + P,jj + Pz k) * (Qx i + Qyj + Qzk) 

Con el uso de la propiedad distributiva, P ■ Q se expresa como la suma 
de productos escalares, como l\i • Q x i y P x i ■ Q y j. Sin embargo, a par- 
tir de la definition del producto escalar se concluye que los productos 
escalares de los vectores unitarios son iguales a cero o a uno. 


i • i = 1 j • j = 1 k • k = 1 
i • j = 0 j • k = 0 k • i = 0 


(3.29) 


Por tanto, la expresion obtenida para P • Q se reduce a 


P • Q = PxQx + PyQy + PzQz (3.30) 

En el caso particular, cuando P y Q son iguales 

P • P = Px + Py + Pz = P 2 (3.31) 

Aplicaciones 

Angulo formado por dos vectores dados. Considerese que 
los dos vectores estan dados en terminos de sus componentes: 

P = P x i + P y j + P-V 
Q = Q x i + Q y j + Q 7 V 

Para determinar el angulo formado por estos dos vectores, se 
igualan las expresiones obtenidas para el producto escalar en 
(3.24) y (3.30) y se escribe 

PQ COS d = P X Q X + PyQy + P Z Q Z 

Despejando cos 9 , se tiene 

PxQx + P,jQ,j + PzQz 


(3.32) 
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2. Proyeccion de un vector sobre un eje dado. Considerese 
un vector P que forma un angulo 9 con un eje, o lmea di- 
rigida, OL (figura 3.21). La proyeccion de P sobre el eje OL 
se define como el e scalar 

P OL = P cos 9 (3.33) 

Se observa que la proyeccion P OL es igual en valor absolute al 
valor de la longitud del segmento OA; esta sera positiva si OA 
tiene el mismo sentido que el eje OL, esto es, si 9 es agudo, 
y negativa en caso contrario. Si P y OL forman un angulo rec- 
to, la proyeccion de P sobre OL es cero. 

Considere aliora un vector Q dirigido a lo largo de OL con 
el mismo sentido que OL (figura 3.22). El producto escalar de 
P y Q puede expresarse como 


3.10. Producto triple mixto de tres vectores 



P • Q = PQ cos 9 = P ol Q (3.34) 

por lo que se concluye que 

P • Q P x Qx + P,,Q,, + PzQz 
Pol = ~ = -q (3.35) 

En el caso particular, cuando el vector seleccionado a lo largo 
de OL es el vector unitario A. (figura 3.23), se escribe 

?ol = P ‘ X (3.36) 



Figura 3.22 


Al descomponer P y A en sus componentes rectangulares y re- 
cordar, de la seccion 2.12, que las componentes de A a lo lar- 
go de los ejes cooixlenados son iguales, respectivamente, a los 
cosenos directores de OL, la proyeccion de P sobre OL se ex- 
presa como 

Pol = Py cos 9 X + P tJ cos 9 y + P z cos 9- (3.37) 

donde 9 X , 9 y y 9 Z representan los angulos que el eje OL forma 
con los ejes coordenados. 



Figura 3.23 


3.10. PRODUCTO TRIPLE MIXTO DE TRES VECTORES 

Se define al producto triple escalar o producto triple mixto de tres vec- 
tores S, P y Q como la expresion escalar 


S • (P X Q) 


(3.38) 


la cual se obtiene formando el producto escalar de S con el producto 
vectorial de P y Q . 1 


’En el capltulo 15 se presentara otro tipo de producto triple vectorial: el producto triple 
vectorial S x (P x Q). 




96 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 
de fuerza 





Al producto triple escalar de S, P y Q se le puede dar una inter- 
pretation geometrica simple (figura 3.24). En primer lugar, recuerde 
de la section 3.4 que el vector P X Q es perpendicular al piano que 
contiene a P y a Q y que su magnitud es igual al area del paralelogra- 
mo que tiene por lados a P y a Q. Por otro lado, la ecuacion (3.34) in- 
dica que el producto escalar de S y P X Q se puede obtener multipli- 
cando la magnitud de P X Q (esto es, el area del paralelogramo defmido 
por P y Q) por la proyeccion de S sobre el vector P X Q (esto es, por 
la proyeccion de S sobre la normal al piano que contiene al paralelo- 
gramo). Por tanto, el producto triple escalar es igual en valor absoluto 
al volumen del paralelepfpedo que tiene por lados a los vectores S, P 
y Q (figura 3.25). Se debe senalar que el signo del producto triple es- 
calar sera positivo si S, P y Q forman una triada a mano derecha, y se- 
ra negativo si estos forman una triada a mano izquierda [esto es, S • 
(P X Q) sera negativo si se observa desde el extremo terminal de S, 
que la rotation que hace a P colineal con Q va en el sentido de las ma- 
necillas del reloj]. El producto triple escalar sera igual a cero si S, P 
y Q son coplanares. 

Como el paralelepfpedo defmido en el parrafo anterior es inde- 
pendiente del orden en que se tomen los tres vectores, todos los seis 
productos triples escalares que se pueden formar con S, P y Q tendran 
el mismo valor absoluto, pero no el mismo signo. Se puede demostrar 
facilmente que 

S • (P X Q) = P • (Q X S) = Q • (S X P) 

= -S • (Q X P) = -P • (S X Q) = -Q • (P X S) 

Ordenando las letras que representan a los tres vectores en un cfrculo y 
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (figura 
3.26), se observa que el signo del producto triple escalar permanece inal- 
terado si se permutan los vectores en forma tal que estos todavfa se pue- 
dan leer en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Se dice que 
una permutation de este tipo es una permutacion circular. Tambien, a 
partir de la ecuacion (3.39) y de la propiedad conmutativa de los pro- 
ductos escalares, se concluye que el producto triple escalar de S, P y Q 
se puede definir tan bien con S • (P X Q) como con (S X P) • Q. 

El producto triple escalar de los vectores S, P y Q puede ser 
expresado en terminos de las componentes rectangulares de estos vec- 
tores. Denotando aPxQ con V y con la formula (3.30) para expre- 
sar el producto escalar de S y V, se escribe 

S • (P x Q) = s • V = S X V X + S y V y + S-V, 

Si se sustituyen las componentes de V a partir de las relaciones (3.9), 
se obtiene 


S • (P x Q) = S x (P y Q z - P z Q y ) + S y (P z Q x - P X Q Z ) 

+ S z (P x Q y ~ P,jQ x ) (3.40) 


Esta expresion se puede escribir en forma mas compacta si se observa 
que representa la expansion de un determinante: 



S,- 

Sy 

s z 

S • (P X Q) = 

Pr 

p y 

P z 


Qx 

Qy 

Q z 


(3.41) 


Aplicando las reglas que gobiernan a la permutation de renglones en 
un determinante, pueden verificarse facilmente las relaciones (3.39) 
que fueron derivadas a partir de consideraciones geometricas. 


3.11. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO 
A UN EJE DADO 


3.1 1 . Momento de una fuerza con respecto 
a un eje dado 
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Ahora que se ha incrementado el eonocimiento del algebra vectorial, se 
puede introducir un nuevo concepto: momento de una fuerza con res- 
pecto a un eje. Considerese nuevamente la fuerza F que actua sobre un 
cuerpo rfgido y el momento M 0 de dicha fuerza con respecto a O (figu- 
ra 3.27). Sea OL un eje a traves de O; el momento M OL de F con respec- 
to a OL se define como la proyeccion OC del momento M 0 sobre el eje 
OL. Representando al vector unitario a lo largo de OL como A. y recor- 
dando, de las secciones 3.9 y 3.6, respectivamente, las expresiones (3.36) 
y (3.11) obtenidas para la proyeccion de un vector sobre un eje dado y 
para el momento M 0 de una fuerza F, se escribe 


M 0 l = A • M 0 = \ • (r X F) (3.42) 

lo cual demuestra que el momento M OL de F con respecto al eje OL 
es el escalar que se obtiene formando el producto triple escalar de A, 
r y F. Expresando a Mql en forma de determinante, se escribe 



Figura 3.27 


Mol ~ 


A* 

x 

F x 


A y 

y 


a, 

F z 


(3.43) 


donde A x , A (/ , A z = cosenos directores del eje OL 

x, y,z = coordenadas del punto de aplicacion de F 
F x , Fy, F z = componentes de la fuerza F 

El significado fisico del momento M Q l de una fuerza F con res- 
pecto al eje fijo OL se vuelve mas evidente si se descompone a F en 
dos componentes rectangulares F , y F 2 con F i paralela a OL y F 2 , con- 
tenida en un piano P perpendicular a OL (figura 3.28). En forma simi- 
lar, descomponiendo a r en dos componentes iq y r 2 y sustituyendo a 
F y a r en (3.42), se escribe 



Figura 3.28 


M 0 l ~ A • [(iq + r 2 ) X (F x + F 2 )] 

= A-(r 1 xF 1 ) + A- (r-| X F 2 ) + A • (r 2 X F x ) + A • (r 2 X F 2 ) 


Con exception del ultimo termino del lado derecho, todos los produc- 
tos triples escalares son iguales a cero, puesto que involucran a vecto- 
res que son coplanares cuando se trazan a partir de un origen comun 
(section 3.10), se tiene 


Mol = A • (r 2 X F 2 ) (3.44) 

El producto vectorial r 2 x F 2 es perpendicular al piano P y represen- 
ta el momento de la componente F 2 de F con respecto al punto Q 
donde OL interseca a P. Por tanto, el escalar M OL , el cual sera positi- 
vo si r 2 X F 2 y OL tienen el mismo sentido y negativo en caso con- 
trario, mide la tendencia de F 2 a hacer rotar el cuerpo rfgido alrede- 
dor de OL. Como la otra componente F] de F no tiende a hacer rotar 
el cuerpo alrededor de OL, se concluye que el momento M OL de F con 
respecto a OL mide la tendencia de la fuerza F de impartirle al cuer- 
po rigido un movimiento de rotacion alrededor del eje fijo OL. 
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Figura 3.29 


A partir de la definition del momento de una fuerza con respecto a 
un eje, se concluye que el momento de F con respecto a un eje coorde- 
nado es igual a la componente de M 0 a lo largo de dicho eje. Al sustituir 
A de manera sucesiva en la ecuacion (3.42) por cada uno de los vectores 
unitarios i, j y k, se observa que las expresiones asi obtenidas para los 
momentos de F con respecto a los ejes coordenados son iguales, respec- 
tivamente, a las expresiones obtenidas en la section 3.8 para las compo- 
nentes del momento M 0 de F con respecto a O: 


M x = ijF, - zF y 

M y = zF x - xF z (3.18) 

M z = xF y - yF x 


Se aprecia que de la misma forma que las componentes F x , F y y F z de 
una fuerza F que actua sobre un cuerpo rigido miden, respectivamen- 
te, la tendencia de F a mover el cuerpo rigido en las direcciones de x, 
y y z, los momentos M x , M y y M, de F con respecto a los ejes coorde- 
nados miden, respectivamente, la tendencia de F a impartirle al cuer- 
po rigido un movimiento de rotation alrededor de los ejes x, y y z. 

En general, el momento de una fuerza F aplicada en A con res- 
pecto a un eje que no pasa a traves del origen, se obtiene seleccionan- 
do un punto arbitrario B sobre dicho eje (figura 3.29) y determinando 
la proyeccion sobre el eje BL del momento M B de F con respecto a 
B. Entonces, se escribe 


M bl = A • M b = A • (r A/B X F) (3.45) 


donde r A / B = r A — r B representa al vector trazado desde B hasta A. 
H Expresando a M BL en forma de determinante, se tiene 



K 


A, 

m bl — 

X A/B 

IjA/B 

Z A/B 


F x 

p y 

F z 


(3.46) 


donde \ x , A„, A- = cosenos directores del eje BL 

X A/B = X A — X B Ha/B = 1 Ja ~ 1 Jb z A/B = z A ~ Z B 
F x , F, f , F z = componentes de la fuerza F 

Se debe observar que el resultado obtenido es independiente del pun- 
to B seleccionado sobre el eje dado. De hecho, denotando con M C l el 
resultado obtenido con un punto C diferente, se tiene 

M C l = A. • [(r A - r c) X F] 

= ^ • [( r A - r B ) X F] + A • [(r B - r c ) X F] 

Pero como los vectores A y r B — r c son colineales, el volumen del pa- 
ralelepipedo que tiene por lados a los vectores A, r B — r c y F es igual 
a cero, al igual que el producto triple escalar de dichos vectores (sec- 
cion 3.10). Entonces, la expresion obtenida para M CL se reduce a su 
primer termino, el cual es la expresion empleada anteriormente para 
definir a M BL . De manera adicional, a partir de la section 3.6 se con- 
cluye que cuando se calcula el momento de F con respecto a un eje da- 
do, A puede ser cualquier punto a lo largo de la linea de action de F. 
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PROBLEMA RESUELTO 3.5 



Sobre el cubo de lado a actua una fuerza P, como se muestra en la figura. 
Determine el momenta de P: a) con respecto a A, b) con respecto a la arista 
AB y c) con respecto a la diagonal AG del cubo; d) con el resultado del in- 
ciso c), determine la distancia perpendicular entre AG y FC. 


y 


D C 



y 


D C 



D C 



SOLUCION 


a) Momenta con respecto a A. A1 seleccionar los ejes x, y y z como 
se muestra en la figura, la fuerza P y el vector r F / A = AF, trazado desde A 
hasta el punto de aplicacion F de P, se descomponen en sus componentes 
rectangulares. 

r F /A = ai- aj = a( i - j) 

P = (P/V 2)j - (P/V 2)k = (P/V 2)(j - k) 

El momenta de P con respecto a A es igual a 

M a = r F/A X P = a(i - j) X (P/V 2)( j - k) 

M a = (aP/V2)(i + j + k) ◄ 

b) Momento con respecto a AB. Proyectando a M A sobre AB, se 
escribe 

M ab = i • M a = i • (flP/V 2)(i + j + k) 

M ab = ciP/V2 ◄ 


Se verifica que, como AB es paralela al eje x, M AB tambien es la cornpo- 
nente del momento M A . 

c) Momenta con respecto a la diagonal AG. El momento de P 
con respecto a AG se obtiene proyectando a M A sobre AG. Denotando con 
A. el vector unitario a lo largo de AG, se tiene 
AG ai — a\ — ak 

V - (1/V3)C - j - k) 

M AG = A • M A = (1/V3)(i - j - k) • (aP/V2)(i + j + k) 

M ag = («P/V 6)(1 - 1 - 1) M AG = ~aP/V& ◄ 


Metodo alternative). El momento de P con respecto a AG tambien 
se puede expresar en forma de determinante: 



K 

V 
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1/V3 

-1/V3 

-1/V3 

M A Q — 

X F/A 

y F /A 

Z F /A 

= 

a 

—a 

0 


F x 

F y 

F z 


0 

P/V 2 

-P/V 2 


d) Distancia perpendicular entre AG y FC. Primero se observa 
que P es perpendicular a la diagonal AG. Esto se puede comprobar con el 
producto escalar P • A y verificar que dicho producto es igual a cero: 

P • A = (P/V2)( j - k) • (1/V3)(i - j - k) = (P\/6)(0 - 1 + 1) = 0 

Entonces, el momento M AG puede ser expresado como -Pd, donde d es la 
distancia perpendicular desde AG hasta FC. (El signo negativo se usa puesto 
que para un observador ubicado en G, la rotacion impartida al cubo por P 
tiene el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.) Recordando el 
valor encontrado para M AG en el inciso c), se tiene 

M ag = -Pd = -aP/V6 d = a/V 6 ◄ 
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R E S O L UCION DE PROB L E M A S 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas correspondientes a esta section, se aplicara el proclucto escalar 
o producto punto de dos vectores para determinar el dngulo formado por dos vec- 
tores dados y para determinar la proyeccion de unafuerza sobre un eje dado. Tam- 
bien se utilizara el producto triple escalar de tres vectores para encontrar el mo- 
mento de una fuerza con respecto a un eje dado y para determinar la distancia 
perpendicular entre dos Uneas. 

1. Calculo del dngulo formado por dos vectores dados. Primero se expresa 
cada uno de los vectores en terminos de sus componentes y se determinan las mag- 
nitudes de los dos vectores. Despues, se obtiene el coseno del angulo buscado con 
la division del producto escalar de los dos vectores entre el producto de sus respec- 
tivas magnitudes [ecuacion (3.32)]. 

2. Calculo de la proyeccion de un vector P sobre un eje dado OL. En ge- 
neral, se comienza con la expresion en terminos de sus componentes de P y del 
vector unitario A que define la direction del eje. Se debe tener cuidado de que A 
tenga el sentido correcto (esto es, de que A este dirigido desde O liasta L). Enton- 
ces, la proyeccion buscada es igual al producto escalar P • A. Sin embargo, si se co- 
noce el angulo 6 que forman P y A, la proyeccion tambien se puede calcular como 
P cos 6. 


3. Determinacion del momento M OL de una fuerza con respecto a un eje 
dado OL. Se definio a M 0 l como 

M ol = A • M 0 = A • (r X F) (3.42) 

donde A es el vector unitario a lo largo de OL y r es el vector de position desde cual- 
quier punto sobre la linea OL hasta c-ualquier punto sobre la linea de action de F. 
Como fue el caso para el momento de una fuerza con respecto a un punto, elegir el 
vector de position mas conveniente simplificara los calculos. Ademas, tambien se de- 
be recordar la advertencia de la lection anterior: los vectores r y F deben tener el 
sentido correcto y ser colocados en la formula en el orden apropiado. El procedi- 
miento que se debe seguir cuando se calcula el momento de una fuerza con respec- 
to a un eje se ilustra en el inciso c) del problema resuelto 3.5. Los dos pasos esencia- 
les en este procedimiento son: expresar primero a A, r y F en terminos de sus com- 
ponentes rectangulares para despues evaluar el producto triple escalar A • (r X F) 
con el fin de determinar el momento con respecto al eje. En la mayorfa de los pro- 
blemas tridimensionales, la forma mas conveniente para calcular el producto triple 
escalar es emplear un determinante. 
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Como se menciono anteriormente, cuando A esta dirigido a lo largo de uno de los 
ejes coordenados, M Q l es igual al componente escalar de M 0 a lo largo de ese eje. 





4. Determination de la distancia perpendicular entre dos lineas. Se debe 
recordar que la componente perpendicular F 2 de la fuerza F es la que tiende a ha- 
cer que el cuerpo ngido gire alrededor de un eje dado OL (figura 3.28). Entonces se 
conciuye que 

M 0 l = F 2 d 

donde M OL es el momento de F alrededor del eje OL y d es la distancia perpen- 
dicular entre OL y la linea de action de F. Esta ultima ecuacion proporciona una tec- 
nica simple para determinar d. Primero, supongase que la fuerza F de magnitud cono- 
cida F se encuentra a lo largo de una de las lineas dadas y que el vector unitario X. se 
ubica a lo largo de la otra linea. Despues, calcule el momento M 0 l de la fuerza F con 
respecto a la segunda linea con el metodo que se presento en los parrafos anteriores. 
La magnitud de la componente paralela de F, F 1; se obtiene utilizando el producto es- 
calar: 

F 1 = F-\ 

El valor de F 2 se determina a partir de 

F 2 = Vf 2 - F? 

Por ultimo, se sustituyen los valores de M OL y F 2 en la ecuacion M OL = F 2 d y se re- 
suelve para cl. 

Aliora se puede comprender que el calculo de la distancia perpendicular en el inci- 
so d) del problema resuelto 3.5 se simplified debido a que P era perpendicular a la 
diagonal AG. Como, en general, las dos lineas dadas no seran perpendiculares, la tec- 
nica recien descrita se debe emplear cuando se desee determinar la distancia per- 
pendicular entre ellas. 


Problemas 



Dados los vectores P = 3i — j + 2k, Q = 4i + 5j — 3k y S = 
— 2i + 3j — k, calcule los productos escalares P ■ Q, P • S y Q • S. 


F 



Figura P3.37 y P3.38 



3.36 Obtenga los productos escalares B ■ C y B' • C, donde B = B' , 
y utilice los resultados obtenidos para demostrar la identidad 

cos a cos /3 = \ cos (ct + /3) + \ cos (a — /3). 

3.37 La section AB de una Liberia se encuentra en el piano yz y forma 
un angulo de 37° con el eje z. Las lineas ramales CD y EF se unen a AB 
como se muestra en la figura. Determine el angulo que forman los tubos AB 
y CD. 

3.38 La section AB de una Liberia se encuentra en el piano yz y forma 
un angulo de 37° con el eje z. Las lineas ramales CD y EF se unen a AB 
como se muestra en la figura. Determine el angulo que forman los tubos AB 
y EF. 

Determine el angulo formado por los tirantes AB y AC de la red 
de voleibol que se muestra en la figura. 



Figura P3.39 y P3.40 

3.40 Determine el angulo formado por los tirantes AC y AD de la red 
de voleibol que se muestra en la figura. 

3.41 Si se sabe que la tension en el cable AC es de 1 260 N, deter- 
mine a) el angulo entre el cable AC y el aguilon AB, b ) la proyeccion sobre 
AB de la fuerza ejercida por el cable AC en el punto A. 

3.42 Si se sabe que la tension en el cable AD es de 405 N, determine 
a) el angulo entre el cable AD y el aguilon AB, b) la proyeccion sobre AB de 
la fuerza ejercida por el cable AD en el punto A. 
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3.43 El collarfn P se puede mover a lo largo de la barra OA. Una cuerda 
elastica PC esta unida al collarfn y al elemento vertical BC. Si se sabe que la 
distancia del punto O al punto P e s de 6 in. y que la tension en la cuerda es 
de 3 lb, determine a) el angulo entre la cuerda elastica y la barra OA y b) la 
proyeccion sobre OA de la fuerza ejercida por la cuerda PC en el punto P. 

3.44 El collarfn P se puede mover a lo largo de la barra OA. Una cuerda 
elastica PC esta unida al collarfn y al elemento vertical BC. Determine la dis- 
tancia de O a P para la cual la cuerda PC y la barra OA son mutuamente per- 
pendiculares. 

3.45 Determine el volumen del paralelepipedo de la figura 3.25 si a) 
p = 4i _ 3j + 2k, Q = -2i - 5j + k y S = 7i + j - k, b) P = 5i - j + 
6k, Q = 2i + 3j + kyS = — 3i — 2j + 4k. 



3.46 Dados los vectores P = 4i - 2j + 3k, Q = 2i + 4j - 5k, y S = Figura P3.43 y P3.44 

S x i - j + 2k, determine el valor de S x para el cual los tres vectores son co- 
planares. 


3.47 La tapa ABCD de un baul de 0.61 X 1.00 m tiene bisagras a lo 
largo de AB y se mantiene abierta mediante una cuerda DEC que pasa so- 
bre un gancho en E sin friction. Si la tension de la cuerda es de 66 N, de- 
termine el momenta de la fuerza ejercida por la cuerda en D respecto de 
cada uno de los ejes coordenados. 



Figura P3.47 y P3.48 


3.48 La tapa ABCD de un baul de 0.61 X 1.00 m tiene bisagras a lo 
largo de AB y se mantiene abierta mediante una cuerda DEC que pasa so- 
bre un gancho en E sin friction. Si la tension de la cuerda es de 66 N, de- 
termine el momenta de la fuerza ejercida por la cuerda en C respecto de 
cada uno de los ejes coordenados. 
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Para levantar una caja pesada, un hombre usa un bloque y un 
polipasto y los sujeta a la parte inferior de la viga I mediante el gancho B. Si 
se sabe que los momentos, de los ejes y y z, de la fuerza ejercida eii B por 
el trarno AB de la cuerda son, respectivamente, de 120 N ■ my -460 N • m, 
determine la distancia a. 

Para levantar una caja pesada, un hombre usa un bloque y un 
polipasto y los sujeta a la parte inferior de la viga I mediante el gancho B. Si 
se sabe que el hombre aplica una fuerza de 195 N al extremo A de la cuerda 
y que el momenta de esa fuerza alrededor del eje y es de 132 N • m, de- 
termine la distancia a. 

Una lancha pequena cuelga de dos gruas, una de las cuales se 
muestra en la figura. Se sabe que el momenta alrededor del eje 3 de la fuerza 
resultante R A ejercida sobre la grua en A no debe exceder 279 lb • ft en va- 
lor absoluto. Determine la maxima tension permisible en la linea ABAD 
cuando x = 6 ft. 


Figura P3.49 y P3.50 


3.52 Para la grua del problema 3.51, determine la maxima distancia 
permisible x cuando la tension en la linea ABAD es de 60 lb. 




3.53 Para allojar una valvula congelada, se aplica una fuerza F sobre 
la manivela con una magnitud de 70 lb. Si se sabe que 6 = 25°, M x = —61 
lb • ft y M z = —43 lb • ft, determine 0 y d. 



Figura P3.53 y P3.54 


3.54 Cuando se aplica una fuerza F sobre la manivela de la valvula 
mostrada en la figura, sus momentos alrededor de los ejes x y z son M x = 
— 77 lb • ft y M- = —81 lb • ft, respectivamente. Si d = 27 in., determine el 
momenta M tJ de F alrededor del eje ij. 

3 55 El marco ACD esta articulado en A y D y se sostiene por medio 
de un cable, el cual pasa a traves de un anillo en B y esta unido a los gan- 
chos en Gy H. Si se sabe que la tension en el cable es de 450 N, determine 
el momenta respecto de la diagonal AD de la fuerza ejercida sobre el marco 
por el tramo BH del cable. 


Figura P3.55 


3.56 En el problema 3.55 determine el momento respecto de la dia- 
gonal AD de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BG del cable. 


Problemas 
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3.57 La placa triangular ABC se sostiene mediante soportes de rotula 
en B y D y se mantiene en la position mostrada mediante los cables AE y 
CF. Si la fuerza ejercida por el cable AE en A es de 55 N, determine el mo- 
mento de esa fuerza respecto de la linea que une los puntos D y B. 



Figura P3.57 y P3.58 


3.58 La placa triangular ABC se sostiene mediante soportes de rotula 
en B y D y se mantiene en la position mostrada mediante los cables AE y 
CF. Si la fuerza ejercida por el cable CF en C es de 33 N, determine el mo- 
mento de esa fuerza respecto de la linea que une los puntos D y B. 

3.59 Un tetraedro regular tiene seis lados de longitud a. Si una fuerza 
P se aplica a lo largo del borde BC como se muestra en la figura. Determine 
el momento de la fuerza P alrededor del borde OA. 



3.60 Un tetraedro regular tiene seis lados de longitud a. a) Demues- 
tre que dos bordes opuestos, como OA y BC, son perpendiculares entre si. 
b) Use esta propiedad y el resultado obtenido en el problema 3.59 para de- 
terminar la distancia perpendicular entre los bordes OA y BC. 


106 


Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 
de fuerza 


Un letrero erigido sobre suelo irregular se sostiene mediante los 
cables atirantados EF y EG. Si la fuerza ejercida por el cable EF en E es de 
46 lb, determine el momento de esa fuerza alrededor de la linea que une los 
puntos Ay D. 



Figura P3.61 y P3.62 

Un letrero erigido sobre suelo irregular se sostiene mediante los 
cables atirantados EF y EG. Si la fuerza ejercida por el cable EG en E es de 
54 lb, determine el momento de esa fuerza alrededor de la linea que une los 
puntos Ay D. 

Dos fuerzas F : y F 2 en el espacio tienen la misma magnitud F. 
Demuestre que el momento de F : alrededor de la linea de action de F 2 es 
igual al momento de F 2 alrededor de la linea de action de F^ 

En el problema 3.55 determine la distancia perpendicular entre 
el trarno BFI del cable y la diagonal AD. 

* 3.65 En el problema 3.56 determine la distancia perpendicular entre 
el tramo BG del cable y la diagonal AD. 

* 3.66 En el problema 3.57 determine la distancia perpendicular entre 
el cable AE y la linea que une los puntos D y B. 

* 3.67 En el problema 3.58 determine la distancia perpendicular entre 
el cable CF y la linea que une los puntos D y B. 

* 3.68 En el problema 3.61 determine la distancia perpendicular entre 
el cable EF y la linea que une los puntos Ay D. 

* 3.69 En el problema 3.62 determine la distancia perpendicular entre 
el cable EG y la linea que une los puntos Ay D. 


3.12. MOMENTO DE UN PAR 
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Se dice que dos fuerzas F y — F que tienen la misma magnitud, Uneas 
de accion paralelas y sentidos opuestos forman un par (figura 3.30). 
Obviamente, la suma de las componentes de las dos fuerzas en cual- 
quier direction es igual a cero. Sin embargo, la suma de los momen- 
tos de las dos fuerzas con respecto a un punto dado no es cero. Aun- 
que las dos fuerzas no originaran una traslacion del cuerpo sobre 
el que estan actuando, estas si tenderan a hacerlo rotar. 

Al representar con r A y r B , respectivamente, a los vectores de po- 
sition de los puntos de aplicacion de F y — F (figura 3.31), se encuen- 
tra que la suma de los momentos de las dos fuerzas con respecto a O es 

r A X F + r B X (— F) = (r A - r B ) X F 

Si se define r A — r B = r, donde r es el vector que une los puntos de 
aplicacion de las dos fuerzas, se concluye que la suma de los momen- 
tos de F y — F, con respecto a O, esta representado por el vector 

M = r X F (3.47) 

El vector M se conoce como el momento del par; se trata de un vec- 
tor perpendicular al piano que contiene las dos fuerzas y su magnitud 
esta dada por 

M = rF sen 0 = Fd (3.48) 

donde d es la distancia perpendicular entre las lineas de accion de F 
y — F. El sentido de M esta definido por la regia de la mano derecha. 

Como el vector r en (3.47) es independiente de la election del ori- 
gen O de los ejes coordenados, se observa que se obtendrfa el mismo 
resultado si los momentos de F y — F se hubieran calculado con res- 
pecto a un punto O'. Por tanto, el momento M de un par es un vec- 
tor libre (section 2.3) que puede ser aplicado en cualquier punto (fi- 
gura 3.32). 

A partir de la definition del momento de un par tambien se con- 
cluye que dos pares, uno constituido por las fuerzas F, y — F ls y el otro 
constituido por las fuerzas F 2 y — F 2 (figura 3.33) tendran momentos 
iguales si 

FA = F 2 d 2 (3.49) 

y si los dos pares se encuentran en pianos paralelos (o en el mismo pia- 
no) y tienen el mismo sentido. 



Figura 3.33 




Figura 3.31 




Fotografia 3.1 Las fuerzas paralelas de 
igual magnitud ejercidas hacia arriba y 
hacia abajo sobre los brazos de la cruceta, 
son ejemplo de un par. 
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de fuerza 

La figura 3.34 muestra tres pares que actuan de manera sucesiva sobre 
la misma caja rectangular. Como se vio en la section anterior, el unico 
movimiento que un par le puede impartir a un cuerpo rigido es una ro- 
tation. Como cada uno de los tres pares mostrados tiene el mismo mo- 
menta M (la misma direction y la misma magnitud M = 120 lb • in.), se 
puede esperar que los tres pares tengan el mismo efecto sobre la caja. 


y y y 



Figura 3.34 

Por mas razonable que parezca esta conclusion, no debe aceptarse 
de inmediato. Aunque la intuition es de gran ayuda en el estudio de la 
mecanica, no debe ser aceptada como un sustituto del razonamiento 16- 
gico. Antes de establecer que dos sistemas (o grupos) de fuerzas tienen 
el mismo efecto sobre un cuerpo rigido, esto debe demostrarse con ba- 
se en la evidencia experimental que se ha presentado hasta este momen- 
ta. Esta evidencia consiste en la ley del paralelogramo para la suma de 
dos fuerzas (section 2.2) y en el principio de transmisibilidad (section 
3.3). Por tanto, se establecera que dos sistemas de fuerzas equivalentes 
(esto es, que dichos sistemas tienen el mismo efecto sobre un cuerpo ri- 
gido) si pueden transformar a uno de ellos en el otro por medio de una 
o varias de las siguientes operaciones: 1) reemplazar dos fuerzas que ac- 
tuan sobre la misma particula por su resultante, 2) descomponer a una 
fuerza en dos componentes, 3) cancelar dos fuerzas iguales y opuestas 
que actuan sobre la misma particula, 4) unir a la misma particula dos 
fuerzas iguales y opuestas y 5) mover una fuerza a lo largo de su linea de 
action. Cada una de estas operaciones se justifica facilmente con base 
en la ley del paralelogramo o en el principio de transmisibilidad. 

Aliora se precede a demostrar que dos pares que tienen el mismo 
momento M son equivalentes. Primero se consideran dos pares conte- 
nidos en el mismo piano y se supone que dicho piano coincide con el 
piano de la figura (figura 3.35). El primer par esta constituido por las 
fuerzas Fj y — Fj de magnitud F i, las cuales estan localizadas a una 
distancia d\ entre si (figura 3.35a), y el segundo par esta constituido 
por las fuerzas F 2 y — F 2 de magnitud F 2 , localizadas a una distancia 
d 2 entre si (figura 3.35 d). Como los dos pares tienen el mismo momen- 
to M, que es perpendicular al piano de la figura, ambos pares deben 
tener el mismo sentido (el cual se ha supuesto contrario al movimien- 
to de las manecillas del reloj) y la relation 

Fid i = F 2 d 2 (3.49) 

debe ser satisfecha. Para comprobar que los dos pares son equivalentes, 
se debe demostrar que el primer par puede ser transformado en el se- 
gundo por medio de las operaciones enumeradas con anterioridad. 





Figura 3.35 


Al representar con A, B, C y D los puntos de intersection de las li- 
neas de action de los dos pares, se deslizan primero las fuerzas F x y 
— F| hasta que esten unidas, respectivamente, a A y B, como se mues- 
tra en la figura 3.35 b. Entonces, la fuerza F x se descompone en una 
componente P a lo largo de la linea AB y una componente Q a lo lar- 
go de AC (figura 3.35c); similarmente, la fuerza — F x se descompone 
en — P a lo largo de AB y en — Q a lo largo de BD. Las fuerzas P y — P 
tienen la misma magnitud, la misma linea de action y sentidos opues- 
tos; tales fuerzas pueden moverse a lo largo de su linea de action co- 
mun hasta aparecer aplicadas en el mismo punto para que, entonces, 
puedan ser canceladas. Por tanto, el par formado por F, y — F x se re- 
duce al par constituido por Q y — Q. 

A continuation se comprueba que las fuerzas Q y — Q son iguales, 
respectivamente, a las fuerzas — F 2 y F 2 . El momenta del par formado 
por Q y — Q puede obtenerse calculando el momenta de Q con respec- 
to a £>; en forma similar, el momenta del par formado por F x y — F x es 
el momenta de F x con respecto a B. Pero, por el teoroma de Varignon, 
el momenta de F x es igual a la suma de los momentos de sus compo- 
nentes P y Q. Como el momento de P con respecto a B es igual a ce- 
ro, el momento del par formado por Q y — Q debe ser igual al momen- 
to del par formado por F x y — F x . Recordando (3.49), se escribe 

Qd 2 = Fyd x = F 2 d 2 y Q = F 2 




b) 


Por tanto, las fuerzas Q y — Q son iguales, respectivamente, a las fuer- 
zas — F 2 y F 2 , y el par de la figura 3.35c es equivalente al par de la fi- 
gura 3.35 d. 

Considere ahora dos pares contenidos en pianos paralelos P x y P 2 ; a 
continuation se demostrara que diehos pares son equivalentes si tienen 
el mismo momento. En virtue! de lo que se ha presentado hasta ahora, se 
puede suponer que ambos pares estan constituidos por fuerzas que tie- 
nen la misma magnitud F y que actuan a lo largo de lineas paralelas (fi- 
gura 3.36a y d). Se pretende demostrar que el par contenido en el piano 
P x puede ser transformado en el par contenido en el piano P 2 por medio 
de las operaciones estandar que ya se mencionaron. 

Considere dos pianos defmidos, respectivamente, por las lineas de 
action de F x y — F 2 y por las lineas de action de — F x y F 2 (figura 3.36 b). 
En un punto sobre la linea de intersection de los dos pianos se unen 
dos fuerzas F, 3 y — F 3 , que son iguales, respectivamente, a F x y — F x . 
El par formado por F x y — F 3 puede ser reemplazado por un par cons- 
tituido por F 3 y — F 2 (figura 3.36c) puesto que, obviamente, ambos pa- 
res tienen el mismo momento y estan contenidos en el mismo piano. 
En forma analoga, el par formado por — F x y F 3 puede ser reemplaza- 
do por un par constituido por— F 3 y F 2 . Cancelando las dos fuerzas igua- 



c) 


p 1 



d) 

Figura 3.36 
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-F 2 



F 2 

a) 


Mj 



b) 

Figura 3.37 


les y opuestas F 3 y — F 3 , se obtiene el par deseado en el piano P 2 (fi- 
gura 3.36 d). En este sentido, se concluye que dos pares que tienen el 
mismo momento M son equivalentes si estan contenidos en el mismo 
piano o en pianos paralelos. 

La propiedad que se acaba de establecer es muy importante para 
entender correctamente la mecanica de los cuerpos rigidos. Esta pro- 
piedad indica que cuando un par actua sobre un cuerpo rfgido, es irre- 
levante donde actuan las dos fuerzas que forman al par o cuales son la 
magnitud y la direccion que esas fuerzas tienen. Lo unico que importa 
es el momento del par (su magnitud y direccion). Los pares con el mis- 
mo momento tendran el mismo efecto sobre el cuerpo rfgido. 


3.14. ADICION O SUMA DE PARES 

Considere dos pianos Pi y P 2 que se intersecan y dos pares que actuan, 
respectivamente, en P x y P 2 . Se puede suponer, sin perder la genera- 
lidad, que el par en P x consta de dos fuerzas F, y — F x perpendicula- 
res a la linea de intersection de los dos pianos y que actuan, respecti- 
vamente, en A y B (figura 3.37 a). En forma similar, se supone que el 
par en P 2 consta de dos fuerzas F 2 y — F 2 perpendiculares a AB y que 
actuan, respectivamente, en A y B. Es obvio que la resultante R de F, 
y F 2 y la resultante — R de — F x y — F 2 forman un par. Si se represen- 
ta con r el vector que une a B con A y si recordamos la definition de 
par (section 3.12), el momento M del par resultante queda expresado 
como sigue: 

M = r X R = r X (Fj + F 2 ) 

y, por el teorema de Varignon, 

M = rXF 1 +rXF 2 

Pero el primer termino en la expresion obtenida representa al momento 
M | del par en P 1 y el segundo termino representa al momento M 2 del 
par en P 2 . Asi se tiene 

M = Mi + M 2 (3.50) 

y se concluye que la suma de dos pares cuyos momentos son iguales a 
Mi y M 2 es un par de momento M igual a la suma vectorial de M x y 
M 2 (figura 3.37 b). 

3.15. LOS PARES PUEDEN REPRESENTARSE 
POR MEDIO DE VECTORES 

Como se vio en la section 3.13, los pares que tienen el mismo momen- 
to, sin importar si actuan en el mismo piano o en pianos paralelos, son 
equivalentes. Por tanto, no hay necesidad de dibujar las fuerzas que en 
realidad forman un par dado eon el proposito de definir el efecto que 
dicho par tiene sobre un cuerpo rfgido (figura 3.38 a). Es suficiente di- 
bujar una flecha igual en magnitud y direccion al momento M del par 
(figura 3.38 b). Por otra parte, en la seccion 3.14 quedo expresado que 
la suma de dos pares es otro par y que el momento M del par resul- 
tante puede obtenerse mediante la suma vectorial los momentos M x y 
M 2 , de los pares dados. Por consiguiente, los pares obedecen la ley pa- 
ra la adicion de veetores y la flecha usada en la figura 3.38b para re- 
presentar al par definido en la figura 3.38a puede considerarse como 
un vector verdadero. 


El vector que representa un par recibe el nombre de vector cle par. 

1 . o on 1 , n 1 • 

Observese que en la tigura 3.3s se uso una flecha roja para distmguir al 
vector de par, la cual representa al par mismo , del momento del par, que 
se represento con una flecha verde en figuras anteriores. Notese tam- 
bien que se ha agregado el simbolo 'j a esta flecha roja con el fin de evi- 
tar cualquier confusion con los vectores que representan fuerzas. El vec- 
tor de par, como el momento de un par, es un vector libre. Por tanto, su 
punto de aplicacion puede ser elegido en el origen del sistema de coor- 
denadas si asi se desea (figura 3.38c). Ademas, el vector del momento M 
se puede descomponer en componentes vectoriales M v , M (/ y M., las 
cuales estan dirigidas a lo largo de los ejes coordenados (figura 3.38 d). 
Esas componentes vectoriales representan pares que actuan, respecti- 
vamente, en los pianos yz, zxyxy. 



a) 


b) 


c) 


Figura 3.38 



3.16. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA DADA 
EN UNA FUERZA EN O Y UN PAR 

Considere una fuerza F que actua sobre un cuerpo rigido en un pun- 
to A definido por el vector de position r (figura 3.39a). Suponga que 
por alguna razon se quiere que la fuerza actue en el punto O. Aunque 
F se puede mover a lo largo de su linea de action (principio de trans- 
misibilidad), no es posible moverla al punto O, que no se encuentra 
sobre la linea de action original de la fuerza, sin modificar el efecto 
que F tiene sobre el cuerpo rigido. 





Figura 3.39 


Sin embargo, pueden unirse dos fuerzas al punto O, una igual a F 
y otra igual a — F, sin modificar el efecto que la fuerza original tiene so- 
bre el cuerpo rigido (figura 3.39 b). Como una consecuencia de esta 
transformation, ahora una fuerza F se aplica en O; las otras dos fuerzas 
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c) 

Figura 3.39 ( repetida ) 


forman un par con un momento M 0 = r X F. Por tanto, c ualquier fuer- 
za F que actue sobre un cuerpo rigiclo puede ser trasladada a un punto 
arbitrario O siempre y cuando se agregue un par cuyo momento sea igual 
al momento de F con respecto a O. El par tiende a impartirle al cuerpo 
rfgido el mismo movimiento de rotation alrededor de O que la fuerza F 
ocasionaba antes de que fuera trasladada al punto O. El par se represen- 
ta por el vector de par M 0 que es perpendicular al piano que contiene 
a r y a F. Como M 0 es un vector libre, puede ser aplieado en cualquier 
lugar; sin embargo, por conveniencia, usualmente el vector de par se fi- 
ja en O, junto con F, y se hace referencia a la combination obtenida co- 
mo un sistema fuerza-par (figura 3.39c). 

Si la fuerza F se hubiera trasladado del punto A a un punto diferen- 
te O' (figura 3.40a y c), se tendria que calcular el momento M 0 ' = r' 
X F de F con respecto a O' y se hubiera fijado a O' un nuevo sistema 
fuerza-par constituido por F y por el vector de par M 0 -. La relation que 
existe entre los momentos de F con respecto a O y a O' se obtiene 

Mo- =r'xF = (r + s)xF = rXF + sXF 


M 0 ' = M 0 + s X F 


(3.51) 


donde s es el vector que une a O' con O. De esta manera, el momento 
M 0 ' de F con respecto a O' se obtiene sumandole al momento M 0 de 
F con respecto a O el producto vectorial s X F que representa el mo- 
mento con respecto a O' de la fuerza F aplicada en O. 



a) 

Figura 3.40 


b) 


C ) 



Fotografi'a 3.2 La fuerza ejercida por cada mano 
sobre la Nave puede reemplazarse por un sistema 
equivalente fuerza-par que actua sobre la tuerca. 


Este resultado tambien pudo obtenerse observando que, para tras- 
ladar a O' al sistema fuerza-par unido a O (figura 3.40b y c), el vector 
de par M 0 se puede mover libremente a O'; sin embargo, para mover 
la fuerza F de O a O' es necesario agregarle a F un vector de par cuyo 
momento sea igual al momento con respecto a O' de la fuerza F apli- 
cada en O. Por tanto, el vector de par M 0 ' debe ser igual a la suma de 
M 0 y el vector s X F. 

Como ya se ha mencionado, el sistema fuerza-par obtenido a partir 
de trasladar una fuerza F de un punto A a un punto O consta de un vec- 
tor de fuerza F y de un vector de par M 0 perpendicular a F. Por el con- 
trario, cualquier sistema fuerza-par que conste de una fuerza F y de un 
vector de par M 0 que sean mutuamente perpendiculares, puede ser 
reemplazado por una sola fuerza equivalente. Esto se lleva a cabo mo- 
viendo la fuerza F en el piano perpendicular a M 0 hasta que su momen- 
to con respecto a O sea igual al momento del par que se desea eliminar. 




y 


PROBLEMA RESUELTO 3.6 



Determine las componentes del par simple que es equivalente a los dos pa- 
res mostrados. 


SOLUCION 



Los calculos se simplificaran si se fijan en A dos fuerzas de 20 lb iguales y 
opuestas. Esto permitira reemplazar al par original de las fuerzas de 20 lb 
por dos nuevos pares originados por fuerzas de 20 lb, uno de los cuales se 
encuentra en el piano zx ; el otro se encuentra en un piano paralelo al piano 
xy. Los tres pares mostrados en el croquis adjunto pueden ser representados 
por tres vectores de par M v , M, y y M- dirigidos a lo largo de los ejes coorde- 
nados. Los momentos correspondientes son 


M x = -(30 lb)(18 in.) = -540 lb • in. 
M y = +(20 lb)(12 in.) = +240 lb • in. 
M- = +(20 lb)(9 in.) = +180 lb • in. 


M = + (2401b -in.) j 


M r = - (540 lb • in.)i 


4 

v 


M- = + (180 lb *in.)k 



Estos tres momentos representan las componentes del par simple M, equi- 
valente a los pares dados. Asi, se escribe 

M = -(540 lb ■ in.)i + (240 lb ■ in.)j + (180 lb ■ in.)k ◄ 


Solucion altemativa. Las componentes del par equivalente simple 
M tambien pueden ser determinadas calculando la suma de los momentos 
de las cuatro fuerzas dadas con respecto a un punto arbitrario. Si se elige al 
punto D, se escribe 


M = M d = (18 in.)j X (—30 lb)k + [(9 in.)j — (12 in.)k] X (—20 lb)i 


y despues de calcular los diversos productos cruz se tiene 


M = -(540 lb • in.)i + (240 lb • in.)j + (180 lb • in.)k ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 3.7 



Reemplace el par y la fuerza mostrados en la figura por una sola fuerza equi- 
valente aplicada a la palanca. Determine la distancia desde el eje hasta el 
punto de aplicacion de esta fuerza equivalente. 


260 mm 


- (24 N ■ m)k 



F = - (400 N)j 


150 mm 



SOLUCION 

Primero se reemplazan la fuerza y el par dados por un sistema equivalente 
fuerza-par en O. La fuerza F = —(400 N)j se mueve a O y al mismo tiem- 
po se agrega un par de momenta M 0 igual al momenta con respecto a O, 
de la fuerza en su position original. 


- (24 N ■ m)l<f|' - ( 60 N ' m ) k 
- (400 N)j 


M 0 = OB x F = ((0.150 m)i + (0.260 m)j] x (-400 N)j 
= -(60 N • m)k 



Este par se suma al par formado por las dos fuerzas de 200 N, cuyo par de 
momenta es igual a —(24 N • m)k y se obtiene un par de momenta igual a 
— (84 N • m)k. Este ultimo par puede ser eliminado aplicando la fuerza F en 
un punto C seleccionado de manera que 


- (400 N)j 
60° 


-(84 N • m)k = OC x F 

= [(OC) cos 60°i + (OC) sen 60°j] X (-400 N)j 
= -(OC) cos 60°(400 N)k 


r - (400 N)j 


Entonces, se concluye 

(OC) cos 60° = 0.210 m = 210 mm OC = 420 mm A 




Solution alternativa. Como el efecto de un par no depende de su 
ubicacion, el par de momenta —(24 N • m)k puede trasladarse a B; por tan- 
to, se obtiene un sistema fuerza-par en B. Ahora el par puede ser eliminado 
aplicando la fuerza F en un punto C elegido de manera que 

-(24 N • m)k = ~BC x F 

= ~(BC) cos 60°(400 N)k 


Asi, se concluye que 


(BC) cos 60° = 0.060 m = 60 mm BC = 120 mm 
OC = OB + BC ^ 300 mm + 120 mm OC = 420 mm ◄ 
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R E S O L UCION DE PROB L E M A S 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se estudiaron las propiedades de los pares. Para resolver los pro- 
blemas que se presentan a continuation es necesario recordar que el efecto neto 
de un par consiste en producir un momento M. Como diclio momento es indepen- 
diente del punto con respecto al cual se calcula, M es un vector libre y, por tanto, 
permanece inalterado a medida que se mueve de un punto a otro. Ademas, dos pa- 
res son equivalentes (esto es, ambos tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rfgi- 
do dado) si producen el mismo momento. 


Al determinar el momento de un par, pueden aplicarse todas las tecnicas vistas ante- 
riormente para calcular momentos. Ademas, como el momento de un par es un vec- 
tor libre, debe ser determinado empleando el punto que resulte mas conveniente. 


En virtud de que el unico efecto de un par es producir un momento, es posible re- 
presentar un par por medio de un vector, el vector cle par, que es igual al momento 
del par. El vector de par es un vector libre y sera representado por un simbolo es- 
pecial, £? para distinguirlo de los vectores de fuerza. 


Al resolver los problemas propuestos de esta leccion se tendran que llevar a cabo las 
siguientes operaciones: 

1 Swnar dos o mas pares. Esto resulta en un nuevo par cuyo momento se ob- 
tiene con la suma vectorial de los momentos de los pares dados [problema resuelto 
3.6], 

2. Reemplazar a una fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en un 

punto especificado. Como se explico en la section 3.16, la fuerza del sistema 
fuerza-par es igual a la fuerza original, mientras que el vector de par requerido es 
igual al momento de la fuerza original con respecto al punto dado. Ademas, es im- 
portante senalar que la fuerza y el vector de par son perpendiculares entre si. Por el 
contrario, se concluye que un sistema fuerza-par se puede reducir a una sola fuerza 
solo si la fuerza y el vector de par son mutuamente perpendiculares (vease el si- 
guiente parrafo). 


3. Reemplazar un sistema fuerza-par (con F perpendicular a M) con una 
sola fuerza equivalente. Observese que el requisite de que F y M sean mutua- 
mente perpendiculares se cumplira en todos los problemas bidimensionales. La 
fuerza equivalente unica es igual a F y se aplica en forma tal que su momento con 
respecto al punto original de aplicacion sea igual a M [problema resuelto 3.7], 
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Problemas 


3,70 Dos fuerzas paralelas de 60 N se aplican sobre la palanca que se 
muestra en la figura. Determine el momenta del par formado por las dos 
fuerzas a) sumando los momentos de los dos pares que se generan al des- 
componer cada una de las fuerzas en sus componentes horizontal y vertical, 
b) empleando la distancia perpendicular entre las dos fuerzas y c) haciendo 
la sumatoria de los momentos de las dos fuerzas alrededor de A. 



Figura P3.71 



3.71 Una pi aca en forma de paralelogramo se somete a la action de 
dos pares. Determine a) el momenta del par formado por las dos fuerzas de 
21 lb, b) la distancia perpendicular entre las fuerzas de 12 lb si el par resul- 
tante de los dos pares es cero y c) el valor de a si d es igual a 42 in. y el par 
resultante es de 72 lb • in. en el sentido de las manecillas del reloj. 

3.72 Un par M con magnitud de 18 N ■ m se aplica sobre el mango 
de un desarmador para apretar un tomillo en el bloque de madera mostrado. 
Determine las magnitudes de las dos fuerzas horizontales minimas que son 
equivalentes al par M si se aplican a) en las esquinas A y D, b) en las es- 
quinas B y C y c) en cualquier parte del bloque de madera. 
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Figura P3.72 
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Cuatro clavijas de 1 in. de diametro estan montadas sobre una 
tabla de madera como se muestra en la figura. Dos cuerdas se pasan alre- 
dedor de las clavijas y se jalan con las fuerzas indicadas. a) Determine el par 
resultante que actua sobre la tabla. b) Si solo se usara una cuerda, ^alrede- 
dor de cuales clavijas deberfa pasar y en que direction deberfa jalarse para 
generar el mismo par con la minima tension en la cuerda? c) jiCual es el va- 
lor de esa tension minima? 



3.74 Cuatro clavijas del mismo diametro estan montadas sobre una ta- 
bla de madera como se muestra en la figura. Dos cuerdas se pasan alrede- 
dor de las clavijas y se jalan con las fuerzas indicadas. Determine el diame- 
tro de las clavijas si se sabe que el par resultante aplicado a la tabla es de 485 
lb • in, en sentido inverso de las maneciUas del reloj. 

3.75 Los ejes de una transmision en angulo estan sometidos a la ac- 
tion de los dos pares que se muestran en la figura. Reemplace ambos pares 
por un solo par equivalente y especifique su magnitud y la direction de su 
eje. 



3.76 y 3.77 Si P = 0, reemplace los dos pares restantes por un solo 
par equivalente, especifique su magnitud y la direction de su eje. 


y 


15 in. 



3.78 Si P = 20 lb, reemplace los tres pares por un solo par equiva- 
lente, especifique su magnitud y la direction de su eje. 

3.79 Si P = 20 N, reemplace los tres pares por un solo par equiva- 
lente, especifique su magnitud y la direction de su eje. 





Figura P3.80 


3.80 Los ejes Ay B conectan la caja de engranes a los ensambles de 
un tractor, y el eje C la conecta con el motor. Los ejes A y B se encuentran 
en el piano vertical i/z, mientras que el eje C se dirige a lo largo del eje x. 
Reemplace los pares aplicados a los ejes con un solo par equivalente, espe- 
cifique su magnitud y la direction de su eje. 

3.81 La tension en el cable unido al extremo C de un aguilon ajustable 
ABC es de 560 lb. Reemplace la fuerza ejercida por el cable en C por un 
sistema equivalente fuerza-par a) en A y b) en B. 




Figura P3.81 


3.82 Una fuerza P de 160 lb se aplica en el punto A de un elemento 
estructural. Reemplace P a) por un sistema equivalente fuerza-par en C, b) 
por un sistema equivalente con una fuerza vertical en B y una segunda fuerza 
en D. 

3.83 Una fuerza vertical P de 80 N se aplica sobre la manivela de cam- 
pana que se muestra en la figura. a) Reemplace P por un sistema fuerza-par 
equivalente en B. b) Encuentre las dos fuerzas verticales en C y D que son 
equivalentes al par obtenido en el inciso a). 



Figura P3.84 


3.84 Un dirigible se amarra mediante un cable sujeto a la cabina en 
B. Si la tension en el cable es de 1 040 N, reemplace la fuerza ejercida por 
el cable en B por un sistema equivalente formado por dos fuerzas paralelas 
aplicadas en Ay C. 
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La fuerza P tiene una magnitud de 250 N y se aplica al extremo 
C de una varilla AC de 500 mm, la cual se une a la mensula en A y en B. Si 
se supone que a = 30° y f}= 60°, reemplace P por a) un sistema fuerza-par 
equivalente en B, b) un sistema equivalente formado por dos fuerzas para- 
lelas aplicadas en A y en B. 

Retome el problema 3.85, para ello suponga que a = /3 = 25°. 

Una fuerza y un par se aplican al extremo de una viga en vola- 
dizo como se muestra en la figura. a) Reemplace este sistema por una sola 
fuerza F aplicada en el punto C, y determine la distancia d desde C hasta 
una linea que pasa por los puntos D y E. b) Resuelva el inciso a ) suponiendo 
que se intercambian las direcciones de las dos fuerzas de 360 N. 

3.88 Las fuerzas cortantes ejercidas sobre la section transversal de un 
canal de acero pueden representarse mediante una fuerza vertical de 900 N 
y dos fuerzas horizontales de 250 N, como se muestra en la figura. Reem- 
place esta fuerza y par con una sola fuerza F aplicada en el punto C, y de- 
termine la distancia x desde C hasta la linea BD. (El punto C se define como 
el centro cortante de la section.) 
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3.89 En el proceso de roscado de un barreno, un trabajador aplica a 
la palanca del maneral las fuerzas horizontales mostradas en la figura. De- 
muestre que estas fuerzas son equivalentes a una sola fuerza resultante y de- 
termine, si es posible, el punto de aplicacion de la fuerza resultante sobre la 
palanca. 

3.90 Tres varillas de control unidas a la palanca ABC ejercen sobre 
esta las fuerzas mostradas en la figura. a) Reemplace las tres fuerzas por un 
sistema fuerza-par equivalente en B. b ) Determine la fuerza unica que es 
equivalente al sistema fuerza-par obtenido en el inciso a), y especifique el 
punto de aplicacion sobre la palanca. 


481b 




Figura P3.89 


A 

Figura P3.90 


120 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 
de fuerza 




3.91 Una placa hexagonal esta sometida a la fuerza P y al par que se 
muestran en la figura. Determine la magnitud y la direction de la fuerza mi- 
nima P con la que este sistema se puede sustituir por una sola fuerza apli- 
cada en E. 

3.92 Una placa rectangular esta sometida a la fuerza y al par que se 
muestran en la figura. Este sistema debe reemplazarse por una sola fuerza 
equivalente. a) Para a = 40°, especifique la magnitud y la linea de action 
de la fuerza equivalente. b) Especifique el valor de a si la linea de action de 
la fuerza equivalente debe intersecar a la linea CD, 300 mm a la derecha 
de D. 



Una fuerza excentrica, compresiva P de 1 220 N se aplica al ex- 
tremo de una viga en voladizo. Reemplace P por un sistema fuerza-par equi- 
valente en G. 

3.94 Para mantener cerrada una puerta, se usa una tabla de madera 
colocada entre el piso y la perilla del cerrojo de la puerta. La fuerza que la 
tabla ejerce en B es de 175 N y esta dirigida a lo largo de la linea AB. Reem- 
place esta fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en C. 



Figura P3.94 
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3.95 Tres cables atirantados sostienen una antena, como se muestra 
en la figura. Si se sabe que la tension en el cable AB es de 288 lb, reemplace 
la fuerza ejercida por el cable AB en A con un sistema fuerza-par equiva- 
lente en el centra O de la base de la antena. 



3.96 Tres cables atirantados sostienen una antena, como se muestra 
en la figura. Si se sabe que la tension en el cable AD es de 270 lb, reemplace 
la fuerza ejercida por el cable AD en A con un sistema fuerza-par equiva- 
lente en el centra O de la base de la antena. 

3.97 Reemplace la fuerza de 150 N por un sistema fuerza-par equi- 
valente en A. 

3.98 Una fuerza F x de 77 N y un par M x de 31 N ■ m se aplican en 
la esquina E de la placa doblada que se muestra en la figura. Si F x y M | 
deben reemplazarse por un sistema equivalente fuerza-par (F 2 , M 2 ) en la es- 
quina B y si (M 2 ) z = 0, determine a ) la distancia d y b) F 2 y M 2 . 

y 
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la esquina A del bloque mostrado en la figura. Reemplace el sistema fuerza- 
par dado por un sistema equivalente fuerza-par en la esquina H. 
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3.100 El pulidor manual de una rectificadora industrial en miniatura 
pesa 0.6 lb y su centra de gravedad esta localizado sobre el eje ij. La cabeza 
del pulidor esta desviada del piano xz de tal forma que la linea BC forma un 
angulo de 25° con la direction x. Muestre que el peso del pulidor manual y 
los dos pares M x y M z se pueden reemplazar por una sola fuerza equivalente. 
Ademas, si se supone que M i = 0.68 lb • in. y M 2 = 0.65 lb • in., determine 
a) la magnitud y la direction de la fuerza equivalente y b) el punto donde su 
linea de action interseca al piano xz. 


3.17. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS 
A UNA FUERZA Y UN PAR 

Considerese un sistema de fuerzas F | , F 2 , F 3 , . . . que actuan sobre 
un cuerpo rigido en los puntos A 1; A 2 , A 3 , . . ., definidos por los vec- 
tores de position r 1; r 2 , r 3 , etc. (figura 3.41 a). Como se vio en la sec- 
cion anterior, Fi puede ser trasladada de A i a un punto dado O, si se 
agrega al sistema original de fuerzas un par de momenta M 1; igual al 
momenta r, x F, de F x con respecto a O. Si se repite este procedi- 
miento con F 2 , F 3 , . . . , se obtiene el sistema mostrado en la figura 
3.41b, que consta de: las fuerzas originales, aliora actuando en O, y los 
vectores de par que han sido agregados. Como ahora las fuerzas son 
concurrentes, pueden ser sumadas vectorialmente y reemplazadas por 
su resultante R. De manera similar, los vectores de par M , , M 2 , M 3 , . 
. . pueden sumarse vectorialmente y ser reemplazados por un solo vec- 
tor de par M®. Por tanto, cualquier sistema de fuerzas, sin importar 
que tan complejo sea, puede ser reducido a un sistema equivalente fuer- 
za-par que actiia en un punto dado O (figura 3.41c). Se debe observar 
que mientras cada uno de los vectores de par M , , M 2 , M 3 , . . . , en la 
figura 3.41b es perpendicular a la fuerza que le corresponde, en gene- 
ral la fuerza resultante R y el vector de par resultante M® en la figura 
3.41c no seran perpendiculares entre si. 


El sistema equivalente fuerza-par esta definido por las ecuaciones 


R = 2F Mg = 2M 0 = 2(r X F) (3.52) 
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las cuales expresan que la fuerza R se obtiene sumando todas las fuer- 
zas del sistema, mientras que el momento del vector de par resultante 
Mg, denominado momento resultante del sistema, se obtiene sumando 
los momentos de todas las fuerzas del sistema con respecto a O. 

Una vez que un sistema de fuerzas dado se ha reducido a una fuer- 
za y un par que actua en el punto O, dieho sistema puede reducirse a 
una fuerza y un par actuando en cualquier otro punto O'. Mientras que 
la fuerza resultante R permanecera inalterada, el nuevo momento resul- 
tante Mg' sera igual a la suma de Mg y el momento con respecto a O' 
de la fuerza R unida a O (figura 3.42). Entonces se tiene 


Mg. = Mg + s X R 


(3.53) 


En la practica, la reduction de un sistema de fuerzas dado a una so- 
la fuerza R actuando en O y un vector de par Mg sera llevada a cabo en 
terminos de las componentes. Descomponiendo eada vector r y cada 
fuerza F del sistema en sus componentes rectangulares, se escribe 



r = xi + f/j + (3.54) 

F = F x i + F, t j + F-k (3.55) 

Al sustituir r y F en (3.52) y factorizar a los vectores unitarios i, j y k, 
se obtiene la siguiente expresion para R y Mg: 

R = R x i + RJ + fLk Mg = M x i + M y j + M?k (3.56) 

Las componentes R x , R y , R z representan, respectivamente, las sumas 
de las componentes x, y y z de las fuerzas dadas y miden la tendencia 
del sistema a impartir al cuerpo rigido un movimiento de traslacion en 
la direction de x, y o z. Asimismo, las componentes M x , Mg, M? re- 
presentan la suma de los momentos de las fuerzas dadas con respecto 
a, respectivamente, los ejes x, y y z y miden la tendencia del sistema 
a impartir al cuerpo rigido un movimiento de rotation alrededor de los 
ejes, x, y o z. 

Si se desea conocer la magnitud y la direction de la fuerza R, estas 
se pueden obtener a partir de las componentes R x , R y y R~ por medio de 
las relaciones (2.18) y (2.19) de la section 2.12; calculos similares pro- 
porcionaran la magnitud y la direction del vector de par Mg. 


3 . 18 . SISTEMAS EQUIVALENTES DE FUERZAS 

En la section anterior se vio que cualquier sistema de fuerzas que ac- 
tua sobre un cuerpo rigido puede reducirse a un sistema fuerza-par 
actuando en un punto dado O. Este sistema equivalente fuerza-par ca- 
raeteriza completamente el efecto del sistema de fuerzas dado sobre el 
cuerpo rigido. Por tanto, dos sistemas de fuerzas son equivalentes si 
pueden ser reducidos al mismo sistema fuerza-par en un punto dado 
O. Recuerdese que el sistema fuerza par en O se define por medio de 
las relaciones (3.52), se establece que dos sistemas de fuerzas F , . F 2 , 


OS3 
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Fotografia 3.3 Si se analiza el movimiento del 
carrito de la fotografia, las fuerzas ejercidas sobre 
este por el nino pueden reemplazarse por un 
sistema fuerza-par equivalente. 


F. 3 , . . . , y FJ, F 2 , F 3 , . . . , que actuan sobre el mismo cuerpo rigido 
son equivalentes si, y solo si, respectivamente, las sumas de las fuerzas 
y las sumas de los momentos con respecto a un punto dado O de las 
fuerzas de los dos sistemas son iguales. Expresadas en forma matema- 
tica, las condieiones necesarias y suficientes para que los dos sistemas 
de fuerzas sean equivalentes son las siguientes 


2F = 2F' y 2M 0 = 2Mb (3.57) 

Observese que para demostrar que dos sistemas de fuerzas son equiva- 
lentes, la segunda de las relaciones (3.57) se debe establecer con res- 
pecto a un solo punto O. Sin embargo, esta se cumplira con respecto 
a cualquier punto si los dos sistemas de fuerzas son equivalentes. 

Al descomponer las fuerzas y los momentos de (3.57) en sus ele- 
mentos reetangulares, pueden expresarse las condieiones necesarias y 
suficientes para la equivalencia de dos sistemas de fuerzas que actuan 
sobre un cuerpo rfgido de la siguiente manera: 


2F X = 2F' X 2F y = 2F' 2F = = 2 F' z 
2M X = 2M( X 2M (/ = 2M; 2M. = 2M1 


(3.58) 


Estas ecuaciones tienen una interpretation fisica simple; expresan que 
dos sistemas de fuerzas son equivalentes si tienden a impartirle al cuer- 
po rfgido 1) la misma traslacion en las direcciones de x, y y z y 2) la 
misma rotation alrededor de los ejes x, y y z respectivamente. 


3.19. SISTEMAS EQUIPOLENTES DE VECTORES 

Cuando dos sistemas de vectores satisfacen las ecuaciones (3.57) o 
(3.58), esto es, cuando respectivamente sus resultantes y sus momen- 
tos resultantes con respecto a un punto arbitrario O son iguales, se di- 
ce que los dos sistemas son equipolentes. Por tanto, el resultado que 
se acaba de establecer en la section anterior se puede enunciar como 
sigue: si dos sistemas de fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido son 
equipolentes, entonces ambos tambien son equivalentes. 

Es importante senalar que este enunciado no se aplica a cualquier 
sistema de vectores. Considerese, por ejemplo, un sistema de fuerzas 
que actuan sobre un conjunto independiente de particulas que no for- 
man un cuerpo rfgido. Es posible que un sistema de fuerzas diferentes 
que actuan sobre las mismas particulas pueda ser equipolente al prime- 
ro, esto es, que dicho sistema tenga la misma resultante y el mismo mo- 
menta resultante. Sin embargo, como ahora actuaran diferentes fuerzas 
sobre eada una de las particulas, los efectos de dichas fuerzas sobre es- 
tas particulas seran diferentes; en un caso similar, aunque los dos siste- 
mas de fuerzas sean equipolentes, no son equivalentes. 


3.20. OTRAS REDUCCIONES DE UN SISTEMA 
DE FUERZAS 

En la section 3.17 se vio que cualquier sistema de fuerzas que actua 
sobre un cuerpo rfgido puede ser reducido a un sistema equivalente 
fuerza-par en O, que consta de una fuerza R igual a la suma de fuer- 
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zas del sistema y de un vector de par Mq cuyo momento es igual al 
momento resultante del sistema. 

Cuando R = 0, el sistema fuerza-par se reduce a un vector de par 
Mq. Entonces, el sistema de fuerzas dado puede ser reducido a un so- 
lo par, que recibe el nombre de par resultante del sistema. 

A continuation se precede a investigar las condiciones necesarias 
para que un sistema dado de fuerzas pueda ser reducido a una sola 
fuerza. A partir de la section 3. 16 se concluye que un sistema fuerza- 
par en O puede ser reemplazado por una sola fuerza R que actua a lo 
largo de una nueva linea de action si R y Mq son mutuamente per- 
pendiculares. Por tanto, los sistemas de fuerzas que pueden ser redu- 
cidos a una sola fuerza o resultante, son aquellos sistemas para los cua- 
les la fuerza R y el vector de par Mo son mutuamente perpendicula- 
res. Aunque, en general, esta condition no se cumplira para sistemas 
de fuerzas en el espacio, si se cumplira para sistemas constituidos por 
1) fuerzas concurrentes, 2) fuerzas coplanares o 3) fuerzas paralelas. 
Estos tres casos se estudiaran en forma separada. 

Las fuerzas concu rrentes estan aplicadas en el mismo punto 
y, por tanto, pueden ser sumadas directamente para obtener 
su resultante R. Por consiguiente, estas siempre se reducen 
a una sola fuerza. Las fuerzas concurrentes se analizan en de- 
talle en el capitulo 2. 

2 . Las fuerzas coplanares actuan en el mismo piano, el cual se 
puede suponer que es el piano de la figura (figura 3.43a). La 
suma R de las fuerzas del sistema tambien estara en el piano 
de la figura, mientras que el momento de cada fuerza con res- 
pecto al O y, por consiguiente, el momento resultante Mo, se- 
ran perpendiculares a dicho piano. De esta forma, el sistema 
fuerza-par en O esta constituido por una fuerza R y por un vec- 
tor de par Mq que son mutuamente perpendiculares (figura 
3.43 b). Estas fuerzas pueden reducirse a una sola fuerza R, 
moviendo R en el piano de la figura hasta que su momento con 
respecto a O sea igual a M§. La distancia desde O hasta la K- 
nea de action de R es cl = Mq/R (figura 3.43c). 


3.20. Otras reducciones de un sistema 
de fuerzas 





+ Como el vector Mo es perpendicular al piano de la figura, este se ha representado por el 
shnbolo r ). Un par con sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj ^ represen- 
ta a un vector que apunta hacia fuera del piano de papel y un par con el sentido de las ma- 
necillas del reloj J representa a un vector que apunta hacia adentro del piano de papel. 



a) 

Figura 3.44 




Como se senalo en la section 3.17, la reduction de un sis- 
tema de fuerzas se simplifica considerablemente si las fuerzas 
se descomponen en sus componentes rectangulares. De esta 
manera, el sistema fuerza-par en O esta caracterizado por las 
componentes (figura 3.44a). 

R x = 2F X R t/ = 2F y M h = Mo = 2M 0 (3.59) 

Para reducir el sistema de fuerzas a una sola fuerza R, se ex- 
presa que el momenta de R con respecto a O debe ser igual 
a Mq. Representando con x y y las coordenadas del punto de 
aplicacion de la resultante y teniendo en cuenta la formula 
(3.22) de la section 3.8, se escribe 

xR y - yR x = Mq 

la cual representa la ecuacion de la linea de action de R. Tam- 
bien pueden determinarse en forma directa las interseccio- 
nes con el eje x y con el eje y de la linea de action de la re- 
sultante, se observa que M® debe ser igual al momenta con 
respecto a O de la componente y de R cuando R esta unida 
a B (figura 3.44b) e igual tambien al momenta de la compo- 
nente x cuando R esta unida a C (figura 3.44c). 

3, Las fuerzas paralelas tienen lineas de action paralelas y pue- 
den o no tener el mismo sentido. Suponga que las fuerzas son 
paralelas al eje y (figura 3.45a), se observa que su suma R tam- 
bien sera paralela al eje y. Por otra parte, como el momenta 
de una fuerza dada debe ser perpendicular a dicha fuerza, el 
momenta con respecto a O de cada una de las fuerzas del sis- 
tema y, por consiguiente, el momenta resultante Mo estara en 
el piano zx. De esta forma el sistema fuerza-par en O esta cons- 
tituido por una fuerza R y un vector de par M® mutuamente 
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Figura 3.45 


perpendiculares (figura 3.45 b). Estas fuerzas se pueden redu- 
cir a una sola fuerza R (figura 3.45c) o, si R = 0, a un solo par 
cuyo momenta sea igual a M 

En la practica, el sistema fuerza-par en O esta caracteri- 
zado por las componentes 

R y = 'LFy M® = 2M V M 1 ! = XAE (3.60) 

La reduccion del sistema a una sola fuerza puede efectuarse 
moviendo R a un nuevo punto de aplicacion A(x, 0, z) selec- 
cionado de manera que el momenta de R con respecto a O 
sea igual a M*, el cual se escribe 

r X R = Mg 

(xi + zk) X RJ = Mfi + M?k 

Al calcular los productos vectoriales e igualar los coeficientes 
de los vectores unitarios correspondientes en ambos miem- 
bros de la ecuacion se obtienen dos ecuaciones escalares que 
definen las coordenadas de A: 

-zRy = M* xRy = M* 
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'V 



Fotografia 3.4 Las fuerzas paralelas del viento 
que actuan sobre los senalamientos de la 
carretera, pueden reducirse a una sola fuerza 
equivalente. La determinacion de esta fuerza 
puede simplificar el calculo de las fuerzas que 
actuan sobre los soportes del marco que sostiene 
los senalamientos. 


Estas ecuaciones expresan que los momentos de R con res- 
pecto a los ejes x y z deben ser iguales a M* y M?, respecti- 
vamente. 


*3.21. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS 
A UNA LLAVE DE TORSION O TORSOR 

En el caso general de un sistema de fuerzas en el espacio, el sistema 
equivalente fuerza-par en O consta de una fuerza R y un vector de par 
Mq, ambos distintos de cero, que no son perpendiculares entre si (fi- 
gura 3.46a). Por tanto, el sistema de fuerzas no puede ser redueido a 
una sola fuerza o a un solo par. Sin embargo, el vector de par puede 
ser reemplazado por otros dos vectores de par obtenidos al descompo- 
ner Mq en una componente M | a lo largo de R y una componente M 2 
en un piano perpendicular a R (figura 3.46b). Entonces, el vector de 
par M 2 y la fuerza R pueden reemplazarse por una sola fuerza R que 
actua a lo largo de una nueva linea de action. Por tanto, el sistema ori- 
ginal de fuerzas se reduce a R y al par vector M , (figura 3.46c); de es- 
ta forma, el sistema se reduce a R y un par que actua en el piano per- 
pendicular a R. A este sistema fuerza-par, en particular, se le conoce 
corno Have de torsion debido a que la combination resultante de em- 
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la linea de accion de R se le conoce como eje de la Have de torsion y 
a la razon p = M JR se le denomina paso de la Have de torsion. Por 
consiguiente, una Have de torsion esta constituida por dos vectores co- 
lineales, especificamente, una fuerza R y un vector de par 

Mj = pR (3.61) 



Fotografi'a 3.5 La accion de empujar y girar, 
asociadas con la operation de apretar un tomillo 
ilustra las llneas de accion colineales de la fuerza y 
el vector de par que constituyen una Have de 
torsion o torsor. 


Recuerde la expresion (3.35), obtenida en la section 3.9 para la proyec- 
cion de un vector sobre la linea de action de otro vector, se observa que 
la proyeccion de M* sobre la linea de accion de R es igual a 


Mi 


R • Mg 

R 


Por tanto, el paso de una Have de torsion puede ser expresado 


como t 


Mi R • Mo 

P ~ R R 2 


(3.62) 


Para definir el eje de una Have de torsion se puede escribir una re- 
lation que involucre al vector de position r de un punto arbitrario P 
localizado sobre dicho eje. Fijando la fuerza resultante R y el vector 
de par Mi en P (figura 3.47) y expresando que el momenta con res- 
pecto a O de este sistema fuerza-par, es igual al momenta resultante 
Mo del sistema original de fuerzas, se escribe 

M x + r X R = Mq (3.63) 

o, de acuerdo con la ecuacion (3.61), 

pR + r X R = Mq (3.64) 



Figura 3.47 


*Las expresiones obtenidas para la proyeccion del vector de par sobre la linea de accion 
de R y para el paso de una Have de torsion son independientes de la selection del punto 
O. Utilizando la relation (3.53) de la section 3.17, se observa que si se hubiera empleado 
un punto diferente O', el numerador en (3.62) hubiera sido 

R • Mg. = R • (Mg + s X R) = R ■ Mg + R • (s X R) 

Como el triple producto escalar R • (s x R) es igual a cero, se tiene que 

R • Mg- = R • Mg 

Por tanto, el producto escalar R • Mg es independiente de la selection del punto O. 
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PROBLEMA RESUELTO 3.8 


150 N 600 N 100 N 


t j 

r 1 

* 




.A- 

1.6 m — 

»I.2m> 

O^O 

2 111 


Una viga de 4.80 m de longitud esta sujeta a las fuerzas mostradas en la fi- 
gure. Reduzcase el sistema de fuerzas dado a: a) un sistema equivalente fuer- 
za-par en A, b) un sistema equivalente fuerza-par en B y c) una sola fuerza 
o resultante. 

Nota: Como las reacciones en los apoyos no estan incluidas en el sistema 
de fuerzas dado, el sistema no mantendra la viga en equilibrio. 


150 j - 600 j 100 j 

■ t ♦ t 



— 1.6 m-H 

2.8 m- 


-4.8 m- 


- (600 N)j 

(t- 


- (1 880 N*m)k 


B 


SOLUCION 

a) Sistema fuerza-par en A. El sistema fuerza-par en A equivalente 
al sistema de fuerzas dado consta de una fuerza R y de un par m 2 definidos 
como sigue: 


R = 2F 

= (150 N)j - (600 N)j + (100 N)j - (250 N)j = -(600 N)j 
Mj = 2(r x F) 

= (1.6i) x (— 600j) + (2.8i) x (lOOj) + (4.8i) x (-250j) 

= -(1 880 N • m)k 


Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en A esta dado por 

R = 600 N | M2 = 1 880 N ■ m 4 ◄ 


- (1 880 N • m)k 


- (600 N)j 


*) 

(2 880 N ■ m 


- (600 N)j 

2 ) 


b) Sistema fuerza-par en B. Se pretende encontrar un sistema 
fuerza par en B equivalente al sistema fuerza-par en A determinado en el in- 
ciso a). La fuerza R permanece inalterada, pero se debe determinar un nuevo 
par Mg cuyo momento sea igual al momento con respecto a B del sistema 
fuerza-par encontrado en el inciso a). Por tanto, se tiene que 

> k Mg = M2 + BA X R 

= -(1 880 N • m)k + (-4.8 m)i x (-600 N)j 
= -(1 880 N • m)k + (2 880 N • m)k = +(1 000 N • m)k 

De esta forma, el sistema fuerza-par en B esta dado por 

R = 600 N 4 Mg = 1 000 N • m ") ◄ 


(1000N-m)k 


c) Fuerza uniea o resultante. La resultante del sistema de fuerzas 
dado es igual a R y su punto de aplicacion debe ser tal que el momento de 
R con respecto a A sea igual a Mg. El cual se escribe 

-( 60 . 0N )j r X R = M2 

1 xi x (—600 N)j = —(1 880 N ■ m)k 

— x(600 N)k = -(1 880 N ■ m)k 
B 

y se concluye que x = 3.13 m. Por tanto, la fuerza unica equivalente al sis- 
tema dado esta definida como 

R = 600 N 4 x = 3.13 m ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 3.9 



Se usan cuatro remolcadores para llevar a un trasatlantico a su muelle. Cada 
remolcador ejerce una fuerza de 5 000 lb en la direction mostrada en la figu- 
ra. Determine: a) el sistema equivalente fuerza-par en el mastil mayor O y 
b) el punto sobre el casco donde un solo remolcador mas potente deberia em- 
pujai al barco para producir el mismo efecto que los cuatro remolcadores ori- 
ginales. 


SOLUCION 



a) Sistema fuerza-par en O. Cada una de las fuerzas se descompo- 
ne en sus componentes en el diagrama mostrado (las unidades empleadas 
son kips). El sistema fuerza-par en O equivalente al sistema de fuerzas da- 
do consta de una fuerza R y de un par M® definidos como sigue: 


R = 2F 

= (2.50i - 4.33j) + (3.00i - 4.00j) + (-5.00j) + (3.54i + 3.54j) 
= 9.04i - 9.79j 



R -9-79j 


\J 

' A 

9.04 i 

} 70 ft 

o 

L 

o 




X 



Mg = 2(r X F) 

= (— 90i + 50j) x (2.50i - 4.33j) 

+ (lOOi + 70j) x (3.00i - 4.00j) 

+ (400i + 70j) x (— 5.00j) 

+ (300i - 70j) x (3.54i + 3.54j) 

= (390 - 125 - 400 - 210 - 2 000 + 1 062 + 248)k 
= -1 035k 

Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en O esta dado por 

R = (9.04 kips)i — (9.79 kips)j Mg = —(1 035 kips • ft)k 

o R = 13.33 kips ^47.3 0 Mg = 1 035 kips • ft ) ◄ 

Coinentario. Como todas las fuerzas estan contenidas en el piano de la 
figura, podrfa haberse anticipado que la suma de sus momentos iba a ser per- 
pendicular a dicho piano. Observese que el momento de la componente de 
cada fuerza pudo obtenerse directamente a partir del diagrama mostrado que 
forma, primero, el producto de la magnitud de dicha componente con una 
distancia perpendicular hasta O y luego le asigna a este producto un signo 
positivo o negativo segun el sentido del momento. 


b) Remolcador unico. La fuerza ejercida por un solo remolcador 
debe ser igual a R y su punto de aplicacion A debe ser tal que el momento 
de R con respecto a O sea igual a Mg. Si se observa que el vector de posi- 
tion de A es 


r = xi + 70j 

se escribe 


r X R = Mg 

(xi + 70j) x (9.04i - 9.79j) = -1 035k 

— x(9.79)k - 633k = -1 035k .v = 41.1 ft ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 3.10 

Tres cables estan unidos a una mensula, como se muestra en la figura. 
Reemplace las fuerzas que ejercen los cables por un sistema equivalente 
fuerza-par en A. 


£(150 mm, -50 mm, 100 mm) 


SOLUCION 


(17.68 N-m)j cTj 

(439 N)j , “ ( 507 N ) k 


Primero se determinan los vectores de position relativa trazados desde 
el punto A hasta los puntos de aplicacion de cada una de las fuerzas y se 
descomponen las fuerzas en sus componentes rectangulares. Observe que 
F B = (700 N)X BE , donde 

BE 75i — 150j + 50k 
~BE ~ ~ 


X BB — 


175 

F b = 300i - 600j + 200k 
F c = 707i - 707k 

F d = 600i + 1 039j 



Con el uso de metros y newtons se tiene 
r B/A = ~AB = 0.075i + 0.050k 
r c/a = AC = 0.075i - 0.050k 
r D/A = AD = O.lOOi - O.lOOj 

El sistema fuerza-par en A, equivalente al sistema de fuerzas dado, cons- 
ta de una fuerza R = 2F y de un par = 2(r X F). La fuerza R se obtie- 
ne facil al sumar, respectivamente, las componentes x, y y 3 de las fuerzas: 

R = ZF = (1 607 N)i + (439 N)j - (507 N)k ◄ 

El calculo de se simplifica si los momentos de las fuerzas se expresan en 
forma de determinantes (section 3.8): 




i 

j 

k 



rB/A 

x F b — 

0.075 

0 

0.050 

= 30i 

-45k 



300 - 

-600 

200 



X 


i 

j 

k 



r C/A 

x F c = 

0.075 

0 - 

-0.050 

= 

17.68J 



707 

0 

-707 





i 

j 

k 



r D/A 

x F d = 

0.100 - 

-0.100 

0 

= 

163.9k 



600 

1 039 

0 



Con la suma 

de las expresiones 

obtenidas, se 

tiene 


m2 = 

2(r X F) 

= (30 N 

• m)i + (17.68 N • m 

)j + (118.9 N • m)k 


Las componentes rectangulares de la fuerza R y del par se muestran en 
el croquis adjunto. 
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PROBLEMA RESUELTO 3.11 



SOLUCION 

Primero, el sistema de fuerzas se reduce a un sistema fuerza-par en el ori- 
gen del sistema de coordenadas O. Este sistema fuerza-par consta de una 
fuerza R y un vector de par Mg que se definen de la siguiente forma: 

R = 2F Mg = 2(r X F) 



Se determinan los vectores de posicion de los puntos de aplicacion de cada 
una de las fuerzas y los calculos se arreglan en forma tabular. 



r, ft 

F, kips 

r x F, kip • ft 

0 

— 40j 

0 

lOi 

-12j 

- 120k 

lOi + 5k 

“ 8 j 

40i - 80k 

4i + 10k 

-20j 

200i - 80k 


R = — 80j 

Mg = 240i - 280k 


Como la fuerza R y el vector de par Mg son mutuamente perpendicu- 
lares, el sistema fuerza-par obtenido puede reducirse aun mas a una sola 
fuerza R. El nuevo punto de aplicacion de R sera seleccionado en el piano 
de la losa de manera que el momento de R con respecto a O sea igual a Mg. 
Si se representa con r al vector de posicion del punto de aplicacion deseado 
y con xysa sus coordenadas, se escribe 



r X R = Mg 

(xi + zk) X (— 80j) = 240i - 280k 
— 80xk + 80zi = 240i - 280k 

a partir de lo escrito, se encuentra que 

-80x = -280 80z = 240 

* x = 3.50 ft z = 3.00 ft 

Se concluye que la resultante del sistema de fuerzas dado es igual a 

R = 80 kips | en x = 3.50 ft, z = 3.00 ft ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 3.12 



Dos fuerzas de la misma longitud P actuan sobre un cubo con aristas de igual 
longitud, como se muestra en la figura. Reemplace las dos fuerzas por una 
Have de torsion equivalente y determine: a) la magnitud y direction de la 
fuerza resultante R, b) el paso de la Have de torsion y c) el punto donde el 
eje de la Have de torsion interseca al piano yz. 




SOLUCION 

Sistema equivalente fuerza-par en O. Primero se determina el sis- 
tema equivalente fuerza-par en el origen O. Se observa que los vectores de 
position de los puntos de aplicacion E y D de las dos fuerzas dadas son: r E 
= ai + aj y r D = oj + ok. La resultante R de las dos fuerzas y el momenta 
resultante M® de dichas fuerzas con respecto a O estan dados por 

R = Fj + F 2 = Pi + Pj = P(i + j) (1) 

Mo = r E X Fi + r D X F 2 = (oi + «j) X Pi + (oj + ok) X Pj 

= — Pok — Pai = —Pa{ i + k) (2) 

a) Fuerza resultante R. A partir de la ecuacion (1) y del croquis ad- 
junto se concluye que la fuerza resultante R tiene una magnitud R = PA/ 2, 
se encuentra en el piano xy y forma angulos de 45° con los ejes x y y. Por 
tanto, 

R = PV2, 9 x = 9 y = 45° 9- = 90° ◄ 

b) Paso de la Have de torsion. De acuerdo con la formula (3.62) de 
la section 3.21 y las ecuaciones (1) y (2) que se acaban de presentar, se es- 
cribe 

R-Mg P(i+j)-(-Pa)(i + k) — P 2 q(l + 0 + 0) 

P= R Z = (pV 2f = 2 P 2 P = 

c) Eje de la Have de torsion. A partir de los resultados anteriores y 
de la ecuacion (3.61), se concluye que la Have de torsion consta de la fuerza 
R encontrada en (1) y del vector de par 

M i = P R = + j) = “(* + j) (3) 

Para determinar el punto donde el eje de la Have de torsion interseca al piano 
ijz, se expresa que el momenta de la Have de torsion con respecto a O es 
igual al momento resultante Mg del sistema original: 

Mj + r X R = Mg 

o, al notar que r = ;yj + sk y sustituir R, Mg y Mj a partir de las ecuaciones 
(1), (2) y (3), 

Pa 

— — (i + j) + (yj + zk) x P(i + j) = -Pa(i + k) 

Pa Pa 

— — i — j — P(/k + Pz j — Pzi = —Pai - Pok 

Si se igualan los coeficientes de ky, despues, los coeficientes de j, se encuentra 
que 


y = a 


z — o/2 ◄ j 
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R E S O L UCION DE PROB L E M A S 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Esta leccion estuvo dedicada a la reduction y simplification de sistemas de fuerzas. 
Al momenta de resolver los problemas propuestos, se pide que se lleven a cabo las 
operaciones que se describen a continuation. 

1. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a unafuerza y un par que ac- 
tiian en un punto dado A. La fuerza R es la resultante del sistema y se obtie- 
ne sumando las fuerzas que lo constituyen; el momenta del par es el momento re- 
sultante del sistema y se obtiene sumando los momentos con respecto a A de las 
fuerzas que lo constituyen. Asi, se tiene que 

R = 2F M2 = 2(r X F) 

donde el vector de position r se traza desde A hasta cualquier punto a lo largo de 
la linea de action de F. 

2. Traslacion de un sistema fuerza-par desde un punto A hasta un punto B. 

Si despues de que se liabia reducido a un sistema fuerza-par en el punto A se desea 
reducir un sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en el punto B, no se ne- 
cesita llevar a cabo el calculo de los momentos de las fuerzas con respecto a B. La re- 
sultante R permanece inalterada y el nuevo momento resultante M 2 se puede obte- 
ner sumandole a m 2 el momento con respecto a B de la fuerza R aplicada en A [pro- 
blema resuelto 3.8]. Si se representa con s el vector trazado desde B hasta A, se pue- 
de escribir 


= m 2 + s X R 

3. Verificacion de que dos sistemas de fuerzas sean equivalentes o no. Pri- 
mero se reduce cada sistema de fuerzas a un sistema fuerza-par en el mismo pun- 
to arbitrario A (como se explico en el parrafo 1). Los dos sistemas son equivalen- 
tes (esto es, tienen el mismo efecto sobre el cuerpo rfgido en consideration) si los 
dos sistemas fuerza-par que se obtuvieron son identicos, esto es, si 

2F = 2F' y 2M a = 2M2 

Se debe reconocer que si no se cumple la primera de estas ecuaciones, esto es, si los 
dos sistemas no tienen la misma resultante R, estos sistemas no pueden ser equiva- 
lentes y, por tanto, no hay necesidad de verificar si se cumple o no la segunda ecua- 
cion. 

4. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una sola fuerza. Primero se 
reduce el sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en un punto conveniente 
A donde dicho sistema consta de la resultante R y del vector de par m 2 (esto se 
lleva a cabo como se explico en el punto 1). Se recordara, de la leccion anterior, 
que es posible reducir aun mas el sistema a una sola fuerza solo si la fuerza R y el 
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vector de par M^ son mutuamente perpendiculares. Con toda seguridad, este sera 
el caso para sistemas de fuerzas constituidos por fuerzas que son concurrentes, 
coplanares o paralelas. En este sentido, la fuerza unica que se desea encontrar 
puede obtenerse del mismo modo que se hizo en varios problemas de la lection 
anterior, moviendo R hasta que su momento con respecto a A sea igual a Con 
mas formalidad se puede escribir que el vector de position r trazado desde A hasta 
cualquier punto a lo largo de la linea de action de R debe satisfacer la ecuacion 

r X R = Ma 

Este procedimiento fue utilizado en los problemas resueltos 3.8, 3.9 y 3.11. 

5. Reduction de un sistema de fuerzas dado a una llave de torsion. Si el sis- 
tema de fuerzas dado esta constituido por fuerzas que son concurrentes, coplana- 
res o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par en un punto A consistira de una 
fuerza R y de un vector de par Mj que, en general, no van a ser mutuamente per- 
pendiculares. (Para verificar si R y M , ( son mutuamente perpendiculares, se forma 
su producto escalar. Si este producto es igual a cero, entonces los vectores en cues- 
tion son mutuamente perpendiculares; de lo contrario, no son perpendiculares en- 
tre si.) Si R y son mutuamente perpendiculares, el sistema fuerza-par (por tan- 
to, el sistema de fuerzas dado) no se puede reducir a una sola fuerza. Sin embargo, 
el sistema se puede reducir a una llave de torsion — la combination de una fuerza 
R y un vector de par que estan dirigidos a lo largo de una linea de action co- 
mun que se conoce como el eje de la llave de torsion (figura 3.47) — . El cociente 
p = Mi/ R recibe el nombre de paso de la llave de torsion. 


Para reducir un sistema de fuerzas dado a una llave de torsion, se deben seguir los 
siguientes pasos: 


a) Reducir el sistema de fuerzas dado a un sistema equivalente fuerza-par 
(R, M^), localizado, comunmente, en el origen O. 

b) Determinar el paso p a partir de la ecuacion (3.62) 



R • Mg 

R 2 


(3.62) 


y el vector de par a partir de Mi = pR. 

c ) Expresar que el momento con respecto a O de la llave de torsion es igual 
al momento resultante M2 del sistema fuerza-par en O: 

M, + r X R = M2 (3.63) 

Esta ecuacion permite determinar el punto donde la linea de action de la llave de 
torsion interseca un piano especificado puesto que el vector de position r esta di- 
rigido desde O hasta dicho punto. 

Estos pasos se muestran en el problema resuelto 3.12. Aunque pueda parecer difi- 
cil la determination de una llave de torsion y del punto donde su eje interseca a 
un piano, el proceso es simplemente la aplicacion de varias de las ideas y tecnicas 
que lian sido desarrolladas en este capitulo. Por tanto, una vez que se ha dominado 
completamente todo lo relacionado con la llave de torsion, se puede confiar en que 
se ha comprendido una buena parte del capitulo 3. 
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400 N 


4 m 


^T 


S 


200 N 


) 


600 N 


1 800 N • m 




a) 


b) 


900 N • in 


s 


) 



) 


4 500 N • m 



g) 


h) 


Figura P3.101 3.101 Una viga de 4 m de longitud se somete a una variedad de car- 

gas. a) Reemplace cada tipo de carga por un sistema equivalente fuerza-par 
en el extremo A de la viga. b ) <jCuales de las cargas son equivalentes? 


200 N 400 N 

4 m 



400 N • m 2 800 N • m 

Figura P3.102 


3.102 Una viga de 4 m de longitud se carga de la forma mostrada en 
la figura. Determine que carga del problema 3. 101 es equivalente a esta carga. 

3.103 Determine la fuerza sencilla equivalente y la distancia desde el 
punto A hasta su linea de action para la viga y la carga de a) del problema 
3.101fc), b) del problema 3.101J, c ) del problema 3.101e). 

3.104 Cinco sistemas fuerza-par diferentes actuan en las esquinas de 
la placa de metal, que se ha moldeado en la forma que se muestra en la fi- 
gura. Determine cual de estos sistemas es equivalente a una fuerza F = 
(10 lb)i y a un par de momenta M = (15 lb • ft)j + (15 lb • ft)k ubicado en 
el origen. 
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3. 105 Los pesos de dos ninos sentados en los extremos A y B de un 
balancin son 84 lb y 64 lb, respectivamente. Determine donde debe sen- 
tarse un tercer nino si la resultante de las fuerzas de los pesos de los tres 
ninos debe pasar por C, y si se sabe que el peso del tercer nino es a) 60 lb, 
b) 52 lb. 

3.106 Tres lamparas de escenario se colocan sobre el tubo mostrado 
en la ligura. El peso de las lamparas en A y B es de 4.1 lb, mientras que la 
lampara en C pesa 3.5 lb. a) Si d = 25 in., determine la distancia desde D 
hasta la linea de accion de la resultante de los pesos de las tres lamparas. 
b ) Determine el valor de d si la resultante de los pesos debe pasar por el 
punto medio del tubo. 



Figura P3.105 



Figura P3.106 


3.107 Una viga soporta tres cargas de magnitud dada y una cuarta 
carga cuya magnitud esta en funcion de la position. Si b = 1.5 m y las car- 
gas se deben reemplazar por una sola fuerza equivalente, determine a) el va- 
lor de a tal que la distancia desde el soporte A hasta la linea de accion de la 
fuerza equivalente sea maxima, b ) la magnitud de la fuerza equivalente y su 
punto de aplicacion sobre la viga. 



Figura P3.107 


3.108 El engrane C esta rfgidamente unido al brazo AB. Si las fuerzas 
y los pares mostrados se pueden reducir a una sola fuerza equivalente en A, 
determine dicha fuerza equivalente y la magnitud del par M. 
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340 N 



Figura P3.111 


3.109 Un par de magnitud M = 54 lb • in y las tres fuerzas mostra- 
das en la figura se aplican a una mensula angular, a) Encuentre la resultante 
de este sistema de fuerzas. b) Localice los puntos donde la linea de accion 
de la resultante interseca a la linea AB y a la linea BC. 

3.110 UnparM y las tres fuerzas mostradas en la figura se aplican a 
una mensula angular. Encuentre el momenta del par si la linea de accion de 
la resultante del sistema de fuerzas debe pasar a traves a) del punto A , b) del 
punto B, c) del punto C. 


3.1 1 1 Cuatro fuerzas actuan sobre la placa de 700 X 375 mm como 
se muestra en la figura. a) Encuentre la resultante de estas fuerzas. b) Lo- 
calice los dos puntos en los que la linea de accion de la resultante interseca 
con el borde de la placa. 

3.112 Retome el problema 3.111, y ahora suponga que la fuerza de 
760 N se dirige hacia la derecha. 


Una armadura resiste las cargas mostradas en la figura. Deter- 
mine la fuerza equivalente a las fuerzas que actuan sobre la estructura y el 
punto de intersection de su linea de accion con la linea que pasa por los pun- 
tos Ay G. 


Figura P3.113 



3.114 Las poleas A y B se montan sobre la mensula CDEF. La ten- 
sion en cada lado de las dos bandas es la que se muestra en la figura. 
Reemplace las cuatro fuerzas por una sola fuerza equivalente y determine 
donde se interseca su linea de accion con el borde inferior del soporte. 




Figura P3.114 


3.11 5 Un componente de maquina se somete a las fuerzas y pares mos- 
trados en la figura. El componente debe mantenerse en su lugar mediante 
un solo remache que puede resistir una fuerza pero no un par. Para P = 0, 
determine la ubicacion del orificio para el remache si este debe localizarse 
a) sobre la linea FG, b) sobre la linea GH. 


Figura P3.115 


3.1 16 Retome el problema 3.115, y ahora suponga que P = 60 N. 
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Un motor de 32 lb se monta sobre el piso. Encuentre la resul- 
tante del peso y las fuerzas ejercidas sobre la banda, y determine el punto 
donde la Knea de accion de la resultante interseca con el piso. 

Cuando el seguidor AB rueda a lo largo de la superficie del ele- 
mento C, ejerce una fuerza F constante y perpendicular a la superficie. 
a) Reemplace F por un sistema equivalente fuerza-par en el punto D obte- 
nido al dibujar la perpendicular desde el punto de contacto hasta el eje x. b) 
Para a = 1 m y b — 2 m, determine el valor de x para el cual el momenta 
del sistema equivalente fuerza-par en D es maximo. 



t 

2 in. 

{ 

t 

2 in. 

I 



Figura P3.117 


y 


D 


Figura P3.118 


3.119 Cuatro fuerzas se aplican al componente de maquina ABDE 
corno se muestra en la figura. Reemplace estas fuerzas por un sistema equi- 
valente fuerza-par en A. 

121 Dos poleas de 150 mm de diametro se montan sobre el eje en 
linea AD. Las bandas de las poleas B y C estan contenidas en pianos verti- 
cales paralelos al piano ijz. Reemplace las fuerzas de las bandas mostradas 
por un sistema fuerza-par equivalente en A. 



120 N 


Figura P3.119 


y 



155 N 


240 N 


140 3.121 Al usar un sacapuntas manual, un estudiante ejerce sobre este 

las fuerzas y el par que se muestran en la figura. a) Determine las fuerzas 
ejercidas en B y en C si se sabe que las fuerzas y el par son equivalentes a 
un sistema fuerza-par en A que consta de la fuerza R = (2.6 lb)i + R v j - 
(0.7 lb)k y el par = M x i + (1.0 lb • ft)j — (0.72 lb • ft)k. b ) Encuentre los 
valores correspondientes de R y y M x . 



y 


2 in. 



Figura P3.122 


3.122 Un mecanico usa una Have tipo pata de gallo para aflojar un 
perno ubicado en C. El mecanico sostiene el maneral por los puntos Ay B, 
ejerciendo sobre esos puntos las fuerzas que se muestran en la figura. Si se 
sabe que estas fuerzas son equivalentes a un sistema fuerza-par en C que 
consta de la fuerza C = — (8 lb)i + (4 lb)k y el par M c = (360 lb • in.)i, de- 
termine las fuerzas aplicadas en A y B cuando A z — 2 lb. 

Un puntal ajustable BC se utiliza para colocar una pared en po- 
sition vertical. Si el sistema fuerza-par que se ejerce sobre la pared es tal que 
R — 21.2 lb y M = 13.25 lb • ft, encuentre un sistema fuerza-par equivalente 
en A. 



Figura P3.123 


Un mecanico reemplaza el sistema de escape de un automovil Problemas ~| 

al asegurar firmemente el convertidor catalitico FG a sus mensulas de mon- 
taje H e I para despues ensamblar de manera holgada los mofles y los tubos 
de escape. Para colocar el tubo de salida AB, lo empuja hacia adentro y ha- 
cia arriba en A mientras lo jala hacia abajo en B. a) Reemplace el sistema de 
fuerzas dado por un sistema fuerza-par equivalente en D. b ) Determine si el 
tubo CD tiende a rotar en el sentido de las manecillas del reloj o en el sen- 
tido inverso en relation con el rnofle DE, segun lo observa el mecanico. 



Figura P3.124 


Para el sistema de escape del problema 3.124, a) reemplace el 
sistema de fuerzas dado por un sistema fuerza-par equivalente en F, donde 
el tubo de escape esta conectado con el convertidor catalitico, b) determine 
si el tubo EF tiende a rotar en el sentido de las manecillas del reloj o en el 
sentido inverso, segun lo observa el mecanico. 

3. 126 El cabezal del taladro radial originalmente estaba colocado con 
el brazo AB paralelo al eje z, mientras que la broca y el portabrocas estaban 
colocados paralelos al eje y. El sistema se roto 25° respecto del eje y y 20° 
alrededor de la linea de centres del brazo horizontal AB, hasta que quedo 
en la position mostrada. El proceso de taladrado comienza al encender el 
motor y rotar la manivela hasta que la broca entra en contacto con la pieza 
de trabajo. Reemplace la fuerza y el par ejercidos por el taladro por un sis- 
tema equivalente fuerza-par en el centre O de la base de la columna verti- 
cal. 


3.127 Ties ninos se encuentran parados en la balsa de 5 X 5 m. Si el 
peso de los ninos que estan parados en A, B y C es de 375 N, 260 N y 400 
N, respectivamente, determine la magnitud y el punto de aplicacion de la re- 
sultante de los tres pesos. 

3.128 Tres ninos se encuentran parados en la balsa de 5 X 5 m. Los 
pesos de los ninos que estan parados en A, B y C son de 375 N, 260 N y 400 
N, respectivamente. Si un cuarto nino que pesa 425 N se sube a la balsa, de- 
termine donde debe estar parado si los otros ninos permanecen en la posi- 
tion mostrada y si la linea de action de la resultante del peso de los cuatro 
ninos debe pasar por el centre de la balsa. 



Figura P3.126 



Figura P3.127 y P3.128 


142 


Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 
de fuerza 


3.129 Cuatro senalamientos se montan en un marco que esta sobre la 
carretera y las magnitudes de las fuerzas horizontales del viento que actuan 
sobre las senales son las que se muestran en la figura. Determine la magni- 
tud y el punto de aplicacion de la resultante de las cuatro fuerzas del viento 
cuando a = 1 ft y b = 12 ft. 



3.130 Cuatro senalamientos se montan en un marco que esta sobre la 
carretera y las magnitudes de las fuerzas horizontales del viento que actuan 
sobre las seiiales son las que se muestran en la figura. Determine a y b tales 
que el punto de aplicacion de la resultante de las cuatro fuerzas se encuen- 
tre en G. 


* 3.131 Un grupo de estudiantes carga la plataforma de un trailer de 2 
X 3.3 m con dos cajas de 0.66 X 0.66 X 0.66 m y con una caja de 0.66 X 0.66 
X 1.2 m. Cada una de las cajas se coloca en la parte posterior del trailer, de 
tal forma que queden alineadas con la parte trasera y con los costados del trai- 
ler. Determine la carga minima que los estudiantes deben colocar en una caja 
adicional de 0.66 X 0.66 X 1.2 m y el sitio en el trailer donde deben asegu- 
rarla si ninguna parte de las cajas debe salirse de los costados. Ademas, su- 
ponga que cada caja esta cargada uniformemente y que la linea de action de 
la resultante del peso de las cuatro cajas pasa por el punto de intersection de 
las lineas centrales y el eje del trailer. ( Sugerencia : Tome en cuenta que las ca- 
jas pueden colocarse sobre sus extremos o sobre sus costados.) 



Figura P3.131 


* 3.132 Retome el problema 3.131 si los estudiantes desean colocar Problemas "143 

todo el peso posible en una cuarta caja y que al menos uno de los costados 
de la caja coincida con un costado del trailer. 

*3.133 Un cubo de lado a esta sometido a tres fuerzas de la misma 
magnitud P en las direcciones mostradas en la figura. Reemplace las tres 
fuerzas por una Have de torsion equivalente y determine a) la magnitud y la 
direction de la fuerza resultante R, b) el paso de la Have de torsion y c) el 
eje de la Have de torsion. 



*3.134 Sometida a tres fuerzas una pieza de metal laminado se dobla 
en la forma que se muestra en la figura. Si las fuerzas tienen la misma mag- 
nitud P, reemplacelas por una Have de torsion equivalente y determine a) la 
magnitud y la direction de la fuerza resultante R, b) el paso de la Have de 
torsion y c) el eje de la Have de torsion. 

* 3.135 y *3.13 Las fuerzas y los pares mostrados se aplican sobre 
dos tornillos mediante los que se sujeta una placa de metal a un bloque de 
madera. Reduzca las fuerzas y los pares a una Have de torsion equivalente y 
determine a) la fuerza resultante R, b) el paso de la Have de torsion y c) el 
punto donde el eje de la Have de torsion interseca al piano xz. 



y 




Figura P3.135 


\ x 

100 mm 


Figura P3.136 


144 *3.137 y *3.138 Dos pernos A y B se aprietan aplicando las fuerzas 

y el par mostrados en la figura. Reemplace las dos Haves de torsion por una 
sola Have de torsion equivalente y determine a) la resultante R, b) el paso 
de la Have de torsion equivalente y c) el punto donde el eje de la Have de 
torsion interseca al piano xz. 



Figura P3.137 



Figura P3. 138 



*3.139 Dos cuerdas atadas en A y B se usan para mover el tronco de 
un arbol caido como se muestra en la figura. Reemplace las fuerzas ejerci- 
das por las cuerdas por una sola Have de torsion equivalente y determine a) 
la fuerza resultante R, b) el paso de la Have de torsion y c) el punto donde 
el eje de la Have de torsion interseca al piano ijz. 

*3.140 Un asta bandera se sostiene mediante tres cables atirantados. 
Si las tensiones en los cables tienen la misma magnitud P, reemplace las fuer- 
zas ejercidas sobre el asta por una Have de torsion equivalente y determine 
a) la fuerza resultante R, b) el paso de la Have de torsion y c) el punto donde 
el eje de la Have de torsion interseca al piano xz. 



Figura P3.140 
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*3.141 y * 3. 1 Determine si el sistema fuerza-par mostrado en la fi- 
gura puede reducirse a una sola fuerza equivalente R. Si esto es posible, de- 
termine R y el punto donde la linea de accion de R interseca al piano yz. Si 
la reduction no es posible, reemplace el sistema dado por una Have de tor- 
sion equivalente y determine su resultante, su paso y el punto donde su eje 
interseca al piano yz. 



Figura P3.141 



*3.14 Reemplace la Have de torsion mostrada en la figura por un sis- 
tema equivalente que conste de dos fuerzas perpendiculares al eje y aplica- 
das, respectivamente, en A y en B. 



Figura P3.143 


*3.144 Demuestre que, en general, una Have de torsion puede ser 
reemplazada por dos fuerzas, seleccionadas de tal forma que una pase a tra- 
ves de un punto dado, mientras que la otra este contenida en un piano dado. 

*3.145 Demuestre que una Have de torsion puede reemplazarse por 
dos fuerzas perpendiculares, una de las cuales esta aplicada en un punto dado. 

*3.146 Demuestre que una Have de torsion puede reemplazarse por 
dos fuerzas, una de las cuales tiene una linea de accion predefinida. 


REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 3 


Principio de transmisibilidad 



Figura 3.48 


/ 

/ 

/ 

/ 



En este capitulo se estudio el efecto de fuerzas ejercidas sobre un 
cuerpo rfgido. Primero se aprendio a distinguir entre fuerzas exter- 
nas e internets [section 3.2] y se vio que, de acuerdo con el princi- 
pio cle transmisibilidad, el efecto de una fuerza externa sobre un 
cuerpo rfgido permanece inalterado si la fuerza se mueve a lo largo 
de su liiiea de action [section 3.3]. En otras palabras, dos fuerzas F 
y F', que actuan sobre un cuerpo rfgido en dos puntos distintos 
tienen el mismo efecto sobre dicho cuerpo si tienen la misma mag- 
nitud, la misma direction y la misma linea de action (figura 3.48). 
Se dice que dos fuerzas como estas son equivalentes . 


Antes de proceder con el estudio de sistemas equivalentes de fuer- 
zas, se presento el concepto del producto vectorial de dos vectores 
[section 3.4], El producto vectorial 


Producto vectorial de dos vectores 


V = P X Q 


A 

V = P X Q 



P 


a) 




de dos vectores P y Q se definio como el vector perpendicular al pia- 
no que contiene a P y a Q (figura 3.49), cuya magnitud es igual a 

V = PQ sen d (3.1) 

y que esta dirigido de manera que una persona ubicada en la parte 
terminal de V vera la rotation a traves de un angulo 9 que hace al 
vector P colineal con el vector Q como contraria al movimiento 
de las manecillas del reloj. Se dice que los tres vectores P, Q y V 
— eonsiderados en ese orden — forman una triada de mano derecha. 
Se concluye que los produetos veetoriales Q X P y P X Q estan re- 
presentados por vectores iguales y opuestos. Asi, se tiene que 

Q X P = -(P X Q) (3.4) 

Ademas, a partir de la definition del producto vectorial de dos vec- 
tores, tambien se concluye que los produetos veetoriales de los vecto- 
res unitarios i, j y k estan dados por 

i X i = () i X j = k j X i = -k 

y asi sucesivamente. El signo del producto vectorial de dos vectores 
unitarios puede obtenerse ordenando las tres letras que representan 
los vectores unitarios en un tirculo, en un sentido contrario al movi- 
miento de las manecillas del reloj (figura 3.50): el producto vectorial 
de dos vectores unitarios sera positivo si estos se siguen uno al otro 
en un orden contrario a las manecillas del reloj y sera negativo si es- 
tos se siguen uno al otro en el sentido de las manecillas del reloj. 
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Las componentes rectangulares del producto vectorial V de dos 
vectores P y Q fueron expresadas como sigue [seccion 3.5]: 


V, = P y Q Z ~ P Z Qy 

Vy = P Z Q X ~ P X Q Z (3.9) 

V Z = P X Qy - PyQx 
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Componentes rectangulares del producto 
vectorial 


Con el uso de un determinante tambien se escribio 


V = 


i j k 

P X Py P Z 

<?* Q v Q. 


(3.10) 

Momenta de una fuerza con respecto 
a un punto 


El momento de una fuerza F con respecto a un punto O se 
definio [seccion 3.6] como el producto vectorial 

M 0 = rXF (3.11) 

donde r es el vector de posicion trazado desde O hasta el punto de 
aplicacion A de la fuerza F (figura 3.51). Si se representa con 0 el 
angulo entre las lineas de action de r y F, se encontro que la mag- 
nitud del momento de F con respecto a O podia expresarse como 

M 0 = rF sen 9 = Fd (3.12) 

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la 
linea de action de F. 



Figura 3.51 


Componentes rectangulares del momento 


Las componentes rectangulares del momento M 0 de una fuerza 
F se expresaron [seccion 3.8] como 

M x = yF z - zFy 

My = zF x - xF z (3.18) 

M z ^Py yPx 

donde x, y y z son las componentes del vector de posicion r (figura 
3.52). Usando una forma de determinante, se escribio tambien 




1 J 

x- y 

Fr F„ 


(3.19) 


En el caso mas general del momento de una fuerza F aplicada en 
A con respecto a un punto arbitrario B, se obtuvo que 



Figura 3.52 


M b 


1 j k 

%A/B Ua/B %A/B 

F x Fy F z 


(3.21) 


donde x A / B , iJa/b y z,.\ / b son las componentes del vector r A / B : 


X a /B — *A X B 


Ha/B — 1 Ja 1 Jb Z A/B — Z A Z B 
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En el caso de problemas que involucran unicamente a dos di- 
mensiones, se puede suponer que la fuerza F se encuentra en el 
piano xy. Su momenta M B con respecto a un punto B que se en- 
cuentra en ese mismo piano es perpendicular al piano en cuestion 
(figura 3.53) y esta completamente definido por el escalar 

Mb = (%a ~ x b)Fij ~ ( iJa ~ 1 JbW% (3.23) 



Figura 3.53 


Producto escalar de dos vectores 



Figura 3.54 

Proyeccion de un vector sobre un eje 



Producto triple escalar de tres vectores 


En los problemas resueltos 3.1 al 3.4 se mostraron varios metodos 
para el calculo del momenta de una fuerza con respecto a un punto. 

El producto escalar de dos vectores P y Q [section 3.9] se de- 
nota por P • Q y se definio como la cantidad escalar 

P • Q = PQ cos 6 (3.24) 

donde 6 es el angulo entre P y Q (figura 3.54). Se expreso el pro- 
ducto escalar de P y Q en terminos de las componentes escalares 
de los dos vectores, se determino que 

P • Q = P X Q X + PyQy + 1’zQ.z (3.30) 

La proyeccion de un vector P sobre un eje OL (figura 3.55) se puede 
obtener formando el producto escalar de P y el vector unitario A. 
a lo largo de OL. Asi, se tiene que 

Pol = P ’ A (3.36) 

o, con las componentes rectangulares, 

P 0 L = P% COS by + P,J COS 6,J + Py COS By (3.37) 

donde 6 X , By y 6 Z representan los angulos que forma el eje OL con 
los ejes coordenados. 

El producto triple escalar de los tres vectores S, P y Q se definio 
como la expresion escalar 

S • (P x Q) (3.38) 

que se obtuvo formando el producto escalar de S con el producto 
vectorial de P y Q [section 3.10). Se mostro que 
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S* Sy 

Px P„ 


s z 

P- 


(3.41) 


S • (P X Q) = 

Qx Qy Qz 

donde los elementos del determinante son las componentes rec- 
tangulares de los tres vectores. 


El momento de unafuerza F con respecto a un eje OL [sec- 
cion 3.11] se definio como la proyeccion OC sobre OL del mo- 
mento M 0 de la fuerza F (figura 3.56), esto es, se definio como el 
producto triple escalar del vector unitario X, el vector de position 
r y la fuerza F : 

Mql = X • Mo = X • (r X F) (3.42) 


Con el uso de la forma de determinante para el producto triple es- 
calar, se tiene 


M 0 l ~ 


x 

Fy 


y 

F„ 


A z 

z 

F, 


(3.43) 


donde X x , X„, X- = cosenos directores del eje OL 
x, y,z = componentes de r 
F x , F, p F z = componentes de F 


En el problema resuelto 3.5 se presento un ejemplo de la determi- 
nation del momento de una fuerza con respecto a un eje inclinado. 


Se dice que dosfuerzas F y — F que tienen la misma magnitud, 
linens de accion paralelas y sentidos opuestosf orman un par [section 
3.12], Se demostro que el momento de un par es independiente del 
punto con respecto al cual se calcula dicho momento; el momento 
de un par es un vector M perpendicular al piano del par e igual en 
magnitud al producto de la magnitud comun de las fuerzas F y la dis- 
tancia perpendicular cl entre sus lineas de accion (figura 3.57). 

Dos pares que tienen el mismo momento M son equivalentes, 
esto es, dichos pares tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rfgido 
dado [section 3.13]. La suma de dos pares tambien es un par [sec- 
cion 3.14] y el momento M del par resultante se puede obtener su- 
mando vectorialmente los momentos Mi y M 2 de los pares origina- 
les [problema resuelto 3.6], Por tanto, se concluye que un par pue- 
de ser representado por un vector, conocido como el vector de par, 
igual en magnitud y direction al momento M del par [section 3.15]. 
Un vector de par es un vector libre que, si asi se desea, se puede fi- 
jar al origen O y se puede separar en componentes (figura 3.58). 


Momento de una fuerza con respecto 
a su eje 



Figura 3.56 


Pares 




a) b) c) d) 

Figura 3.58 
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Cualquier fuerza F que actua en un punto A de un cuerpo rigi- 
do puede reemplazarse por un sistema fuerza-par en un punto arbi- 
trario O el cual consta de la fuerza F aplicada en O y un par de mo- 
menta M 0 , igual al momenta de la fuerza F en su position original 
con respecto a O [section 3.16]; se debe senalar que la fuerza F y el 
vector de par M 0 siempre son perpendiculares entre si (figura 3.59). 

Se concluye que [section 3.17] cualquier sistema defuerzas pue- 
de ser reducido a un sistema fuerza-par en un punto dado O, reem- 
plazando primero cada una de las fuerzas del sistema por un sistema 
equivalente fuerza-par en O (figura 3.60) para despues sumar todas 
las fuerzas y todos los pares determinados de esta forma con el fin 
de obtener a la fuerza resultante R y al vector de par resultante Mg 
[problemas resueltos 3.8 al 3.11]. Observese que, en general, la re- 
sultante R y el vector de par M® no seran perpendiculares entre si. 





Figura 3.60 


Con base en lo anterior, se concluyo [section 3.18] que, en lo 
que respecta a los cuerpos rigidos, clos sistemas defuerzas F b F 2 , 
F, 3 , . . . y F], Fi, F. 3 , . . . , son equivalentes si, ij solo si, 

2F = 2F' y 2M 0 = 2Mb (3.57) 

Reduccion adicional de un sistema de Si la fuerza resultante R y el vector de par resultante Mg son 

fuerzas perpendiculares entre si, el sistema fuerza-par en O puede redu- 
cirse aun mas a una sola fuerza resultante [section 3.20], Este es 
el caso para sistemas que estan constituidos por: a) fuerzas concu- 
rrentes (como los sistemas considerados en el capitulo 2), b) fuer- 
zas coplanares [problemas resueltos 3.8 y 3.9] o c) fuerzas parale- 
las [problema resuelto 3.11], Si la resultante R y el vector de par 
Mg no son perpendiculares entre si, el sistema no puede ser redu- 
cido a una sola fuerza. Este, sin embargo, puede ser reducido a un 
tipo especial de sistema fuerza-par que recibe el nombre de Have 
de torsion, el cual consta de la resultante R y un vector de par M : 
dirigido a lo largo de R [section 3.21 y problema resuelto 3.12], 


Problemas de repaso 


3.1 ' Una caja de madera de 80 kg de masa se sostiene en la position 
mostrada en la figura. Determine a) el momenta alrededor de E generado 
por el peso W de la caja de madera y b) la fuerza minima aplicada en B que 
produce un momenta alrededor de E de igual magnitud pero con sentido 
opuesto. 

3.1 4 Se sabe que la biela AB ejerce sobre la manivela BC una fuerza 
de 1.5 kN dirigida hacia abajo y hacia la izquierda a lo largo de la linea cen- 
tral de AB. Determine el momenta de esa fuerza alrededor de C. 



Figura P3.147 


3.149 Una cana de pescar AB de 6 ft se ancla de manera segura en la 
arena de una playa. Despues de que un pez pica en el anzuelo, la fuerza re- 
sultante en la linea es de 6 lb. Determine el momenta alrededor de A de la 
fuerza ejercida por la linea en B. 




Figura P3.149 


Figura P3.148 

3.150 Las cuerdas AB y BC son dos de las cuerdas usadas para soste- 
ner una carpa. Las dos cuerdas estan atadas a una estaca en B. Si la tension 
en la cuerda AB es de 540 N, determine a) el angulo entre la cuerda AB y 
la estaca, b) la proyeccion sobre la estaca de la fuerza ejercida por la cuerda 
AB en el punto B. 



Figura P3.150 
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Figura P3.151 


Un granjero emplea cables para sujetar firmemente una de las 
paredes de un granero pequeno a los tensores B y E. Si se sabe que la suma 
de los momentos, respecto del eje x, de las fuerzas ejercidas por los cables 
sobre el granero en los puntos A y D es de 4 728 lb • ft, determine la mag- 
nitucl de T DE cuando T AB = 255 lb. 

3.152 Retome el problema 3.151 si la tension en el cable AB es de 
306 lb. 

3.153 Un ames de alambre se fabrica al enredar dos o tres alambres 
alrededor de clavijas de 2 in. de diametro montadas sobre una hoja de madera. 
Si la fuerza en cada alambre es de 3 lb, determine el par resultante que ac- 
tua sobre la madera cuando a = 18 in. y a) solo se colocan los alambres AB 
y CD, b ) se colocan los tres alambres. 



Un trabajador trata de mover una roca aplicando una fuerza de 
360 N a una barra de acero, como se muestra en la figura. a) Reemplace esa 
fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en D. b) Dos trabajadores in- 
tentan mover la misma roca aplicando una fuerza vertical en A y otra fuerza 
en D. Determine las dos fuerzas si estas son equivalentes a la fuerza unica 
del inciso a). 



Figura P3.154 
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Una fuerza de 110 N, que actua en un piano vertical paralelo 
al piano ijz, se aplica a la manija horizontal AB de 220 mm de longitud de 
una Have de torsion. Reemplace la fuerza por un sistema fuerza-par equiva- 
lente en el origen O del sistema coordenado. 

3.1 56 Cuatro cuerdas que se encuentran atadas a una caja ejercen las 
fuerzas que se muestran en la figura. Si las fuerzas deben reemplazarse por 
una sola fuerza equivalente aplicada en un punto sob re la linea AB , deter- 
mine a) la fuerza equivalente y la distancia desde A hasta el punto de apli- 
cacion de la fuerza si a = 30°, b) el valor de a tal que la fuerza equivalente 
se aplique en el punto B. 


1601b 




Figura P3.155 


Una paleta sostenida mediante un berbiqui se utiliza para apre- 
tar un tornillo en A. a) Determine las fuerzas ejercidas en B y C, si se sabe 
que estas fuerzas son equivalentes a un sistema fuerza-par en A que consiste 
en R = — (30 N)i + R,j + R-k y = — (12 N • m)i. b) Encuentre los va- 
lores correspondientes de R t/ y R z . c) Determine la orientation de la ranura 
en la cabeza del tornillo para la cual es menos probable que la paleta se res- 
bale, si el berbiqui se encuentra en la position mostrada. 



Figura P3.157 


3.1 5t Una base de concreto que tiene la forma de un hexagono re- 
gular con lados de 12 ft soporta cuatro cargas sobre sus columnas, como se 
muestra en la figura. Determine la magnitud de las cargas adicionales que 
deben aplicarse en B y F si la resultante de las seis cargas debe pasar por el 
centra de la base. 



Figura P3.158 



Problemas de computadora 



h *c 

Figura P3.C1 


3. Cl Una viga AB esta sometida a varias fuerzas verticales como se 
muestra en la figura. Use software para determinar la magnitud de la resul- 
tante de las fuerzas y la distancia x c al punto C, el punto donde la linea de 
action de la resultante interseca a AB. Use este software para resolver a) el 
problema resuelto 3.8c, b) el problema 3.106 a. 


3.C2 Utilice software para determinar la magnitud y el punto de apli- 
cacion de la resultante de las fuerzas verticales Pi, Pa,..., P„, las cuales ac- 
tuan en los puntos A 1; A 2) . . ., A n que se encuentran en el piano xz. Use este 
software para resolver a) el problema resuelto 3.11, b) el problema 3.127, c) 
el problema 3.129. 



Figura P3.C2 



Figura P3.C3 


3.C3 Un amigo le pide ayuda en el diseno de cajas para cultivar flo- 
res. Las cajas deben tener 4, 5, 6 u 8 lados, los cuales pueden estar inclina- 
dos hacia fuera 10°, 20° o 30°. Use software para determinar el angulo a del 
bisel para cada uno de los doce disenos propuestos. ( Sugerencia : El angulo 
del bisel es igual a la mitad del angulo formado por las normales que se di- 
rigen hacia adentro de dos lados adyacentes.) 

El fabricante de un carrete para mangueras desea determinar el 
momenta de la fuerza F alrededor del eje AA' . La magnitud de la fuerza en 
newtons esta definida por la relation F = 300(1 - x/L), donde x es la longi- 
tud de manguera enrollada sobre el tambor de 0.6 m de diametro y L es la 
longitud total de la manguera. Use software para calcular el momenta re- 
querido para una manguera de 30 m de longitud y 50 mm de diametro. Co- 
mience con x = 0 y calcule el momenta despues de cada vuelta del tambor 
hasta que la manguera este enrollada sobre el carrete. 
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Figura P3.C4 


125 mm 





3.C5 Un sistema de n fuerzas actua sobre un cuerpo. Utilice software 
para calcular el sistema fuerza-par equivalente en el origen de los ejes coor- 
denados. Tambien determine la magnitud y el punto de aplicacion en el piano 
xz de la resultante del sistema de fuerzas original, si la fuerza equivalente y 
el par equivalente son ortogonales. Utilice este programa para resolver a ) el 
problema 3.113, b) el problema 3.120, c) el problema 3.127. 

3.C6 Dos ductos cilindricos, AB y CD , entran a una habitation a tra- 
ves de dos paredes paralelas. Las lineas centrales de los ductos son paralelas 
entre si pero no son perpendiculares a las paredes. Los ductos estaran co- 
nectados mediante dos codos flexibles y una portion central recta. Use soft- 
ware para determinar las longitudes de AB y CD que minimicen la distancia 
entre el eje de la portion recta y un term 6 metro montado sobre la pared en 
E. Suponga que los codos tienen una longitud despreciable y que AB y CD 
tienen lineas centrales definidas por "k AB — (7i — 4j + 4k)/9 y X C d — 7i 
+ 4j — 4k)/9 y que pueden variar en longitud desde 9 in. hasta 36 in. 
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Figura P3.C5 



Figura P3.C6 


Esta torre de telecomunicaciones cons- 
truida en el corazon del complejo oli'mpi- 
co de Barcelona para transmitir los jue- 
gos de 1992, esta disenada para permane- 
cer en equilibrio bajo la fuerza vertical de 
la gravedad y las fuerzas laterales ejerci- 
das por el viento. 
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4.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 4 EQUILIBRIO DE 
CUERPOS RIGIDOS 

Introduccion 

Diagrama de cuerpo libre 
Reacciones en los puntos de apoyo 
y conexiones de una estructura 
bidimensional 

Equilibrio de un cuerpo rigido en 
dos dimensiones 
Reacciones estaticamente 
indeterminadas. Restricciones 
parciales 

Equilibrio de un cuerpo sujeto a 
dos fuerzas 

Equilibrio de un cuerpo sujeto a 
tres fuerzas 

Equilibrio de un cuerpo rigido en 
tres dimensiones 

Reacciones en puntos de apoyo y 
conexiones para una estructura 
tridimensional 


En el capftulo anterior se vio que las fuerzas externas que actuan so- 
bre un cuerpo rigido pueden reducirse a un sistema fuerza-par en un 
punto arbitrario O. Cuando la fuerza y el par son iguales a cero, las 
fuerzas externas forman un sistema equivalente a cero y se dice que el 
cuerpo rigido se encuentra en equilibrio. 

Por tanto, las condiciones necesarias y suficientes para el equili- 
brio de un cuerpo rigido se pueden obtener igualando a cero a R y a 
Mo en las relaciones (3.52) de la section 3.17: 


2F = 0 2M 0 = 2(r X F) = 0 (4.1) 


Si se descompone cada fuerza y cada momento en sus compo- 
nentes rectangulares, se pueden expresar las condiciones necesarias 
y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rigido por medio de las 
seis ecuaciones escalares que se presentan a continuation: 


XF x = 0 2F V = 0 2F 3 = 0 (4.2) 

= 0 = 0 2M S = 0 (4.3) 


Las ecuaciones obtenidas se pueden emplear para determinar fuer- 
zas desconocidas que estan aplicadas sobre el cuerpo rigido o reaccio- 
nes desconocidas ejercidas sobre este por sus puntos de apoyo. Se ob- 
serva que las ecuaciones (4.2) expresan el hecho de que las componen- 
tes de las fuerzas externas en las direcciones x, y y z estan en equilibrio; 
las ecuaciones (4.3) expresan a su vez que los momentos de las fuer- 
zas externas con respecto a los ejes x, y y z tambien estan en equili- 
brio. Por tanto, para un cuerpo rigido en equilibrio el sistema de fuer- 
zas externas no le impartira un movimiento traslacional o rotacional al 
cuerpo en consideration. 

Para poder escribir las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo 
rigido, es esencial identificar primero todas las fuerzas que actuan so- 
bre dicho cuerpo y, entonces, dibujar el diagrama de cuerpo libre co- 
rrespondiente. En este capftulo se considerara primero el equilibrio 
de estructuras bidimensionales sujetas a fuerzas contenidas en sus pia- 
nos y se aprendera como dibujar sus diagramas de cuerpo libre. Ade- 
mas de las fuerzas aplicadas sobre una estructura, se consideraran las 
reacciones ejercidas sobre esta ultima por sus puntos de apoyo. Se aso- 
ciara un tipo especffico de reaction con cada tipo de apoyo. Se apren- 
dera como determinar si una estructura esta apoyada apropiadamen- 
te, de forma que se pueda saber de antemano si las ecuaciones de 
equilibrio podran resolverse para determinar las fuerzas y reacciones 
desconocidas. 

En la ultima parte del capftulo se considerara el equilibrio de es- 
tructuras tridimensionales y se realizara el mismo tipo de analisis para 
estas estructuras y para sus puntos de apoyo. 
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4.2. DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 
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Al resolver un problema relacionado con el equilibrio de un cuerpo 
rfgido es esencial que se consideren toclas las fuerzas que actuan sobre 
este; ademas, es importante excluir cualquier fuerza que no este dada 
directamente sobre dicho cuerpo. Omitir o agregar una fuerza extrana 
podrfa destruir las condiciones de equilibrio. Por tanto, el primer paso 
en la solucion del problema es esquematizar un diagrama de cuerpo li- 
bre del cuerpo rfgido en consideration. Los diagramas de cuerpo libre 
ya fueron utilizados en muchas ocasiones en el capftulo 2. Sin embar- 
go, en vista de su importancia para la solucion de problemas de equili- 
brio, aquf se resumen los diferentes pasos que se deben seguir al mo- 
mento de dibujar un diagrama de cuerpo libre. 

Se debe tomar una decision acertada en relation con la selec- 
tion del cuerpo libre que sera utilizado. Despues se debe se- 
parar al cuerpo del suelo y de todos los demas cuerpos. Asf, se 
realiza un croquis del contorno del cueipo ya aislado. 

2. Todas las fuerzas externas deben indicarse en el diagrama 
de cueipo libre. Estas fuerzas representan las acciones ejer- 
cidas sobre el cueipo libre por el suelo y por los cueipos que 
han sido separados del mismo; estas fuerzas deben aplicarse 
en los diversos puntos sobre los que el cueipo libre estaba 
apoyado en el suelo o estaba conectado a otros cuerpos. Tam- 
bien se debe incluir entre las fuerzas externas el peso del cuer- 
po libre, puesto que representa la atraccion ejercida por la 
Tierra sobre las distintas partfculas que lo constituyen. Como 
se vera en el capftulo 5, el peso debe aplicarse en el centro 
de gravedad del cueipo. Cuando el cuerpo libre esta consti- 
tuido por varias partes, las fuerzas que dichas partes ejercen 
entre sf no deben incluirse entre las fuerzas externas; siem- 
pre que se considere completo al cueipo libre, son fuerzas in- 
ternas. 

3. Las magnitudes y las direcciones de las fuerzas externas que 
son conocidas deben senalarse con claridad en el diagrama de 
cueipo libre. Cuando se indiquen las direcciones de dichas 
fuerzas, se debe recordar que estas son las ejercidas sobre, y 
no por, el cuerpo libre. Por lo general, las fuerzas externas co- 
nocidas incluyen el peso del cueipo libre y las fuerzas aplica- 
das con un proposito en particular. 



Fotografi'a 4.1 Un diagrama de cuerpo libre del 
tractor que se muestra en la foto incluiria todas 
las fuerzas externas que actuan sobre el: el peso 
del tractor, el peso de la carga en la pala y las 
fuerzas ejercidas por el suelo sobre las llantas. 



Fotografi'a 4.2 En el capitulo 6 se expondra 
como determinar las fuerzas internas en 
estructuras hechas de varias piezas conectadas, 
como las fuerzas en los elementos que soportan 
la pala del tractor de la fotografia 4.1 . 


Las fuerzas externas desconocidas consisten en las reacciones 
a traves de las cuales el suelo y otros cuerpos se oponen a un 
posible movimiento del cuerpo libre. Las reacciones lo obli- 
gan a permanecer en la misma position y, por esta razon, al- 
gunas veces reciben el nombre d e fuerzas de restriccidn. Las 
reacciones se ejercen en los puntos donde el cueipo libre es- 
ta apoyado o conectado a otros cueipos y deben indicarse con 
claridad. Las reacciones se estudian con mas detalle en las sec- 
ciones 4.3 y 4.8. 


5. El diagrama de cueipo libre tambien debe incluir dimensiones, 
puesto que estas se pueden necesitar para el calculo de mo- 
mentos de fuerzas. Sin embargo, cualquier otro detalle debe 
omitirse. 
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EQUILIBRIO EN DOS DIMENSIONES 


4.3. REACCIONES EN LOS PUNTOS DE APOYO 
Y CONEXIONES DE UNA ESTRUCTURA BIDIMENSIONAL 



Fotografi'a 4.3 Cuando el eslabon del 
mecanismo de apertura del toldo para ventana se 
extiende, la fuerza que este ejerce sobre el 
deslizador produce una fuerza normal aplicada 
sobre la barra, lo que causa que el toldo se abra. 



Fotografi'a 4.4 El apoyo oscilatorio del estribo 
montado, que se muestra en la fotografi'a, se usa 
para apoyar el camino sobre un puente. 


En la primera parte de este capftulo se considera el equilibrio de una 
estructura bidimensional, esto es, se supone que la estructura que se 
esta analizando y las fuerzas aplicadas sobre la misma estan contenidas 
en el mismo piano. De la forma mas clara, las reacciones necesarias 
para mantener a la estructura en la misma position tambien estaran 
contenidas en el mismo piano. 

Las reacciones ejercidas sobre una estructura bidimensional pue- 
den ser divididas en tres grupos que corresponden a tres tipos de apo- 
yos (puntos de apoyo) o conexiones : 

1. Reacciones equivalentes a una fuerza con una linea de action 
conocida. Los apoyos y las conexiones que originan reacciones 
de este tipo incluyen rodillos, balancines, superficies sin fric- 
tion, eslabones o bielas y cables cortos, collarines sobre barras 
sin friction y pernos sin friction en ranuras lisas. Cada uno de 
estos apoyos y conexiones pueden impedir el movimiento so- 
lo en una direction. Los apoyos mencionados anteriormente 
junto con las reacciones que producen se muestran en la figura 
4.1. Cada una de estas reacciones involucra a una sola incog- 
nita, es decir, la magnitud de la reaction; dicha magnitud de- 
be representarse con una letra apropiada. La linea de accion 
de la reaction es conocida y debe indicarse con claridad en el 
diagrama de cuerpo libre. El sentido de la reaction debe ser 
como se muestra en la figura 4.1 para los casos de una super- 
ficie sin friction (hacia el cuerpo libre) o de un cable (alejan- 
dose del cuerpo libre). La reaction puede estar dirigida en uno 
u otro sentido en el caso de rodillos de doble carril, eslabones, 
collarines sobre barras y pernos en ranuras. Por lo general, los 
rodillos de un carril y los balancines son reversibles y, por tan- 
to, las reacciones correspondientes tambien pueden estar di- 
rigidas en uno u otro sentido. 



Fotografi'a 4.5 Se muestra la expansion del 
apoyo oscilatorio de un puente con plataforma de 
trabes. La superficie convexa del oscilador le 
permite al apoyo de la trabe moverse en forma 
horizontal. 


2. Reacciones equivalentes a una fuerza de magnitud y direction 
desconocidas . Los apoyos y las conexiones que originan reac- 
ciones de este tipo incluyen pernos sin friction en orificios 
ajustados, articulaciones o bisagras y superficies rugosas. Es- 
tos pueden impedir la traslacion del cuerpo rigido en todas 
direcciones pero no pueden impedir la rotation del mismo 
con respecto a la conexion. Las reacciones de este grupo in- 
volucran clos incognitas que usualmente se representan por 
sus componentes x y y. En el caso de una superficie rugosa, 
la componente perpendicular a la superficie debe dirigirse ale- 
jandose de esta. 

3. Reacciones equivalentes a una fuerza y un par. Estas reaccio- 
nes se originan por apoyos fijos, los cuales se oponen a cualquier 
movimiento del cuerpo libre y, por tanto, lo restringen por com- 
pleto. Los soportes fijos producen fuerzas sobre toda la super- 
ficie de contacto; sin embargo, estas fuerzas forman un sistema 
que se puede reducir a una fuerza y un par. Las reacciones de 
este grupo involucran tres incognitas, las cuales consisten en las 
dos componentes de la fuerza y en el momenta del par. 




4.3. Reacciones en los puntos de apoyo y 
conexiones de una estructura bidimensional 
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Figura 4.1 Reacciones en apoyos y conexiones. 


Cuando el sentido de una fuerza o un par desconocido no es evi- 
dente, no se debe intentar determinarlo. En lugar de ello, se supondra 
arbitrariamente el sentido de la fuerza o el par; el signo de la suposi- 
cion obtenida indicara si la respuesta fue correcta o no. 
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Figura 4.2 


4.4. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO 
EN DOS DIMENSIONES 

Las condiciones establecidas en la section 4. 1 para el equilibrio de un 
cuerpo rigido se vuelven mas simples para casos de estructuras bidi- 
mensionales. Al seleccionar a los ejes % y y en el piano de la estructu- 
ra, se tiene que 

F z = 0 M x = M y = 0 M z = M 0 

para cada una de las fuerzas aplicadas sobre la estructura. Por tanto, las 
seis ecuaciones de equilibrio derivadas en la seccion 4. 1 se reducen a 

XF* = 0 XF y = 0 XM 0 = 0 (4.4) 

y a las tres identidades triviales 0 = 0. Como se debe cumplir que XM 0 
= 0 sin importar la election del origen O, se pueden escribir las ecua- 
ciones de equilibrio para una estructura bidimensional en la forma mas 
general 

XF x = 0 XF y = 0 XM A = 0 (4.5) 

donde A es cualquier punto en el piano de la estructura. Las tres ecua- 
ciones obtenidas pueden resolverse para un maximo de tres incognitas. 

En la seccion anterior se vio que las fuerzas desconocidas incluyen 
reacciones y que el numero de incognitas correspondientes a una reac- 
tion depende del tipo de apoyo o conexion que origina dicha reaction. 
Como se hizo referencia en la seccion 4.3, se observa que las ecuacio- 
nes de equilibrio (4.5) pueden ser empleadas para determinar las reac- 
ciones asociadas con dos rodillos y un cable, un apoyo fijo o un rodillo 
y un perno en un orificio ajustado, etcetera. 

(Observe la figura 4.2a, en la cual la armadura mostrada esta some- 
tida a las fuerzas dadas P, Q y S. La armadura se mantiene en su lu- 
gar por medio de un perno en A y un rodillo en B. El perno impide 
que el punto A se mueva ejerciendo una fuerza sobre la armadura que 
se puede descomponer en las componentes A v y Ay por su parte, el 
rodillo impide que la armadura rote con respecto a A ejerciendo la 
fuerza vertical B. El diagrama de cuerpo libre de la armadura se mues- 
tra en la figura 4.2b; este incluye tanto las reacciones A*, A y y B como 
las fuerzas aplicadas P, Q y S y el peso W de la armadura. Para expre- 
sar que la suma de los momentos con respecto a A, que implica todas 
las fuerzas mostradas en la figura 4.2b, es igual a cero, se escribe la 
ecuacion XM A = 0, la cual puede utilizarse para determinar la mag- 
nitud B puesto que dicha ecuacion no contiene a A, o a A y . Despues, 
para indicar que la suma de las componentes % y y de las fuerzas son 
iguales a cero, se escriben las ecuaciones XF* = 0 y XF y = 0, a partir 
de las cuales se obtienen, respectivamente, las componentes A x y A y . 

Se podria obtener una ecuacion adicional expresando que la suma 
de momentos de las fuerzas externas con respecto a un punto distinto 
de A es igual a cero. Por ejemplo, se podria escribir XM B = 0. Sin em- 
bargo, una expresion de ese tipo no contendrfa ninguna information 
nueva, puesto que ya se ha establecido que el sistema de fuerzas mos- 
trado en la figura 4.2b es equivalente a cero. Por tanto, la ecuacion adi- 
cional no seria independiente y no podria utilizarse para determinar una 
cuarta incognita. Sin embargo, esta ecuacion servirfa para verificar la so- 
lution obtenida a partir de las tres ecuaciones de equilibrio originates. 

A pesar de que no se pueden poner ecuaciones adicionales a las 
tres ecuaciones de equilibrio originates, cualquiera de estas puede ser 



reemplazada por otra. De esta forma, un sistema alternative de ecua- 
ciones de equilibrio es 

1F X = 0 2M a = 0 2M b = 0 (4.6) 

donde el segundo punto con respecto al cual se suman los momentos 
(en este caso, el punto B) no puede estar ubicado en la linea paralela 
al eje y que pasa a traves del punto A (figura 4.2b). Estas ecuaciones 
son condiciones suficientes para el equilibrio de la armadura. Las pri- 
meras dos ecuaciones indican que las fuerzas externas deben reducir- 
se a una sola fuerza vertical en A. Como la tercera ecuacion requiere 
que el momenta de esta fuerza sea igual a cero con respecto al punto 
B, el cual no esta sobre su linea de action, la fuerza debe ser igual a 
cero y el cuerpo rigido esta en equilibrio. 

Un tercer posible conjunto de ecuaciones de equilibrio es 

2M A = 0 = 0 2M C = 0 (4.7) 

donde los puntos A, B y C no son colineales (figura 4.2b). La primera 
ecuacion requiere que las fuerzas externas se reduzcan a una sola fuer- 
za en A; la segunda ecuacion requiere que esta fuerza pase a traves de 
B y la tercera ecuacion requiere que pase a traves de C. Como los pun- 
tos A, B y C no son colineales, la fuerza debe ser igual a cero y el cuer- 
po rigido esta en equilibrio. 

La ecuacion 2M A = 0, la cual expresa que la suma de los momentos 
de las fuerzas con respecto al perno A es igual a cero, posee un significa- 
do fisico mas defmido que cualquiera de las otras dos ecuaciones (4.7). 
Estas expresan una idea similar de balance pero lo hacen con respecto a 
puntos en los cuales el cuerpo rigido no esta realmente articulado. Sin 
embargo, dichas ecuaciones son tan utiles como la primera y la selection 
de las ecuaciones de equilibrio no debe estar indebidamente influida por 
el significado fisico de las mismas. De hecho, en la practica sera desea- 
ble elegir ecuaciones de equilibrio que contengan una sola incognita, 
puesto que asi se elimina la necesidad de resolver ecuaciones simulta- 
neas. Es posible obtener ecuaciones de una sola incognita al sumar mo- 
mentos con respecto al punto de intersection de las lineas de action de 
dos fuerzas desconocidas o, si dichas fuerzas son paralelas, sumar las com- 
ponentes perpendiculares a esa direction comun. Por ejemplo, en la fi- 
gura 4.3, en la cual la armadura mostrada se sostiene por rodillos en A y 
B y por un eslabon corto en D, las reacciones en A y B pueden eliminar- 
se con la suma de las componentes x. Las reacciones en A y D se elimi- 
nan al sumar momentos con respecto a C, y las reacciones en B y I) su- 
mando momentos con respecto a D. Las ecuaciones obtenidas son 

'2F X = 0 2M C = 0 1M d = 0 
Cada una de estas ecuaciones contiene una sola incognita. 

4.5. REACCIONES ESTATICAMENTE INDETERMINADAS. 
RESTRICCIONES PARCIALES 

En los dos ejemplos considerados en la section anterior (figuras 4.2 y 
4.3), los tipos de apoyos usados fueron tales que era imposible que el 
cuerpo rigido se moviera bajo la action de las cargas dadas o bajo cual- 
quier otra condition de carga. En casos como estos, se dice que el cuer- 
po rigido tiene restriction complete. Tambien se debe recordar que las 
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Figura 4.3 
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Figura 4.4 Reacciones estaticamente 
indeterminadas. 




Figura 4.5 

Restricciones parciales. 


reacciones correspondientes a estos apoyos involucraban tres incogni- 
tas, las cuales podian determinarse resolviendo las tres ecuaciones de 
equilibrio. Cuando se presenta una situation como esta, se dice que 
son reacciones estaticamente determinadas. 

En la figura 4.4a la armadura mostrada se sostiene por pernos en A 
y B. Estos apoyos proporcionan mas restricciones de las necesarias para 
evitar que la armadura se mueva bajo la action de las cargas dadas o 
bajo cualquier otra condition de carga. Tambien se observa a partir del 
diagrama de cuerpo libre de la figura 4.4 b que las reacciones correspon- 
dientes involucran cuatro incognitas. Puesto que, como se senalo en la 
section 4.4, solo estan disponibles tres ecuaciones de equilibrio indepen- 
dientes, se tienen mas incognitas que ecuaciones; por tanto, no se pue- 
den determinar todas las incognitas. Mientras que las ecuaciones EM A 
= 0 y 2M B = 0 proporcionan, respectivamente, las componentes verti- 
cales B y y A tJ , la ecuacion EF X = 0 solo proporciona la suma A x + B x de 
las componentes horizontales de las reacciones en A y B. Se dice que las 
componentes A x y B x son estaticamente indeterminadas. Estas pueden 
determinarse considerando las deformaciones ocasionadas en la armadu- 
ra por la condition de carga dada, pero este metodo esta fuera del alcan- 
ce de la estatica y corresponde al estudio de la mecanica de materiales. 

Los apoyos usados para sostener la armadura mostrada en la figu- 
ra 4.5a consisten en los rodillos en Ay B. Es evidente que las restric- 
ciones proporcionadas por estos apoyos no son suficientes para impe- 
dir que la armadura se mueva. Aunque se impide cualquier movimiento 
vertical, no hay nada que evite que la armadura pueda moverse en for- 
ma horizontal. Bajo estas circunstancias, se dice que la armadura tie- 
ne restriction partial En la figura 4.5 b se observa que las reacciones 
enAyB solo involucran clos incognitas. Como aun se tienen que cum- 
plir tres ecuaciones de equilibrio, hay menos incognitas que ecuaciones 
y, en general, una de las ecuaciones de equilibrio no se cumplira. Mien- 
tras que las ecuaciones EM A = 0 y 2M B = 0 se pueden cumplir por 
medio de una selection apropiada de las reacciones en Ay B, la ecua- 
cion 2F X = 0 no sera satisfecha a menos que la suma de las compo- 
nentes horizontales de las fuerzas aplicadas sea igual a cero. Por tan- 
to, no se puede mantener el equilibrio de la armadura de la figura 4.5 
bajo condiciones generales de carga. 

De lo anterior se concluye que si un cuerpo rigido tiene restric- 
cion completa y si las reacciones en sus apoyos son estaticamente de- 
terminadas, entonces habrd tantas incognitas como ecuaciones de equi- 
librio. Cuando esta condition no se cumple, se tiene la certeza de que 
el cuerpo rigido no esta completamente restringido o de que las reac- 
ciones en sus apoyos no son estaticamente determinadas; ademas, tam- 
bien es posible que el cuerpo rigido no este completamente restringi- 
do y que las reacciones sean estaticamente indeterminadas. 

Sin embargo, se debe senalar que la condition ya mencionada, aun- 
que es necesaria, no es suficiente. En otras palabras, el hecho de que 
el numero de incognitas sea igual al numero de ecuaciones no garan- 
tiza que el cuerpo tenga restriccion completa o que las reacciones en 
sus apoyos son estaticamente determinadas. Observe la figura 4.6a en 
la cual la armadura mostrada se sostiene por medio de rodillos en A, 

f En ocasiones se hace referenda a los cuerpos con restriccion partial como inestables. 
Sin embargo, para evitar confusiones entre este tipo de inestabilidad, debida a un numero 
insuficiente de restricciones y el tipo de inestabilidad considerada en el capitulo 10, la cual 
esta relacionada con el comportamiento de un cuerpo rigido cuando se perturba su equi- 
librio, se reservara el uso de las palabras estable e inestable para este ultimo caso. 


B y E. A pesar de que existen tres reacciones desconocidas A, B y E 
(figura 4.6 b), la ecuacion Sfq = 0 no se cumplira a menos que la su- 
ma de las componentes horizontales de las fuerzas aplicadas resulte 
igual a cero. Aunque hay un numero suficiente de restricciones, estas 
no estan ubicadas de manera apropiada y no existe ningun impedimen- 
to para que la armadura se mueva horizontalmente. En este caso, se 
dice que la armadura esta impropiamente restringida. Como solo que- 
dan dos ecuaciones de equilibrio para determinar tres incognitas, las 
reacciones seran estaticamente indeterminadas. Por tanto, las reaccio- 
nes impropias tambien producen indeterminacion estatica. 

Otro ejemplo de restricciones impropias — y de indeterminacion 
estatica — lo proporciona la armadura mostrada en la figura 4.7, la cual 
esta sostenida por un perno en A y por rodillos en B y C, que en con- 
junto involucran cuatro incognitas. Como solo se dispone de tres ecua- 
ciones de equilibrio independientes, las reacciones en los apoyos son 
estaticamente indeterminadas. Por otro lado, observese que no se pue- 
de cumplir la ecuacion 2M A = 0 bajo condiciones generales de carga 
puesto que las lineas de accion de las reacciones B y C pasan a traves 
de A. Entonces, se concluye que la armadura puede rotar alrededor de 
A y, por ende, esta impropiamente restringida. 1 

Los ejemplos de las figuras 4.6 y 4.7 conducen a la conclusion de 
que un cuerpo rigido esta impropiamente restringido siempre que los 
apoyos esten ubicados de tal forma que las reacciones sean concurrentes 
o paralelas,' aunque proporcionen un numero suficiente de reacciones. 

En resumen, para asegurarse de que un cuerpo rigido bidimensio- 
nal esta completamente restringido y de que las reacciones en sus apo- 
yos son estaticamente determinadas, se debe verificar que las reaccio- 
nes involucren tres — y solo tres — incognitas y que los apoyos esten ubi- 
cados de manera que no requieran que las reacciones sean concurren- 
tes o paralelas. 

Los apoyos que involucran reacciones estaticamente indetermina- 
das deben utilizarse con cuidado en el cliseno de estructuras y con ple- 
no conocimiento de los problemas que pueden causar. Por otra parte, 
es usual que el andlisis de estructuras con reacciones estaticamente in- 
determinadas se realice en forma parcial por medio de los metodos de 
la estatica. Por ejemplo, en el caso de la armadura de la figura 4.4, las 
componentes verticales de las reacciones en A y B se obtuvieron a par- 
tir de las ecuaciones de equilibrio. 

Por razones obvias, los apoyos que originan restricciones parciales 
o impropias se deben evitar en el diseno de estructuras estacionarias. 
Sin embargo, una estructura restringida en forma parcial o impropia 
no necesariamente se colapsara; bajo ciertas condiciones de carga en 
particular, se puede mantener el equilibrio. Por ejemplo, las armadu- 
ras de las figuras 4.5 y 4.6 estaran en equilibrio si las fuerzas aplicadas 
P, Q y S son verticales. Ademas, las estructuras disenadas para mover- 
se solo deben estar parcialmente restringidas. Por ejemplo, un carro 
de ferrocarril serfa de poca utilidad si estuviera completamente restrin- 
gido por tener sus frenos aplieados en forma permanente. 

f La rotation de la armadura con respecto a A requiere algo de “juego” en los apoyos en 
B y C. En la practica siempre existira dicho juego. Ademas, se observa que si el juego es mi- 
nimo, el desplazamiento de los rodillos ByC,y por tanto, las distancias desde A hasta las H- 
neas de accion de las reacciones B y C, tambien seran pequenas. Asi, la ecuacion 2M A = 0 
requiere que B y C sean muy grandes, lo cual puede causar la falla de los apoyos enByC. 

*Debido a que esta situation surge por un arreglo o g eometria inadecuados de los apo- 
yos, comunmente se hace referencia a la misma como inestabilidad geometrica. 
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Figura 4.6 Restricciones impropias. 




Figura 4.7 Restricciones impropias. 
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PROBLEMA RESUELTO 4.1 


t 

1.5 m 

* 



-2 in - 


- 4 in - 


Una gnia fija tiene una masa de 1 000 kg y se usa para levantar una caja de 
2 400 kg. La gnia se mantiene en su lugar por medio de un perno en A y un 
balancin en B. El centra de gravedad de la gnia esta ubicado en G. Deter- 
mine las componentes de las reacciones en A y B . 



SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
de la gnia. Si multiplica las masas de la gnia y de la caja por g = 9.81 m/s 2 , 
se obtienen sus respectivos pesos, esto es, 9 810 N o 9.81 kN y 23 500 N o 
23.5 kN. La reaction en el perno A es una fuerza con direction desconoci- 
da; esta se representa por sus componentes A v y A,.. La reaccion en el ba- 
lancin B es perpendicular a su superficie; por tanto, dicha reaccion es hori- 
zontal. Se supone que A*, A y y B actiian en las direcciones mostradas en la 
figura. 

Determination de B. Se expresa que la suma de los momentos de 
todas las fuerzas externas con respecto al punto A es igual a cero. La ecua- 
cion que se obtiene no contiene a A x ni a A„ puesto que los momentos de 
A v y A (/ con respecto a A son iguales a cero. Si se multiplica la magnitud de 
cada fuerza por su distancia perpendicular a partir de A, se escribe 

+"j2M A = 0: + B(1.5 m) - (9.81 kN)(2 m) - (23.5 kN)(6 m) = 0 

B = +107.1 kN B = 107.1 kN — » ◄ 

Como el resultado es positivo, la reaccion esta dirigida en la forma que se su- 
puso. 

Determination de A,.. La magnitud de A x se determina con la suma 
de las componentes horizontales de todas las fuerzas externas, la cual es igual 
a cero. 

±>ZF X = 0: A* + B = 0 

A x + 107.1 kN = 0 

A x = -107.1 kN A x = 107.1 kN 

Como el resultado es negativo, el sentido de A x es opuesto al que se habia 
supuesto originalmente. 


Determination de A ;/ . La suma de las componentes verticales tam- 
bien debe ser igual a cero. 

+T 2F y = 0: A y - 9.81 kN - 23.5 kN = 0 

A y = +33.3 kN A (/ = 33.3 kN | ◄ 

Sumando vectorialmente las componentes A x y A, y se encuentra que la 
reaccion en A es 112.2 kN 12^17.3°. 

Comprobacion. Los valores obtenidos para las reacciones se pueden 
comprobar recordando que la suma de los momentos de todas las fuerzas ex- 
ternas con respecto a cualquier punto debe ser igual a cero. Por ejemplo, 
considerando al punto B, se escribe 

+^M b = -(9.81 kN)(2 m) - (23.5 kN)(6 m) + (107.1 kN)(l,5 m) = 0 
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PROBLEMA RESUELTO 4.2 


1 



4 ^= 


3 ft 


sAB 


-6 ft- 


'2 ft 


2 ft 


Se aplican tres cargas a una viga como se muestra en la figura. La viga se 
apoya en un rodillo en A y en un perno en B. Sin tomar en cuenta el peso 
de la viga, determine las reacciones en Ay B cuando P = 15 kips. 


SOLUCION 



k 

B 

J-* 

► B, 

A 

i 

i 

"y 


3 ft 


2 ft 

2 ft 


Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
de la viga. La reaction en A es vertical y se representa con A. La reaction 
en B se representa con las componentes B t y »>/• Se supone que cada com- 
ponente actua en la direction mostrada en la figura. 

Ecuaciones de equilibrio. Se escriben las tres ecuaciones de equili- 
brio siguientes y se resuelven para las reacciones senaladas: 

B x = 0 B =0 ◄ 


>2F r = 0: 


+ ^2M a = 0: 

— (15 kips)(3 ft) + B y ( 9 ft) — (6 kips)(ll ft) — (6 kips)(13 ft) = 0 

By = +21.0 kips B, ; = 21.0 kips | 4 

+"j2M B = 0: 

— A(9 ft) + (15 kips)(6 ft) — (6 kips)(2 ft) — (6 kips)(4 ft) = 0 

A = +6.00 kips A = 6.00 kips f A 

Comprobacion. Se comprueban los resultados sumando las compo- 
nentes verticales de todas las fuerzas externas. 

+ |^F y = +6.00 kips — 15 kips + 21.0 laps — 6 kips — 6 kips = 0 

Observation. En este problema las reacciones en A y B son vertica- 
les; sin embargo, las razones de lo anterior son diversas. En A la viga se apo- 
ya en un rodillo; por tanto, la reaction no puede tener una componente ho- 
rizontal. En B, la componente horizontal de la reaction es igual a cero debido 
a que se debe cumplir la ecuacion de equilibrio 2F X = 0 y a que ninguna de 
las otras fuerzas que actuan sobre la viga tiene una componente horizontal. 

A primera vista se hubiera podido observar que la reaction en B era ver- 
tical y se pudo haber omitido la componente horizontal B v . Sin embargo, es- 
ta practica no es conveniente. A1 seguirla, se corre el riesgo de olvidar a la 
componente B r cuando las condiciones de carga requieran su presencia (es- 
to es, cuando se incluye una carga horizontal). Ademas, se encontro que la 
componente B x es igual a cero utilizando y resolviendo una ecuacion de equi- 
librio, LF X = 0. A1 dar por hecho que B x es igual a cero, es posible no per- 
catarse de que en realidad se ha hecho uso de esta ecuacion y, por tanto, se 
podrfa perder la relation del numero de ecuaciones disponibles para resol- 
ver el problema. 
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PROBLEMA RESUELTO 4.3 

Un carro de carga se encuentra en reposo sobre un carril que forma un an- 
gulo de 25° con respecto a la vertical. El peso total del carro y su carga es 
de 5 500 lb y este actua en un punto que se encuentra a 30 in. del carril y 
que es equidistante a los dos ejes. El carro se sostiene por medio de un ca- 
ble que esta unido a este en un punto que se encuentra a 24 in. del carril. 
Determine la tension en el cable y la reaccion en cada par de ruedas. 



SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
del carro. La reaccion en cada rueda es perpendicular al carril y la fuerza de 
tension T es paralela a este. Por conveniencia se selecciona al eje x paralelo 
al carril y al eje y perpendicular al mismo. Entonces, el peso de 5 500 lb se 
descompone en sus componentes x y y. 

W x = +(5 500 lb) cos 2.5° = +4 980 lb 
W y = -(5 500 lb) sen 25° = -2 320 lb 

Ecuaciones de equilibrio. Se toman momentos con respecto a A pa- 
ra eliminar a T y a Ri de los calculos. 


+*\ZM a = 0: -(2 320 lb)(25 in.) - (4 980 lb)(6 in.) + R 2 (50 in.) = 0 

R 2 = +1 758 lb R 2 = 1 758 lb ◄ 


Ahora, tomando momentos con respecto a B para eliminar a T y a R 2 de los 
calculos, se escribe 


+ r )ZM B = 0: (2 320 lb)(25 in.) - (4 980 lb)(6 in.) - fb(50 in.) = 0 

Hi = +562 lb Rj = +562 lb/ 1 ◄ 


El valor de T se obtiene a partir de 


4 980 lb 



\+ZF x = 0: +4 980 lb - T = 0 

T = +4 980 lb 

Los valores encontrados para las reacciones se muestran en el croquis ad- 
junto. 

Comprobacion. Para corroborar los calculos se escribe 

/'+XF, / = +562 lb + 1 758 lb - 2 320 lb = 0 

Tambien pudo haberse verificado la solution calculando los momentos con 
respecto a cualquier punto distinto de A o de B. 
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D 


PROBLEMA RESUELTO 4.4 



D 



El marco mostrado en la figura sostiene una parte del techo de un pequeno 
edificio. Se sabe que la tension en el cable es de 150 kN, determine la reac- 
tion en el extremo fijo E. 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
del marco junto con el cable BDF. La reaction en el extremo fijo E esta re- 
presentada con las componentes de fuerza E x y E, y y por el par Mg. Las otras 
fuerzas que actuan sobre el diagrama de cuerpo libre son las cuatro cargas 
de 20 kN y la fuerza de 150 kN ejercida en el extremo F del cable. 

Ecuaciones de equilibrio, Observe que DF = \/ (4.5 m) 2 + (6 m) 2 = 
7.5 m, se escribe 

= 0: E x + y|(150 kN) = 0 

E x = -90.0 kN E v = 90.0 kN ^ ◄ 

+tSF y = 0: E y — 4(20 kN) — y^-(150 kN) = 0 

E y = +200 kN E y = 200 kN f ◄ 

+^M e = 0: (20 kN)(7.2 m) + (20 kN)(5.4 m) + (20 kN)(3.6 m) 

+ (20 kN)(1.8 nr) - ^(150 kN)(4.5 m) + M E = 0 

M e = +180.0 kN ■ m Mg = 180.0 kN • m "j ◄ 



Position sin 
deformar 



PROBLEMA RESUELTO 4.5 


Un peso de 400 lb se une a la palanca mostrada en la figura en el punto A. 
La constante del resorte BC es k = 250 lb/in. y este no se encuentra defor- 
rnado cuando 9 = 0. Determine la position de equilibrio. 


SOLUCION 


Diagrama del cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
de la palanca junto al cilindro. Represente con s la elongation del resorte a 
partir de la position en que este no se encuentra deformado y observe que 
s = rd , se tiene que F = ks = krO. 


Ecuacion de equilibrio. Sumando los momentos de W y de F con 
respecto aO, se escribe 

kr 2 

+ r )XMo = 0: Wl sen 6 — r(krd ) = 0 sen 6 = r^-0 
Sustituyendo los datos numericos que fueron proporcionados se obtiene 

sen 6 = 0.703 6 


(250 lb/in.) (3 in.) 2 
sen 6 = — „ , : — 6 


(400 lb)(8 in.) 


Al resolver por prueba y error, se encuentra 6 = 0 9 = 80.3° ^ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Se vio que las fuerzas externas que actuan sobre un cuerpo rigido que se encuen- 
tra en equilibrio forman un sistema equivalente a cero. Para resolver un problema 
de equilibrio la primera tarea consiste en dibujar un diagrama de cuerpo libre que 
sea claro y de tamano razonable en el cual se muestren todas las fuerzas externas. 
Se deben incluir tanto las fuerzas conocidas como las desconocidas. 


Para un cuerpo rigido bidimensional, las reacciones en los apoyos pueden invo- 
lucrar una, dos o tres incognitas dependiendo del tipo de apoyo de que se trate 
(figura 4.1). Un diagrama de cuerpo libre es esencial para resolver de manera co- 
rrecta un problema. Nunca se debe continuar con la solucion de un problema mien- 
tras no se este seguro de que en el diagrama de cuerpo libre estan presentes todas 
las cargas, todas las reacciones y el peso del cuerpo (cuando esto ultimo sea apro- 
piado). 

1 . Se pueden escribir tres ecuaciones de equilibrio y resolverlas para tres in- 
cognitas. Las tres ecuaciones pueden ser 

2F r = 0 1F V = 0 2M 0 = 0 

Sin embargo, existen varios conjuntos de ecuaciones que se pueden escribir, tales 
como 


X/y = 0 XM A = 0 2M B = 0 


donde el punto B se selecciona de manera que la Ifnea AB no sea paralela al eje y, o 


2M A = 0 2M B = 0 2M C = 0 


donde los puntos A, B y C no se encuentran sobre una linea recta. 

2. Para simplificar la solucion resulta conveniente utilizar alguna de las tecni- 
cas de solucion que se presentan a continuation, siempre y cuando sean aplicables 
al caso en consideration. 

a) Sumar momentos con respecto al punto de interseccion de las line as 
de action de dos fuerzas desconocidas, se obtiene una ecuacion que involucra a una 
sola incognita. 

b) Sumar componentes en direccion perpendicular a dos fuerzas para- 
lelas que son desconocidas, se obtiene una ecuacion que involucra a una sola in- 
cognita. 

3. Despues de dibujar el diagrama de cuerpo libre, se puede determinar la 
existencia de una de las siguientes situaciones especiales. 
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a) Las reacciones involucran menos de tres incognitas; se dice que el cuerpo 
esta parcialmente restringido y su movimiento es posible. 

b) Las reacciones involucran mas de tres incognitas; se dice que las reac- 
ciones son estdticamente indeterminadas . Aunque se pueden calcular una o dos reacciones, 
no es posible determinarlas todas. 

c) Las reacciones pasan a traces de un solo punto o son paralelas; se dice 
que el cueqro esta impropiamente restringido y se puede presentar movimiento bajo una 
condition general de carga. 


Problemas 


Un tractor de 2100 lb se utiliza para levantar 900 lb de grava. De- 
termine la reaction en las a) llantas traseras A, b) llantas delanteras B. 



Figura P4.1 


4.2 La jardinera que se muestra en la figura usa una carretilla de 60 N 
para transportar una bolsa de 250 N de fertilizante. <jCual es la fuerza que 
debe ejercer en cada manubrio? 



151b 201b 351b 20 lb 151b 


t 


- 6 in- 


' • '1 1 

T 


- 8 in.- 


- 8 in.- 


-6 in. 


A 


Figura P4.4 


Figura P4.2 


1 .3 La jardinera del problema 4.2 desea transportar una segunda bolsa 
de 250 N de fertilizante al mismo tiempo que la primera. Determine la ma- 
xima distancia horizontal permisible desde el eje A de la llanta de la carreti- 
lla hasta el centra de gravedad de la segunda bolsa, si la jardinera solo puede 
cargar 75 N con cada brazo. 

Para la viga y las cargas mostradas en la figura, determine a) la reac- 
tion en A, b) la tension en el cable BC. 
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Dos cajas, cada una con una masa de 350 kg, se colocan en la parte 
trasera de una camioneta de 1 400 kg como se muestra en la figura. Deter- 
mine las reacciones en las a) llantas traseras Ayb) llantas delanteras B. 



Retome el problema 4.5, y ahora suponga que la caja D se retira y 
que la position de la caja C permanece intacta. 

4.7 Una mensula en forma de T sostiene las cuatro cargas mostradas. 
Determine las reacciones en A y B si a) a = 10 in., b) a = 7 in. 



JJ)~A 


( 0 



> 


40 lb! ' 

1 

r 50lb ' 

r 30 lb ^ 

f 10 lb 

6 in. 1 6 in. 

8 in. 


Figura P4.7 


Para la mensula y las cargas del problema 4.7, determine la distan- 
cia minima a si la mensula no debe moverse. 


50 N 


100 N 150 N 


El valor maximo permisible para cada una de las reacciones es de 
180 N. Sin tomar en cuenta el peso de la viga, determine el rango de valo- 
res de la distancia d para los cuales la viga es segura. 

4.10 Retome el problema 4.9, y ahora suponga que la carga de 50 N 
se sustituye por una carga de 80 N. 



Para la viga del problema resuelto 4.2, determine el rango de va- Figura P4.9 
lores de P para los cuales la viga es segura, si se sabe que el maximo valor 
permisible para cada una de las reacciones es de 30 kips y que la reaction 
en A debe estar dirigida hacia arriba. 


4.1 2 La viga AB de 10 nr descansa sobre los apoyos C y D, pero no esta 
unida a ellos. Si se desprecia el peso de la viga, determine el rango de valo- 
res de P para los cuales la viga permanecera en equilibrio. 

4.13 El maximo valor permisible de cada una de las reacciones es de 
50 kN y cada reaction debe estar dirigida hacia arriba. Si se desprecia el peso 
de la viga, determine el rango de valores de P para los cuales la viga es se- 
gura. 


1 

r j 

r , 

20 kN 

A ( 


JB 

0° LV 













2 m 

3 m 

3 m 

2 m 


Figura P4.12 y P4.13 


Para la viga y las cargas mostradas, determine el rango de valores 
de la distancia a para los cuales la reaction en B no excede 100 lb hacia abajo 
o 200 lb hacia arriba. 


300 lb 300 lb 



Figura P4.14 


174 Equilibrio de cuerpos rigidos 


Los eslabones AB y DE estan conectados mediante una manivela 
de campana como se muestra en la figura. Si se sabe que la tension en el 
eslabon AB es de 720 N, determine a ) la tension en el eslabon DE, b) la reac- 
tion en C. 




4.16 Los eslabones AB y DE estan conectados mediante una manivela 
de campana como se muestra en la figura. Determine la fuerza maxima que 
puede ejercer con seguridad el eslabon AB sobre la mani vela de campana 
si el maximo valor permisible para la reaccion en C es de 1 600 N. 

4.17 La tension requerida en el cable AB es de 200 lb. Determine a) 
la fuerza vertical P que debe aplicarse sobre el pedal, b) la reaccion corre- 
spondiente en C. 

Determine la maxima tension que puede desarrollarse en el ca- 
ble AB si el maximo valor permisible de la reaccion en C es de 250 lb. 


La mensula BCD esta articulada en C y se une a una barra de 
control en B. Para la carga mostrada, determine a) la tension en el cable y 
b ) la reaccion en C. 


240 N 240 N 



4.20 Retome el problema 4.19, y aliora suponga que a — 0.32 m. 

4.21 Determine las reacciones en Ay B cuando a) h = 0, b) h = 200 

mm. 



Figura P4.21 
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4.22 Para el marco y las cargas mostradas, determine las reacciones en 
Ay E cuando a) a = 30°, b) a = 45°. 

4.23 y 4.24 Para cada una de las placas y cargas mostradas, determine 
las reacciones en Ay B. 


20 lb 




Figura P4.23 



4.26 Una varilla AB que esta articulada en A y se encuentra unida al Figura P4.25 
cable BD en B, soporta las cargas que se muestran en la figura. Si se sabe 

que d — 200 mm, determine a) la tension en el cable BD, b) la reaction 
en A. 

4.27 Una varilla AB que esta articulada en A y se encuentra unida al 
cable BD en B, soporta las cargas que se muestran en la figura. Si se sabe 
que d = 150 mm, determine a) la tension en el cable BD, b) la reaction 
en A. 


d 



Figura P4.26 y P4.27 
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4.28 Una palanca AB esta articulada en C y se encuentra unida a un 
cable de control en A. Si la palanca se somete a una fuerza horizontal en B 
de 500 N, determine a) la tension en el cable y b) la reaccion en C. 




Figura P4.30 




4.29 Se aplica una fuerza P con magnitud de 280 lb al elemento ABCD, 
el cual se sostiene mediante un pasador sin friccion en A y por medio del ca- 
ble CED. Como el cable pasa sobre una pequena polea en E, se puede supo- 
ner que la tension es la misma en los tramos CE y ED del cable. Para el caso 
en que a = 3 in., determine a) la tension en el cable, b) la reaccion en A. 

4.30 Sin tomar en cuenta la friccion, determine la tension en el cable 
ABD y la reaccion en el apoyo C. 

4.31 La barra ABC esta doblada en forma de un arco circular de radio 
R. Si se sabe que 6 = 30°, determine la reaccion a) en B y b) en C. 

4.32 La barra ABC esta doblada en forma de un arco circular de radio 
R. Si se sabe que 6 = 60°, determine la reaccion a) en B y b) en C. 

Sin tomar en cuenta la friccion, determine la tension en el cable 
ABD y la reaccion en C cuando 6 = 60°. 



Sin tomar en cuenta la friccion, determine la tension en el cable 
ABD y la reaccion en C cuando 6 = 45°. 


Figura P4.31 y P4.32 
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Una varilla ligera AD se sostiene mediante clavijas sin friction en 
B y C y descansa contra una pared sin friction en A. Se aplica una fuerza 
vertical de 120 lb en D. Determine las reacciones en A, B y C. 

4.36 Una barra ligera AD se encuentra suspendida de un cable BE y 
sostiene un bloque de 50 lb en C. Los extremos A y D de la barra estan en 
contacto con paredes verticales sin friction. Determine la tension en el ca- 
ble BE y las reacciones en Ay D. 




Figura P4.36 


4.37 La barra AC soporta dos cargas de 400 N como se muestra en la 
figura. Los rodillos en Ay C descansan sobre superficies sin friction y el ca- 
ble BD esta unido en B. Determine a) la tension en el cable BD , b) la reac- 
tion en A y c) la reaction en C. 


100 mm 100 mm 



4.38 Determine la tension en cada cable y la reaction en D. 



-D00 mm 100 mm > | < 100 mm 

Figura P4.38 
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4.39 Se cortan dos ranuras en la placa DEF mostrada en la figura, y la 
placa se coloca de manera que las ranuras se ajusten a dos pasadores fijos sin 
friction en A y B. Si se sabe que P = 15 lb, determine a) la fuerza que ejerce 
cada pasador sob re la placa, b) la reaction en F. 



4.40 Para la placa del problema 4.39, la reaction en F debe estar diri- 
gida hacia abajo, y su valor permisible maxirno es de 20 lb. Si se desprecia 
la friction en los pasadores, determine el rango requerido para los valores 
de P. 

La barra AD se une en A y C a los collarines que pueden moverse 
libremente sobre las varillas mostradas. Si la cuerda BE esta en position ver- 
tical (a = 0), determine la tension en la cuerda y las reacciones en A y 
en C. 



Ahora resuelva el problema 4.41 si la cuerda BE se encuentra pa- 
ralela a las varillas (a = 30°). 

4.43 Una masa de 8 kg puede sostenerse de las tres formas diferentes 
que se muestran en la figura. Si se sabe que las poleas tienen un radio de 
100 mm, determine en cada caso las reacciones en A. 



Figura P4.43 
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Mientras una cinta pasa a traves del sistema de apoyo mostrado 
en la f'lgura, sobre esta se mantiene una tension de 5 lb. Si se sabe que el ra- 
dio de cada polea es de 0.4 in., determine la reaccion en C. 



4.45 Retome el problema 4.44, y ahora suponga que se usan poleas con 
0.6 in. de radio. 

4.46 Un poste telefonico de 6 m que pesa 1 600 N se usa para soste- 
ner los extremos de dos alambres. Los alambres forman con la horizontal los 
angulos que se muestran en la figura y las tensiones en los alambres son, 
respectivamente, T i = 600 N y T 2 — 375 N. Determine la reaccion en el ex- 
trerno fijo A. 



Figura P4.46 


4.47 La viga AD soporta las dos cargas de 40 lb que se muestran en la 
figura. La viga se sostiene mediante un soporte fijo en D y por medio del ca- 
ble BE que esta unido al contrapeso W. Determine la reaccion en D cuando 
a)W= 100 lb, b)W = 90 lb. 

Para la viga y las cargas mostradas, determine el rango de valores 
de W para los que la magnitud del par en D no excede 40 lb • ft. 



Figura P4.47 y P4.48 


a* row* 
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4.49 Si se sabe que la tension en el alambre BD es de 1 300 N, deter- 
mine la reaction del bastidor mostrado en el apoyo fijo C. 


750 N 


150 i 


-500 i 


250 mm 



d) 







600 i 



D 

h= — , 


Figura P4.49 y P4.50 



Figura P4.51 


4 Determine el rango de valores pennisibles para la tension en el 
alambre BD si la magnitud del par en el apoyo fijo C no debe ser mayor que 
100 N ■ m. 

Una carga vertical P se aplica en el extremo B de la barra BC. a) 
Desprecie el peso de la varilla y exprese el angulo 6 correspondiente a la po- 
sition de equilibrio en terminos de P, l y el contrapeso W. b) Determine el 
valor de 6 correspondiente a la position de equilibrio cuanclo P = 2 W. 

4 Una barra delgada AB con un peso W esta unida a los bloques A 
y B, los cuales pueden moverse libremente por las guias mostradas en la fi- 
gura. Los bloques se conectan entre si mediante una cuerda elastica que pasa 
sobre una polea en C. a) Exprese la tension en la cuerda en terminos de W 
y 6. b) Determine el valor de 0 para el cual la tension en la cuerda es igual 
a 3W. 


B 




4.53 La barra AB se somete a la action de un par M y a dos fuerzas, 
cada una de las cuales tiene una magnitud P. a) Obtenga una ecuacion en 
funcion de 0, P, M y l que se cumpla cuando la barra este en equilibrio. b) 
Determine el valor de 0 correspondiente a la position de equilibrio cuando 
M = 150 N • m., P = 200 N y l = 600 mm. 

4.54 La varilla AB esta unida a un collarin en A y descansa contra un 
pequeiio rodillo en C. a) Desprecie el peso de la varilla AB y obtenga una 
ecuacion en terminos de P, Q, a, l y 0 que se cumpla cuando la varilla esta 
en equilibrio. b ) Determine el valor de 0 correspondiente a la position de 
equilibrio cuando P = 16 lb, Q = 12 lb, l = 20 in. y a =5 in. 


Q 

A 


L — a — J 






Figura P4.54 


P 
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Un collarfn B de peso W puede moverse libremente a lo largo de 
la barra vertical mostrada en la figura. El resorte de constante k se encuen- 
tra sin deformar cuando 6 = 0. a) Encuentre una ecuacion en terminos de 
d,W,kyl que se cumpla cuando el collarin esta en equilibrio. b) Si se sabe 
que W = 300 N, l = 500 mm yk = 800 N/m, determine el valor de 6 eo- 
rrespondiente a la position de equilibrio. 

56 Una carga vertical P se aplica en el extremo B de la barra BC. La 
constante del resorte es k y se encuentra sin deformar cuando 6 = 90°. Sin 
tomar en cuenta el peso de la barra, determine a) el angulo 6 correspon- 
diente a la position de equilibrio, expresado en terminos de P, k y l y b) el 
valor de 6 correspondiente a la position de equilibrio cuando P = 4 kl. 




Retome el problema resuelto 4.5, y ahora suponga que el resorte 
se encuentra sin deformation cuando 6 = 90°. 

Una barra delgada AB de peso W se une a los bloques Ay B que 
se mueven libremente sobre las guias mostradas en la figura. El resorte, que 
tiene una constante k, se encuentra sin deformar cuando 6 = 0. a) Sin to- 
mar en cuenta el peso de los bloques, encuentre una ecuacion en terminos 
de W, k, l y 6 que se cumpla cuando la barra esta en equilibrio. b) Deter- 
mine el valor de 6 cuando W = 75 lb, l = 30 in. y k = 3 lb/in. 

4.59 Ocho placas rectangulares identicas de 500 X 750 mm, cada una 
con una masa m — 40 kg, se mantienen en el piano vertical mostrado en la 
figura. Todas las conexiones consisten en pernos sin friction, rodillos o esla- 
bones cortos. En cada caso, determine a) si la placa esta completa, partial o 
impropiamente restringida, b) si las reacciones son estaticamente determi- 
nadas o indeterminadas y c) si, en la position mostrada, se mantiene el equi- 
librio de la placa. Tambien, de ser posible, calcule las reacciones. 


A 




Figura P4.59 
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4.60 La mensula ABC puede sostenerse en las ocho formas diferentes 
mostradas en la figura. Todas las conexiones consisten en pemos sin friction, 
rodillos o eslabones cortos. Para cada caso responda las preguntas enlistadas 
en el problema 4.59 y, de ser posible, calcule las reacciones suponiendo que 
la magnitud de la fuerza P es de 100 lb. 



Figura P4.60 




t 





4.6. EQUILIBRIO DE UN CUERPO SUJETO A DOS FUERZAS 

Un caso particular de equilibrio que es de considerable interes es el 
de un cuerpo rfgido sujeto a la action de dos fuerzas. Por lo general, 
un cuerpo que se encuentra en estas circunstancias recibe el nombre 
de cuerpo sujeto a dos fuerzas. A continuation se demostrara que si un 
cuerpo sujeto a dos fuerzas esta en equilibrio entonces las dos fuerzas 
que actuan sobre este deben tener la misma magnitud, la misma Unea 
de action y sentidos opuestos. 

Considerese una placa en angulo sujeta a dos fuerzas F x y F 2 que 
actuan, respectivamente, en A y B (figura 4.8a). Si la placa esta en equi- 
librio, la suma de los momentos de Fj y F 2 con respecto a cualquier 
eje debe ser igual a cero. Primero se suman momentos con respecto a 
A. Como, obviamente, el momenta de F x es igual a cero, el momenta 
de F 2 tambien debe ser igual a cero y la linea de action de F 2 debe 
pasar a traves de A (figura 4.8b). En forma similar, sumando momen- 
tos con respecto a B se demuestra que la linea de action de F] debe 
pasar a traves de B (figura 4.8c). Por tanto, ambas fuerzas tienen la 
misma linea de action (que resulta ser la linea AB). A partir de cual- 
quiera de las ecuaciones 2F X = 0 y 2F„ = 0 se observa que las fuer- 
zas tambien deben tener la misma magnitud pero sentidos opuestos. 



Figura 4.8 


Si varias fuerzas actuan en dos puntos Ay B, las fuerzas que ac- 
tiian en A pueden ser reemplazadas por su resultante F ( y I as de B 
pueden reemplazarse por su resultante F 2 . Por tanto, en una forma 
mas general, un cuerpo sujeto a dos fuerzas puede definirse como un 
cuerpo rigido sujeto a fuerzas que actuan unicamente en dos puntos. 
Entonces, las resultantes F x y F 2 deben tener la misma magnitud, la 
misma linea de accion y sentidos opuestos (figura 4.8). 

En el estudio de estructuras, marcos y maquinas se vera que saber 
identificar los cuerpos sometidos a la accion de dos fuerzas simplifica 
la solution de ciertos problemas. 

4.7. EQUILIBRIO DE UN CUERPO SUJETO ATRES FUERZAS 

Otro caso de equilibrio que es de gran interes es aquel de un cuerpo 
rigido sujeto a tres fuerzas, esto es, un cuerpo rigido sobre el que ac- 
tuan tres fuerzas o, en forma mas general, un cuerpo rigido sometido 
a fuerzas que actuan solo en tres puntos. Considerese un cuerpo rigido 
bajo un sistema de fuerzas que puede reducirse a tres fuerzas F h F 2 
y F 3 que actuan, respectivamente, en A, B y C (figura 4.9a). A conti- 
nuation se demostrara que si el cuerpo esta en equilibrio, las lineas de 
accion de las tres fuerzas deben ser concurrentes o paralelas. 

Como el cuerpo rigido esta en equilibrio, la suma de los momen- 
tos de F 3 , F 2 y F 3 con respecto a cualquier eje debe ser igual a cero. 
Suponga que las lineas de accion de F 3 y F 2 se intersecan y al repre- 
sentar su punto de intersection con D, se suman momentos con res- 
pecto a D (figura 4.9 b). Como los momentos de F| y F 2 con respecto 
a D son iguales a cero, el momenta de F 3 con respecto a D tambien 
debe ser igual a cero y la linea de accion de F 3 debe pasar a traves de 
D (figura 4.9c). Por tanto, las tres lineas de accion son concurrentes. 
La unica exception se da cuando ninguna de las lineas de accion se in- 
tersecan; entonces, dichas lineas son paralelas. 

Aunque los problemas relacionados con cuerpos sujetos a tres 
fuerzas se pueden resolver por medio de los metodos generales de las 
secciones 4.3 a la 4.5, la propiedad que se acaba de establecer puede 
utilizarse para resolverlos en forma grafica o matematica a partir de 
relaciones trigonometricas o geometricas simples. 
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c) 


Figura 4.9 


PROBLEMA RESUELTO 4.6 


B 



Un hombre levanta una vigueta de 10 kg y de 4 m de longitud tirando de 
una cuerda. Encuentre la tension T en la cuerda y la reaccion en A. 



SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. La vigueta es un cuerpo sujeto a tres 
fuerzas: su peso W, la fuerza T ejercida por la cuerda y la reaccion R ejer- 
cida por el suelo en A. Se observa que 

W = mg = (10 kg)(9.81 m/s 2 ) = 98.1 N 



Cuerpo sujeto a tres fuerzas. Como la vigueta es un cuerpo sujeto 
a tres fuerzas, estas al actuar deben ser concurrentes. Por tanto, la reaccion 
R pasara a traves del punto de intersection C de las lineas de action del peso 
W y de la fuerza de tension T. Este hecho se utilizara para determinar el an- 
gulo a que forma R con la horizontal. 

Trazando la linea vertical BF a traves de B y la Knea horizontal CD a 
traves de C, se observa que 

AF = BF = ( AB ) cos 45° = (4 m) cos 45° = 2.828 m 
CD = EF = AE = \(AF) = 1.414 m 
BD = (CD) cot (45° + 25°) = (1.414 m) tan 20° = 0.515 m 
CE = DF = BF - BD = 2.828 m - 0.515 m = 2.313 m 

Asi, se escribe 



tan a = 


CE 

AE 


2.313 m 
1.414 m 


1.636 


a = 58.6° ◄ 

Ahora se conocen las direcciones de todas las fuerzas que actuan sobre la vi- 
gueta. 


Triangulo de fuerzas. Se dibuja un triangulo de fuerzas, como se 
muestra en la figura y se calculan sus angulos interiores a partir de las di- 
recciones conocidas de las fuerzas. Con el uso de la ley de los senos se es- 
cribe 


T = R = 98.1 N 
sen 31.4° sen 110° sen 38.6° 

T = 81.9N ◄ 

R = 147.8 N ^58.6° ◄ 
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RESO LUCION DE PROBL EMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Las secciones anteriores cubrieron dos casos particulares de equilibrio de un cuer- 
po rigido. 

1. Un cuerpo sujeto a dos fuerzas es un cuerpo que esta sometido a fuer- 
zas que actuan solo en dos puntos. Las resultantes de las fuerzas que actuan 
en cada uno de estos puutos deben teuer la misma magnitud, la misma Imea de ac- 
tion y sentidos opuestos. Esta propiedad permitira simplificar la solucion de algu- 
uos problemas reemplazando las dos componentes desconocidas de una reaction, 
por una sola fuerza de magnitud desconocida pero cuya direction es conocida. 

2. Un cuerpo sujeto a tres fuerzas es un cuerpo que esta sometido a fuer- 
zas que actuan solo en tres puntos. Las resultantes de las fuerzas que actuan 
en cada uno de estos puntos deben ser concurrentes o paralelas. Para resolver un 
problema que involucra a un cuerpo sujeto a tres fuerzas concurrentes, se dibuja 
el diagrama de cuerpo libre mostrando que estas tres fuerzas pasan a traves del mis- 
mo punto. Entonces, el uso de la geometrfa elemental permitira completar la solu- 
cion utilizando un triangulo de fuerzas [problema resuelto 4.6], 

A pesar de que es facil entender el principio senalado en el parrafo anterior para 
la solucion de problemas que involucran a cuerpos sometidos a la action de tres 
fuerzas, puede ser difitil dibujar las construcciones geometricas necesarias. Si se 
tienen dificultades, primero se debe dibujar un diagrama de cuerpo libre de tama- 
no razonable y entonces, se debe buscar una relation entre longitudes conocidas o 
que se puedan calcular facilmente y una dimension que involucre a una incognita. 
Esto se hizo en el problema resuelto 4.6, donde las dimensiones AE y CE, que eran 
faciles de calcular, fueron empleadas para determinar el angulo a. 
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Problemas 


300 N 




Figura P4.61 y P4.62 


4.61 Determine las reacciones en A y B cuando a = 180 mm. 

4.62 Para la mensula y la carga mostradas, determine el rango de va- 
lores de la distancia a para los cuales la magnitud de la reaction en B no ex- 
cede 600 N. 

4.63 Use el metodo de la section 4.7 para resolver el problema 4.17. 

4.64 Use el metodo de la section 4.7 para resolver el problema 4.18. 

4.65 La Have mostrada se usa para girar un eje. Un pasador entra a un 
orificio en A, mientras que una superficie plana y sin friction descansa con- 
tra el eje en B. Si se aplica una fuerza P de 60 lb sobre la Have en D, deter- 
mine las reacciones en A y B. 




I Determine las reacciones en B y D cuando b = 60 mm. 

4.67 Determine las reacciones en B y D cuando b = 120 mm. 

; Determine las reacciones en B y C cuando a = 1.5 in. 



Figura P4.68 


4.69 Una caja de 50 kg se sostiene mediante la grua viajera mostrada 
en la figura. Si se sabe que a = 1.5 m, determine a) la tension en el cable 
CD y b) la reaction en B. 
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Figura P4.69 




4.70 Retome el problema 4.69, y ahora suponga que a = 3 m. 


Problemas 187 


4.71 Un extremo de la varilla AB descansa en la esquina A y el otro se 
encuentra unido a la cuerda BD. Si la varilla esta sometida a una carga de 
400 lb en su punto medio C, determine la reaccion en A y la tension en la 
cuerda. 



|-« — 12 in. — — 12 in. — »-| 

Figura P4.71 


4.72 Determine las reacciones en Ay D cuando /3 = 30°. 

4.73 Determine las reacciones en A y D cuando /3 = 60°. 

4 74 Un rodillo de 40 lb, con 8 in. de diametro, se usa sobre un suelo 
de teja y descansa en el desnivel que se muestra en la figura. Si se sabe que 
el espesor de cada teja es de 0.3 in., determine la fuerza P requerida para 
mover el rodillo sobre las tejas si este a) se ernpuja hacia la izquierda, b) se 
jala hacia la derecha. 



Figura P4.72 y P4.73 



Figura P4.74 


4.75 y 4.76 El elemento ABC se sostiene por medio de un apoyo de 
pasador en B y mediante una cuerda inextensible unida en A y C que pasa 
sobre una polea sin friccion en D. Se supone que la tension en los tramos 
AD y CD de la cuerda es la misma. Para las cargas mostradas en las figu- 
res y sin tomar en cuenta el tamano de la polea, determine la tension en 
la cuerda y la reaccion en B. 


7 in. 




-160 mm - 


250 mm 


a = 120 mm 




— 

a ») 


A 

B — c — 1 — 

< 

-df 



A 


' 

r 72 lb l-« — a = 12 in. — ► 


75 N 



' 

< 


Figura P4.75 


Figura P4.76 
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La varilla AB se sostiene mediante un apoyo de pasador en A y 
descansa sobre una clavija sin friction en C. Determine las reacciones en A 
y C cuando se aplica una fuerza vertical de 170 N en B. 

4.78 Retome el problema 4.77, y ahora suponga que la fuerza de 170 
N aplicada en B es horizontal y se dirige hacia la izquierda. 

9 Use el metodo de la section 4.7 para resolver el problema 4.21. 

4.80 Use el metodo de la section 4.7 para resolver el problema 4.28. 

4.81 Si se sabe que 6 = 30°, determine la reaction a) en B y b) en C. 



4.82 Si se sabe que 6 = 60°, determine la reaction a) en B y b) en C. 

4.83 La varilla AB esta doblada en forma de arco de circulo y se coloca 
entre las clavijas D y E. La barra soporta una carga P en el extremo B. Sin to- 
mar en cuenta la friccion ni el peso de la barra, determine la distancia c co- 
rrespondiente a la position de equilibrio cuando a = 20 mm y R = 100 mm. 

Una varilla delgada de longitud L esta unida a dos collarines que 
se pueden deslizar libremente a lo largo de las guias mostradas en la figura. 
Si se sabe que la barra esta en equilibrio, obtenga una expresion para calcu- 
lar el angulo 6 en terminos del angulo ft. 



Una varilla delgada de 8 kg, con longitud L, esta unida a dos co- 
llarines que se pueden deslizar libremente a lo largo de las guias mostradas 
en la figura. Si se sabe que la barra esta en equilibrio y que [5 = 30°, deter- 
mine a) el angulo 6 que forma la barra con la vertical y b ) las reacciones en 
Ay B. 
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Una varilla delgada uniforme de longitud L se mantiene en equi- 
librio como se muestra en la figura, con uno de sus extremos apoyado sobre 
una pared sin friccion y el otro unido a una cuerda de longitud S. Obtenga 
una expresion para calcular la distancia h en terminos de L y S. Demuestre 
que si S > 2L la position de equilibrio no existe. 



Una varilla delgada de longitud L = 20 in. se mantiene en equi- 
librio como se muestra en la figura, con uno de sus extremos apoyado sobre 
una pared sin friccion y el otro unido a una cuerda de longitud S = 30 in. 
Si se sabe que el peso de la barra es de 10 lb, determine a) la distancia h, b ) 
la tension en la cuerda y c) la reaction en B. 

4.88 Una varilla uniforme AB de longitud 2 R se apoya en el interior de 
un recipiente semiesferico de radio R como se muestra en la figura. Sin to- 
mar en cuenta la friccion, determine el angulo 6 correspondiente a la posi- 
tion de equilibrio. 

Una varilla delgada de longitud L y peso W esta unida a un co- 
llarin en A y se conecta a una pequena rueda en B, ademas se sabe que la 
rueda gira libremente a lo largo de una superficie cilmdrica de radio R. Sin 
tomar en cuenta la friccion, obtenga una ecuacion en terminos de 6, L y R 
que se cumpla cuando la varilla se encuentra en equilibrio. 




Figura P4.89 
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4.90 Para la varilla del problema 4.89, L = 15 in., R = 20 in. y W = 
10 lb. Determine a) el angulo 9 correspondiente a la posicion de equilibrio 
yb) las reacciones en A y B. 


EQUILIBRIO ENTRES DIMENSIONES 

4.8. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO 
ENTRES DIMENSIONES 

En la seccion 4.1 se explico que, para el caso general de tres dimensio- 
nes, se requieren seis ecuaciones escalares para expresar las condicio- 
nes de equilibrio de un cuerpo rigido: 


2F X = 0 'ZFy = 0 2F, = 0 (4.2) 

XM x = 0 2M y = 0 = 0 (4.3) 


Estas ecuaciones pueden resolverse para un maximo de seis incognitas 
que, generalmente, representaran reacciones en los apoyos o las cone- 
xiones. 

En la mayor parte de los problemas, las ecuaciones escalares (4.2) 
y (4.3) se obtendran de rnodo mas practico si primero se expresan en 
forma vectorial las condiciones para el equilibrio del cuerpo rigido con- 
siderado. Para ello se escribe 


2F = 0 2M 0 = 2(r X F) = 0 (4.1) 


y se expresan las fuerzas F y los vectores de posicion r en terminos de 
componentes escalares y vectores unitarios. Despues, se calculan todos 
los productos vectoriales, ya sea mediante calculo directo o con deter- 
minantes (vea la seccion 3.8). Se observa que a traves de una selection 
cuidadosa del punto O se pueden eliminar de los calculos hasta tres com- 
ponentes desconocidas de las reacciones. Al igualar a cero los coeficien- 
tes de los vectores unitarios en cada una de las dos relaciones (4.1), se 
obtienen las ecuaciones escalares deseadas. ' 

4.9. REACCIONES EN PUNTOS DE APOYO Y CONEXIONES 
PARA UNA ESTRUCTURA TRIDIMENSIONAL 

En una estructura tridimensional, las reacciones abarcan desde una so- 
la fuerza de direction conocida, que ejerce una superficie sin friction, 
hasta un sistema fuerza-par ejercido por un apoyo fijo. Por tanto, en los 
problemas que involucran el equilibrio de una estructura tridimensional 
pueden existir entre una y seis incognitas asociadas con la reaction co- 
rrespondiente a cada apoyo o conexion. En la figura 4.10 se muestran 
varios tipos de apoyos y conexiones con sus respectivas reacciones. Una 
forma sencilla de determinar tanto el tipo de reaction correspondiente 
a un apoyo o conexion dado, como el numero de incognitas involucradas, 
consiste en establecer cuales de los seis movimientos fundamentales 

1 En algunos problemas, es conveniente eliminar de la solucion las reaeciones en dos puntos 
A y B escribiendo la ecuacion de equilibrio ^M AB = 0, la cual implica determinar los momen- 
tos de las fuerzas respecto al eje AB que une los puntos AyB (vea el problema resuelto 4.10). 




(traslacion en las direcciones x,yyzy rotation con respecto a los ejes 
x, y y z) estan permitidos y cuales de estos movimientos estan restrin- 
gidos. 

Por ejemplo, los apoyos de bola y cuenca o de rotula, las superfi- 
cies sin friction (lisas) y los cables solo impiden la traslacion en una di- 
rection y, por tanto, ejercen una sola fuerza cuya linea de action es 
conocida; asi, cada uno de estos apoyos involucra una incognita, la cual 
esta dada por la magnitud de la reaction. Los rodillos sobre superfi- 
cies rugosas y las ruedas sobre rieles impiden la traslacion en dos di- 
recciones; por consiguiente, las reacciones correspondientes consisten 
en dos componentes de fuerza desconocidas. Las superficies rugosas en 
contaeto directo y las rotulas (bola y cuenca) impiden la traslacion 
en tres direcciones; por tanto estos apoyos involucran tres componentes 
de fuerza desconocidas. 

Algunos apoyos y conexiones pueden impedir la rotation y la tras- 
lacion; en estos casos, las reacciones correspondientes incluyen tanto 
pares como fuerzas. Por ejemplo, la reaction en un apoyo fijo, la cual 
impide cualquier movimiento (tanto de rotation como de traslacion), 
consiste en tres fuerzas y tres pares, todos desconoeidos. Una junta uni- 
versal disenada para permitir la rotation alrededor de dos ejes ejerce- 
ra una reaction que consiste en tres componentes de fuerza y un par, 
todos desconoeidos. 

Otros apoyos y conexiones se usan primordialmente para impedir 
traslaciones; sin embargo, su diserio es tal que tambien impiden algu- 
nas rotaciones. Las reacciones correspondientes consisten en compo- 
nentes de fuerza pero tambien pueden incluir pares. Un grupo de apo- 
yos de este tipo incluye las bisagras y los cojinetes disenados para 
soportar solo cargas radiales (por ejemplo, las cbumaceras y los cojine- 
tes de rodillos). Las reacciones correspondientes consisten en dos com- 
ponentes de fuerza pero pueden incluir tambien dos pares. Otro gru- 
po incluye apoyos de pasador y mensula, bisagras y cojinetes disenados 
para soportar tanto un empuje axial como una carga radial (por ejem- 
plo, los cojinetes de bola). Las reacciones correspondientes consisten 
en tres componentes de fuerza pero pueden incluir dos pares. Sin em- 
bargo, estos apoyos no ejerceran pares apreciables bajo condiciones 
normales de uso. Por tanto, en su analisis solo se deben incluir las com- 
ponentes de fuerza a menos que se encuentre que los pares son nece- 
sarios para mantener el equilibrio del cuerpo rigido o si se sabe que el 
apoyo ha sido disehado espetificamente para ejercer un par (veanse 
problemas del 4.119 al 4.122). 

Si las reacciones involucran mas de seis incognitas, hay mas incog- 
nitas que ecuaciones y algunas de las reacciones son estdticamente in- 
detenninadas . Si las reacciones involucran menos de seis incognitas, 
existen mas ecuaciones que incognitas y pueden no cumplirse algunas 
de las ecuaciones de equilibrio bajo una condition general de carga, 
en tales circunstancias, el cuerpo rigido solo esta parcialmente restrin- 
gido. Sin embargo, bajo condiciones espetificas de carga correspon- 
dientes a un problema dado, las ecuaciones adicionales se reducen a 
identidades triviales, como 0 = 0 y pueden descartarse; asi, aunque el 
cuerpo rigido solo esta parcialmente restringido, este permanece en 
equilibrio (veanse los problemas resueltos 4.7 y 4.8). A pesar de que 
se tengan seis o mas incognitas, es posible que no se cumplan algunas 
de las ecuaciones de equilibrio. Esto puede ocurrir cuando las reac- 
ciones asociadas con los apoyos son paralelas o intersecan a la misma 
linea; entonces, el cuerpo rigido tiene restriccion impropia. 
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y conexiones para una estructura 
tridimensional 



Fotografia 4.6 Las juntas universales que se 
encuentran comunmente en las flechas motrices 
de los autos y camiones de traccion trasera, 
permiten la transmision del movimiento rotacional 
entre dos ejes no colineales. 



Fotografia 4.7 La caja de cojinetes que se 
muestra en la fotografia sostiene al eje de un 
ventilador usado en una instalacion industrial. 
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Risagra y cojinete que soportan solo carga radial 



Dos componentes 
de fuerza (y dos pares) 



Pasador y mensula 


Bisagra y cojinete que soportan 
empuje axial y carga radial 


Tres componentes de 
fuerza (y dos pares) 


Figura 4.10 Reacciones en apoyos y conexiones. 


SOLUCION 



Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
de la escalera. Las fuerzas involucradas son el peso combinado del hombre 
y la escalera. 

W = -mgj = -(80 kg + 20 kg)(9.81 m/s 2 )j = -(981 N)j 

y cinco componentes de reaccion desconocidos, dos en cada rueda con pes- 
tanas y uno en la rueda sin pestanas. Por tanto, la escalera solo tiene res- 
triction parcial; esta se puede desplazar libremente a lo largo de los rieles. 
Sin embargo, la escalera esta en equilibrio bajo la condition de carga dada 
puesto que se satisface la ecuacion 2F X = 0. 

Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actuan so- 
bre la escalera forman un sistema equivalente a cero: 

SF = 0: A y j + A = k + B lf j + B z k - (981 N)j + Ck = 0 

(Ay + By - '981 N)j + (A, + B- + C)k = 0 
SM a = S(r x F) = 0: 1.2i x (By j + B.k) + (0.9i - 0.6k) x (— 981j) 

+ (0.6i + 3j - 1.2k) X Ck = 0 

Calculando los productos vectoriales se tiene 1 

1.2B y k - 1.2B-j - 882.9k - 588.6i - 0.6Cj + 3Ci = 0 
(3C - 588.6)i - (1.2B- + 0.6C)j + (1.2B,, - 882.9)k = 0 (2) 

Si se igualan a cero los coeficientes de i, j y k en la ecuacion (2), se ob- 
tienen las tres ecuaciones escalares siguientes, las cuales expresan que la suma 
de los momentos con respecto a cada uno de los ejes coordenados debe ser 
igual a cero. 

3C - 588.6 = 0 C = +196.2 N 
1.2B Z + 0.6C = 0 B z = -98.1 N 

1.2B (/ - 882.9 = 0 B y = +736 N 
Por tanto, las reacciones en B y C son 

B = + (736 N)j - (98.1 N)k C = +(196.2 N)k ◄ 

A1 igualar a cero los coeficientes de j y k en la ecuacion (1), se obtienen dos 
ecuaciones escalares que expresan que la suma de las componentes en las 
direcciones de y y z son iguales a cero. Si se sustituyen por B ;/ , B z y C los va- 
lores obtenidos anteriormente, se escribe 


Ay + By - 981 = 0 Ay + 736 - 981 = 0 A y = +245 N 

A- + B- + C = 0 A- - 98.1 + 196.2 = 0 A. = -98.1 N 

Se concluye que la reaccion en A es A = +(245 N)j — (98.1 N)k A 


' Kn este problema resuelto y en los problemas resueltos 4.8 y 4.9, los momentos tam- 
bien pueden expresarse en forma de determinantes (vease el problema resuelto 3.10). 
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PROBLEMA RESUELTO 4.8 



Un anuncio de densidad uniforme de 5 X 8 ft pesa 270 lb y esta apoyado por 
una rotula en A y por dos cables. Determine la tension en cada cable y la 
reaction en A. 


SOLUCION 



Diagrams de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
del anuncio. Las fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre son el peso W 
= —(270 lb)j y las reacciones en A, B y E. La reaction en A es una fuerza 
cuya direction es desconocida y se representa con tres componentes des- 
conocidas. Como las direcciones de las fuerzas ejercidas por los cables son 
conocidas, cada una de dichas fuerzas solo involucra una incognita: las mag- 
nitudes T bd y T ec ■ Como solo hay cinco incognitas, el anuncio tiene restric- 
tion partial. Este puede rotar libremente alrededor del eje X; sin embargo, 
el anuncio esta en equilibrio bajo la condition de carga dada puesto que se 
satisface la ecuacion 2M X = 0. 

Las componentes de las fuerzas T BD y T EC pueden expresarse en ter- 
minos de las magnitudes desconocidas T BD y T EC al escribir 

BD = -(8 ft)i + (4 ft)j - (8 ft)k BD = 12 ft 

EC = -(6 ft)i + (3 ft)j + (2 ft)k EC = 7 ft 

T B d = Tbd {j^) = Tbd (~ fi + fj - fk) 

Tec = T ec (||) = T ec (~ fi + fj + fk) 


Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actuan so- 
bre el anuncio forman un sistema equivalente a cero: 

SF = 0: A x i + A y j + A = k + T bd + T EC - (270 lb)j = 0 

(A ~ f T bd - fT £C )i + (A y + \T bd + fr EC - 270 lb)j 

+ (A - It bd + ~T EC )k = 0 

2M a = 2(r X F) = 0: 

(8 ft)i X T bd (- fi + f j - fk) + (6 ft)i X T EC (~ fi + fj + fk) 

+ (4 ft)i x (-270 lb)j = 0 

(2.667 Tbd + 2.57ir EC - 1 080 lb)k + ( 5.333T BD - 1.714T EC )j = 0 

Si se igualan a cero los coeficientes de j y k en la ecuacion (2), se ob- 
tienen dos ecuaciones escalares que deben resolverse para T BD y T EC \ 

Tbd = 101.3 lb T EC = 315 lb ◄ 

Al igualar a cero los coeficientes de i, j y k en la ecuacion (1), se obtienen 
otras tres ecuaciones que proporcionan las componentes de A. Asi, se tiene 
que 


A = +(338 lb)i + (101.2 lb)j - (22.5 lb)k ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 4.9 

Una tapa uniforme de un tubo que tiene un radio r = 240 mm y una masa 
de 30 kg se mantiene en una position horizontal por medio del cable CD. 
Suponga que el cojinete en B no ejerce ninguna fuerza axial, determine la 
tension en el cable y las reacciones en Ay B. 


SOLUCION 


y 


80 mm 



Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
con los ejes coordenados, como se muestra en la figura. Las fuerzas que ac- 
tuan sobre el cuerpo libre son el peso de la tapa 

w = ~mgj = “(3° kg)(9.81 m/s 2 )j = -(294 N)j 

y las reacciones involucran seis incognitas: la magnitud de la fuerza T ejer- 
cida por el cable, tres componentes de fuerza en la articulation A y dos en 
la articulation B. Las componentes de T se expresan en terminos de la mag- 
nitud desconocida T descomponiendo al vector DC en sus componentes rec- 
tangulares y escribiendo 

DC* = -(480 mm)i + (240 mm)j - (160 mm)k DC = 560 mm 

DC 6 3 9 

T = T— = —jTi + |Tj - yTk 


W = — (294 N)j 


Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actuan so- 
bre la tapa constituyen un sistema equivalente a cero: 


2F = 0: A x i + A y j + A = k + B x i + B ;/ j + T - (294 N)j = 0 

(A* + B x - jT)i + (A v + By + f T - 294' N)j + (A z - fT) k = 0 (1) 

2M b = 2(r X F) = 0: 

2rk X (A x i + A ;/ j + A,k) 

+ (2ri + rk) x (-jTi + frj - jTk) 

+ (ri + rk) X (-294 N)j = 0 

(— 2A y - fr + 294 N)ri + (2 A x - jT)rj + (f T - 294 N)rk = 0 (2) 

Si se igualan a cero los coeficientes de los vectores unitarios en la ecua- 
cion (2), se escriben tres ecuaciones escalares que proporcionan el siguien- 
te resultado 


A x = +49.0 N Ay = +73.5 N 

Al igualar a cero los coeficientes de los vectores unitarios en la ecuacion (1), 
se obtienen tres ecuaciones escalares adicionales. Despues de sustituir los 
valores de T, A x y A„ en estas ecuaciones, se obtiene 

A z = +98.0 N B x = +245 N B y = +73.5 N 

Por tanto, las reacciones en Ay B son 

A = +(49.0 N)i + (73.5 N)j + (98.0 N)k ◄ 
B = +(245 N)i + (73.5 N)j ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 4.10 



SOLUCION 


Una carga de 450 lb esta eolgada en la esquina C de un tramo 
rfgido de tuberfa ABCD que ha sido doblado, como se mues- 
tra en la figura. El tubo esta apoyado por medio de rotulas 
en Ay D, las cuales estan unidas, respectivamente, al piso y 
a la pared vertical y por un cable que esta unido al punto 
medio E de la portion BC del tubo y al punto G en la pared. 
Determine: a) donde debe estar ubicado el punto G si la ten- 
sion en el cable debe ser minima y b) el valor minirno co- 
rrespondiente de la tension. 


A v i 


y 

B 

V. c 


-» — 6 f 

-A 

ft 




V /r\ 




4 

/''i 




12 ft- 

- 



Diagrama de cuerpo libre. El diagrama de cuerpo libre del tubo 
incluye la carga W = ( — 450 lb)j, las reacciones en A y en D y la fuerza T ejerci- 
da por el cable. Para eliminar de los calculos a las reacciones en A y en D , se 
expresa que la suma de los momentos de las fuerzas con respecto a AD es igual 
a cero. Si se representa con el vector unitario a lo largo de AD, se escribe 

D k 2 M ad = 0: • (AE x T) + ■ (AC x W) = 0 

El segundo termino en la ecuacion (1) se puede calcular como sigue: 

AC x_W = (12i + 12j) x (— 450j) = -5 400k 
AD 12i + 12j — 6k 2 . 2 . 1 . 

= — 77 = = ti + — ^k 

AD 18 3 3J 3 


12 ft 


• (AC x W) = (fi + fj - fk) • (-5 400k) = +1 800 
Sustituyendo el valor obtenido en la ecuacion (1), se escribe 
• (AE X T) = -1 800 lb • ft 


( 2 ) 


Valor minirno de la tension. Recordando la propiedad conmutativa 
para los productos triples escalares, se vuelve a escribir la ecuacion (2) de la 
siguiente forma 

T ■ ( X AE) = -1 800 lb • ft (3) 



la cual demuestra que la proyeccion de T sobre el vector X AE es una con- 
stante. Se concluye que T es minima cuando es paralela al vector 

X AE = (fi + f j — fk) X (6i + 12j) = 4i — 2j + 4k 
Como el vector unitario correspondiente es f i — fj + f k, se escribe 
Tjrfn = T(f i - fj + f k) 

Al sustituir a T y a X AE en la ecuacien (3) y calcular los productos punto, 
se obtiene 6T = — 1 800 y, por tanto, T— —300. Al llevar este valor a la 
ecuacion (4), se obtiene 

r rnfTI = — 200i + lOOj - 200k T min = 300 lb ◄ 

Ubicacion de G. Como el vector EG y la fuerza T mJn tienen la misma 
direction, sus componentes deben ser proporcionales. Representando las 
coordenadas de G con x, y, 0, se escribe 


x - 6 = y - 12 
-200 _ +100 


0-6 

-200 


x = 0 y — 15 ft M 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En las secciones que se acaban de explicar se considero el equilibrio de un cuerpo 
tridimensional. Es muy importante que se dibuje un diagrama de cuerpo libre com- 
plete como primer paso en la solution de un problema. 

1. A medida que se dibuja el diagrama de cuerpo libre, se debe poner aten- 
cion especial en las reacciones en los apoyos. El numero de incognitas en un 
apoyo puede ir desde uno liasta seis (figura 4.10). Para decidir cuando existe una 
reaction desconocida o una componente de reaction en un apoyo, es necesario 
cuestionarse si el apoyo impide el movimiento del cuerpo en una cierta direction 
o alrededor de un cierto eje. 

a) Si se impide el movimiento en una cierta direccion, se debe incluir en 
el diagrama de cuerpo libre una reaccion o componente de reaccidn desconocida 
que actua en esa misma direccion. 

b) Si un apoyo impide la rotacion alrededor de un cierto eje, se debe in- 
cluir en el diagrama de cuerpo libre un par de magnitud desconocida que actua 
alrededor de ese misma eje. 

2. Las fuerzas externas que actuan sobre un cuerpo tridimensional consti- 
tuyen un sistema equivalente a cero. Si se escribe XF = 0 y XM A = 0 con res- 
pecto a un punto apropiado A y se igualan a cero los coeficientes de i , j y k en am- 
bas ecuaciones, se obtienen seis ecuaciones escalares. En general, estas ecuaciones 
se pueden resolver para conocer las seis incognitas que contendran. 

3. Despues de completar el diagrama de cuerpo libre, se puede tratar de 
buscar ecuaciones que involucren el menor numero de incognitas posible. 
Las siguientes estrategias pueden ser de utilidad. 

a) Sumar momentos con respecto a un apoyo de rotula o a una bisagra, se ob- 
tienen ecuaciones en las cuales se ban eliminado tres componentes de reaccion des- 
conocidos [problemas resueltos 4.8 y 4.9]. 

b) Dibujar, si es posible, un eje a traves de los puntos de aplicacion de todas 
las reacciones desconocidas, excepto una, y sumar momentos con respecto a dicho 
eje para obtener la ecuacion con una incognita [problema resuelto 4.10], 

4. Despues de dibujar el diagrama de cuerpo libre, se puede determinar la 
existencia de una de las siguientes situaciones. 

a) Las reacciones involucran menos de seis incognitas; se dice que el 
cuerpo esta parcialmente restringido y el cuerpo puede moverse. Sin embargo, es 
posible determinar las reacciones para una condition de carga dada [problema re- 
suelto 4.7], 

b) Las reacciones involucran mas de seis incognitas; se dice que las reac- 
ciones son estdticamente indeterminadas. Aunque se pueden calcular una o dos 
reacciones, no es posible determinarlas todas [problema resuelto 4.10], 

c) Las reacciones son paralelas o intersecan a la misma linea; se dice que 
el cuerpo esta impropiamente restringido y se puede presentar movimiento bajo 
una condition general de carga. 
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Problemas 


4 Una hoja de madera de 4 X 8 ft que tiene un peso de 34 lb ha 
sido colocada temporalmente entre tres apoyos tubulares. El costado infe- 
rior de la hoja se apoya sobre pequenos collarines en A y B y el costado su- 
perior se apoya en el tubo C. Sin tomar en cuenta la friction entre todas las 
superficies en contacto, determine las reacciones en A, B y C. 



Figura P4.91 


4.92 Dos bandas de transmision pasan sobre carretes soldados a un eje 
que se sostiene mediante cojinetes en Ay D. El carrete en B tiene un radio 
de 30 mm, y el carrete en C tiene un radio de 40 mm. Si se sabe que T B = 
80 N y que el sistema gira con una velocidad angular constante, determine 
las reacciones en A y D. Suponga que el cojinete en A no ejerce ninguna 
fuerza de ernpuje axial y no tome en cuenta los pesos de los carretes y el eje. 



Figura P4.92 


Retome el problema 4.92, ahora suponga que el carrete en C se 
sustituye por un carrete con 50 mm de radio. 
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Dos bandas de transmision pasan sobre poleas soldadas a un eje 
que se sostiene mediante cojinetes en B y D. Si la polea en A tiene un radio 
de 2.5 in., y la polea en C tiene un radio de 2 in. y se sabe que el sistema 
gira con una velocidad angular constante, determine a) la tension T, b ) las 
reacciones en B y D. Suponga que el cojinete en D no ejerce ninguna fuerza 
de empuje axial y no tome en cuenta los pesos de las poleas y el eje. 



Figura P4.94 


4.95 Una palanca de 200 mm y una polea de 240 mm se sueldan al eje 
BE que a su vez se sostiene mediante cojinetes en C y D. Si se aplica una 
carga vertical de 720 N en A cuando la palanca esta en position horizontal, 
determine a) la tension en la cuerda y b) las reacciones en C y D. Suponga 
que el cojinete en D no ejerce ninguna fuerza de empuje axial. 



Figura P4.95 


4.96 Retome el problema 4.95 y ahora suponga que el eje se ha rotado 
30° en sus cojinetes en el sentido de las manecillas del reloj y que la carga 
de 720 N permanece vertical. 
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Equilibrio de cuerpos rigidos 


Una abertura en el piso esta cubierta por una hoja de madera de 
1 X 1.2 m con 18 kg de masa. La hoja tiene bisagras en A y B y se mantiene 
en la position mostrada, un poco arriba del piso, mediante un pequeno blo- 
que en C. Determine la componente vertical de la reaction a) en A, b) en 
B, c) en C. 



Retome el problema 4.97 y ahora suponga que el pequeno blo- 
que en C se mueve y se coloca bajo el borde DE, en un punto que se en- 
cuentra a 0.15 m de la esquina E. 

4.99 La placa rectangular que se muestra en la figura pesa 80 lb y se 
sostiene mediante tres alambres verticales. Determine la tension en cada 
alambre. 


y 



' La placa rectangular que se muestra en la figura pesa 80 lb y se 
sostiene mediante tres cables verticales. Determine el peso y la ubicacion del 
bloque mas ligero que debe colocarse sobre la placa si las tensiones en los 
tres cables deben ser iguales. 


Problemas 
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4.101 Dos tubos de acero AB y BC, cada uno con una masa por uni- 
dad de longitud igual a 8 kg/m, se sueldan juntos en B y se sostienen me- 
diante tres alambres. Si se sabe que a = 0.4 m, determine la tension en cada 
alambre. 



Para el ensamble de tubos del problema 4.101, determine a) el 
valor maximo permisible de a si el ensamble no debe ladearse y b) la tension 
correspondiente en cada alambre. 

4.103 La placa cuadrada de 24 lb que se muestra en la figura se sostiene 
mediante tres alambres vertieales. Determine a) la tension en cada alambre 
cuando a = 1 0 in., b) el valor de a para el cual la tension en cada alambre es 
de 8 lb. 



Figura P4.103 


4.104 La mesa que se muestra en la figura pesa 30 lb, tiene un dia- 
metro de 4 ft y se sostiene mediante tres patas igual mente espaciadas alre- 
dedor del borde. En la parte superior de la mesa en D se aplica una carga 
vertical P con magnitud de 100 lb. Determine el maximo valor de a tal que 
la mesa no se voltee. Muestre en un dibujo el area sobre la cual puede ac- 
tuar P sin voltear la mesa. 
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4.1 05 Un brazo de 10 ft esta sometido a una fuerza de 840 lb como se 
muestra en la figura. Determine la tension en cada cable y la reaction en el 
apoyo de rotula en A. 

4.106 Un brazo de 2.4 m de longitud se sostiene mediante un apoyo 
de rotula en C y por medio de dos cables AD y AE. Determine la tension en 
cada cable y la reaction en C. 



4.1 O' Retome el problema 4.106, y ahora suponga que la carga de 3.6 
kN se aplica en el punto A. 

Una caja de 600 lb cuelga de un cable que pasa sobre una po- 
lea en B y esta unido al soporte en H. El aguilon AB de 200 lb se sostiene 
mediante una junta de rotula en A y por medio de los cables DE y DF. El 
centra de gravedad del aguilon se localiza en G. Determine a) las tensiones 
en los cables DE y DF, b) la reaction en A. 
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4.1 OS Un poste de 3 m se sostiene mediante una junta de rotula en A 
y por medio de los cables CD y CE. Si se sabe que la fuerza de 5 kN actua 
verticalmente hacia abajo (<p = 0), determine a) la tension en los cables CD 
y CE y b ) la reaccion en A. 



Un poste de 3 m se sostiene mediante una junta de rotula en A 
y por medio de los cables CD y CE. Si se sabe que la linea de action de la 
fuerza de 5 kN forma un angulo <j> = 30° con el piano vertical xy, determine 
a) la tension en los cables CD y CE y b) la reaccion en A. 

4.111 Un brazo de 48 in. se sostiene mediante una junta de rotula en 
C y dos cables BF y DAE; el cable DAE pasa alrededor de una polea sin fric- 
tion en A. Para la carga mostrada determine la tension en cada cable y la 
reaccion en C. 



Figura P4.111 
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Equilibrio de cuerpos rigidos 


4. 1 12 Retome el problema 4.111, y ahora suponga que la carga de 320 
lb se aplica en A. 

4.1 1 3 Una tapa de 20 kg en la abertura de un techo tiene bisagras en 
las esquinas Ay B. El tejado forma un angulo de 30° con la horizontal y la 
tapa se mantiene en position horizontal mediante la barra CE. Determine a) 
la magnitud de la fuerza ejercida por la barra y b) las reacciones en las bisa- 
gras. Suponga que la bisagra en A no ejerce ninguna fuerza de empuje axial. 



Figura P4.113 


La varilla doblada ABEF se sostiene mediante cojinetes en C y 
D y por medio del alambre AH. Si se sabe que la portion AB de la varilla 
tiene 250 mm de longitud, determine a) la tension en el alambre AH, b) las 
reacciones en C y D. Suponga que el cojinete en D no ejerce ninguna fuerza 
de empuje axial. 



Figura P4.114 
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4.115 Una placa rectangular uniforme de 100 kg se sostiene en la po- 
sition mostrada por medio de bisagras en A y B y mediante el cable DCE 
que pasa por un gancho sin friction en C. Si se supone que la tension en am- 
bas porciones del cable es la misma, determine a) la tension en el cable y b) 
las reacciones en A y B. Suponga que la bisagra en B no ejerce ninguna fuerza 
de empuje axial. 



Retome el problema 4.115, y ahora suponga que el cable DCE 
se remplaza por un cable unido al punto E y al gancho C. 

17 La placa rectangular de la figura pesa 75 lb y se mantiene en la 
position mostrada mediante bisagras en A y B y por medio del cable EF. Si 
se supone que la bisagra en B no ejerce ninguna fuerza de empuje axial, de- 
termine a) la tension en el cable y b) las reacciones en Ay B. 



Retome el problema 4.117, y ahora suponga que el cable EF se 
reemplaza por un cable unido a los puntos E y H. 
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Equilibrio de cuerpos rigidos 


Retome el problema 4.114, y ahora suponga que el cojinete en 
D se retira y que el cojinete en C puede ejercer pares alrededor de ejes pa- 
ralelos a los ejes y y z. 

4.120 Retome el problema 4.117, y ahora suponga que la bisagra en 
B se retira y que la bisagra en A puede ejercer pares alrededor de ejes pa- 
ralelos a los ejes y y z. 

4.121 El ensamble mostrado en la figura se usa para controlar la ten- 
sion T en una cinta que pasa alrededor de un carrete en E. El collarin C se 
suelda a las varillas ABC y CDE. El collarin puede rotar alrededor del eje 
FG pero su movimiento a lo largo del eje se evita mediante una rondana S. 
Para la carga mostrada determine a) la tension T en la cinta y b) la reaction 
en C. 



Figura P4.121 


4 22 El ensamble mostrado en la figura se suelda al collarin A, el cual 
esta colocado sobre el pasador vertical. El pasador puede ejercer pares alre- 
dedor de los ejes x y z, pero no restringe el movimiento alrededor o a lo largo 
del eje y. Para la carga mostrada determine la tension en cada cable y la reac- 
tion en A. 



Figura P4.122 
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4.123 El elemento rfgido ABC en forma de L se sostiene mediante 
tres cables y un apoyo de rotula en A. Si se aplica una carga de 450 lb en F, 
determine la tension en cada cable. 



Retome el problema 4.123, y ahora suponga que la carga de 450 
lb se aplica en C. 

4.125 El bastidor ABCD se sostiene mediante tres cables y un apoyo 
de rotula en A. Para a = 150 mm, determine la tension en cada cable y la 
reaction en A. 



Figura P4.125 y P4.126 


4.126 El bastidor ABCD se sostiene mediante tres cables y un apoyo 
de rotula en A. Si se sabe que la carga de 350 N se aplica en D (a = 300 
mm), determine la tension en cada cable y la reaction en A. 

4.127 Tres varillas se sueldan entre si para formar una “esquina” que 
se sostiene mediante tres armellas. Sin tomar en cuenta la friction, deter- 
mine las reacciones en A, B y C cuando P = 240 lb, a = 12 in., b = 8 in. y 
c = 10 in. 

4.128 Retome el problema 4.127, y ahora suponga que la fuerza P se 
retira y se sustituye por un par M = +(600 lb • in.)j que actua en B. 



Figura P4.127 
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Equilibrio de cuerpos rigidos 


4.129 Para limpiar la tuberia de desagiie obstruida AE, un plomero 
desconecta ambos extremos del tubo e inserta una gufa a traves de la aber- 
tura en A. La cabeza cortadora de la gufa se conecta mediante un cable pe- 
sado a un motor electrico el cual rota a una velocidad constante mientras que 
el plomero introduce el cable en la tuberia. Las fuerzas ejercidas por el plo- 
mero y el motor sobre el extremo del cable se pueden representar mediante 
una Have de torsion F = —(48 N)k, M = —(90 N • m)k. Determine las re- 
acciones adicionales en B, C y D causadas por la operation de limpieza. Su- 
ponga que la reaction en cada soporte consta de dos componentes de la 
fuerza que son perpendiculares a la tuberia. 



Figura P4.129 

4.130 Retome el problema 4.129, y aliora suponga que el plomero 
ejerce una fuerza F = —(48 N)k y que el motor se desconecta (M = 0). 

4.131 El ensamble que se muestra en la figura consiste en una varilla 
AF de 80 mm, la cual esta soldada a una cruz formada por 4 brazos de 200 
mm. El ensamble se sostiene mediante una junta de rotula en F y por me- 
dio de tres lazos cortos, cada uno forma un angulo de 45° con la vertical. 
Para la carga mostrada, determine a) la tension en cada lazo y b) la reaction 
en F. 



Figura P4.131 
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4. 132 La barra uniforme AB de 10 kg se sostiene mediante una junta 
de rotula en A y por medio de la cuerda CG, que se encuentra unida al punto 
medio G de la barra. Si se sabe que la barra esta recargada contra una pa- 
red vertical sin friction en B, determine a) la tension en la cuerda, b) las 
reacciones en A y en B. 



4.133 La barra doblada ABDE se sostiene por medio de rotulas en A 
y E y mediante el cable DF. Si se aplica una carga de 60 lb en C como se 
muestra en la figura, determine la tension en el cable. 



Retome el problema 4.133, y ahora suponga que el cable DF se 
reemplaza por un cable que conecta aByf. 

4.1 35 La placa ABCD de 50 kg se sostiene por medio de bisagras a lo 
largo del borde AB y mediante el alambre CE. Si se sabe que la placa es 
uniforme, determine la tension en el alambre. 

4.136 Retome el problema 4.135, y ahora suponga que el alambre CE 
se reemplaza por un alambre que conecta a E y D. 
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4.137 Dos placas rectangulares se sueldan para formal' el ensamble 
mostrado en la figura. El ensamble se sostiene mediante rotulas en B y D y 
por medio de una bola sobre una superficie horizontal en C. Para la carga 
mostrada determine la reaction en C. 




4.138 Dos paneles de madera de 2 X 4 ft, cada uno con un peso de 
12 lb, estan clavados entre si como se muestra en la figura. Los paneles se 
sostienen mediante rotulas en A y F y por medio del alambre BH. Deter- 
mine a) la ubicacion de H en el piano xy si la tension en el alambre debe ser 
minima y b) la tension minima correspondiente. 

Retome el problema 4.138 si se impone la condition de que H 
debe descansar sobre el eje y. 

4. 140 El tubo ACDE se sostiene por medio de rotulas en A y E y me- 
diante el alambre DF. Determine la tension en el alambre si se aplica una 
carga de 640 N en B, como se muestra en la figura. 


y 



Retome el problema 4.140, ahora suponga que el cable DF se 
reemplaza por un cable que conecta a C y F. 


REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 4 


Este capitulo estuvo dedicado al estudio del equilibria de cuerpos ri- 
gidos, esto es, a la situation en la cual las fuerzas externas que ac- 
tuan sobre un cuerpo rfgido forman un sistema equivalente a cero 
[section 4.1]. Entonces, se tiene que 

2F = 0 2M 0 = S(r X F) = 0 (4.1) 

Si se descomponen eada una de las fuerzas y cada uno de los momen- 
tos en sus componentes reetangulares, se pueden expresar las condi- 
ciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rfgido a 
traves de las seis ecuaciones escalares que se presentan a continuation: 

2F* = 0 J,F y = 0 = 0 (4.2) 

2M* = 0 2M y = 0 2M = = 0 (4.3) 

Estas ecuaciones pueden utilizarse para determinar fuerzas deseo- 
nocidas aplicadas sobre el cuerpo rfgido o reacciones desconocidas 
ejercidas por sus apoyos. 

Cuando se resuelve un problema que involucra el equilibrio de 
un cueipo rfgido, es esencial considerar to das las fuerzas que actuan 
sobre el cuerpo. Por tanto, el primer paso en la solution del proble- 
ma debe ser dibujar un diagrama de cuerpo libre que muestre al 
cuerpo en estudio y todas las fuerzas, conoeidas o no, que actuan so- 
bre el mismo [section 4.2], 

En la primera parte del capitulo se estudio el equilibrio de una 
estructura bidimensional ; es decir, se supuso que la estructura con- 
siderada y la fuerza aplicada sobre esta estaban contenidas en el mis- 
mo piano. Se vio que cada una de las reacciones ejercidas sobre la 
estructura por sus apoyos podian involucrar una, dos o tres incogni- 
tas, dependiendo del tipo de apoyo [section 4.3]. 

En el caso de una estructura bidimensional, las ecuaciones (4.1) 
o las ecuaciones (4.2) y (4.3) se reducen a tres ecuaciones de equi- 
librio, las cuales son 

2F % = 0 2F y = 0 2 M a = 0 (4.5) 

donde A es un punto arbitrario en el piano de la estructura [section 
4.4], Estas ecuaciones pueden utilizarse para determinar tres incog- 
nitas. A pesar de las tres ecuaciones de equilibrio (4.5) no se le pue- 
den anadir ecuaciones adieionales, cualquiera de ellas puede ser 
reemplazada por otra. Por tanto, se pueden escribir conjuntos alter- 
natives de ecuaciones de equilibrio como 

2F X = 0 2M a = 0 2M B = 0 (4.6) 

donde el punto B se selecciona de manera que la linea AB no sea 
paralela al eje y, o 

2M a = 0 2M b = 0 2M C = 0 (4.7) 

donde los puntos A, B y C no deben ser colineales. 


Ecuaciones de equilibrio 


Diagrama de cuerpo libre 


Equilibrio de una estructura 
bidimensional 
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Equilibrio de cuerpos rigidos 


Indeterminacion estatica 


Restricciones parciales 


Restricciones impropias 


Como cualquier conjunto de ecuaciones de equilibrio se puede 
resolver para un maximo de tres incognitas, no se pueden determi- 
nar por completo las reacciones en los apoyos de una estructura rf- 
gida bidimensional si estas involucran mas de tres incognitas; enton- 
ces se dice que dichas reacciones son estdticamente indeterminadas 
[section 4.5]. Por otra parte, si las reacciones involucran menos de 
tres incognitas, no se mantendra el equilibrio bajo condiciones ge- 
nerales de carga, entonces se dice que la estructura tiene restriction 
partial. El hecho de que las reacciones involucren exactamente tres 
incognitas no garantiza que las ecuaciones de equilibrio pueden re- 
solverse para todas las incognitas. Si los apoyos estan ubicados de 
manera que las reacciones son concurrentes o paralelas, las reaccio- 
nes son estaticamente indeterminadas y se dice que la estructura tie- 
ne restricciones impropias. 


Se presto atencion a dos casos particulares de equilibrio de un 
cuerpo rfgido. En la section 4.6 se definio a un cuerpo rigido suje- 
Cuerpo sujeto a dos fuerzas to a dos fuerzas como un cuerpo rigido sometido a fuerzas que ac- 

tuan unicamente en dos puntos y se demostro que las resultantes F i 
y F 2 de estas fuerzas deben tener la misma magnitude la misma U- 
nea de action y sentidos opuestos (figura 4.11), esta propiedad sim- 
plificara la solution de ciertos problemas en los capitulos posterio- 
Cuerpo sujeto a tres fuerzas res. En la section 4.7 se definio a un cuerpo rigido sujeto a tres 

fuerzas como un cuerpo rigido sometido a fuerzas que actuan solo 
en tres puntos y se demostro que las resultantes F 1; F 2 y F 3 de es- 
tas fuerzas deben ser concurrentes (figura 4.12) o paralelas. Esta 
propiedad proporciona un enfoque alternative para la solution de 
problemas que involucran a cuerpos sometidos a la action de tres 
fuerzas [problema resuelto 4.6]. 



Figura 4.11 



En la segunda parte del capitulo se explico el equilibrio de un 
cuerpo tridimensional y se vio que cada una de las reacciones ejer- 
cidas sobre el cuepo por sus apoyos podia involucrar entre una y seis 
incognitas, dependiendo del tipo de apoyo [section 4.8], 

En el caso general del equilibrio de un cuerpo tridimensional, las 
seis ecuaciones escalares de equilibrio (4.2) y (4.3) listadas al prin- 
cipio de este repaso deben utilizarse y resolverse para seis incogni- 
tas [section 4.9]. Sin embargo, en la mayorfa de los problemas es- 
tas ecuaciones se obtendran de manera mas conveniente si primero 
se escribe 

2F = 0 2M 0 = X(r X F) = 0 (4.1) 

y se expresan las fuerzas F y los vectores de position r en terminos 
de componentes escalares y vectores unitarios. Entonces, se pueden 


, , , , , r i l Problemas de repaso OIO 

calcular los productos vectoriales, ya sea en forma directa o emplean- 1 ** 

do determinantes, con el fin de obtener las ecuaciones escalares de- 
seadas igualando a cero los coeficientes de los vectores unitarios 
[problemas resueltos 4.7 a 4.9]. 

Se ha senalado que es posible eliminar hasta tres componentes 
de reaction desconocidos del calculo de XM 0 en la segunda de las 
relaciones (4.1) por medio de una selection cuidadosa del punto O. 

Ademas, de la solution de algunos problemas se pueden eliminar 
las reacciones en dos puntos Ay B escribiendo la ecuacion 2 M ab 
= 0, la cual involucra el calculo de los momentos de las fuerzas con 
respecto a un eje AB que une a los puntos Ay B [problema resuel- 
to 4.10], 

Si las reacciones involueran mas de seis incognitas, algunas de 
las reacciones son estdticamente indeterminadas ; cuando involueran 
menos de seis incognitas, el cuerpo rfgido esta parciahnente restrin- 
gido. Aunque existan seis o mas incognitas, el cuerpo rfgido estara 
impropiamente restringido si las reacciones asociadas con los apo- 
yos dados son paralelas o si intersecan la misma linea. 


Problemas de repaso 


4.142 Para mover dos barriles, cada uno con una masa de 40 kg, se uti- 
liza un carrito. Sin tornar en cuenta la masa del carrito, determine a) la fuerza 
vertical P que debe aplicarse en el manubrio del carrito para mantener el 
equilibrio cuando a = 35° y b) la reaction correspondiente en cada una de 
las dos ruedas. 

Determine las reacciones en A y C cuando a) a = 0 y b) a = 

30°. 



Figura P4.143 


4.144 Una palanca AB esta articulada en C y se encuentra unida a un 
cable de control en A. Si la palanca se somete a una fuerza vertical en B de 
75 lb, determine a) la tension en el cable y b) la reaction en C. 



80 mm 



B 



Figura P4.144 
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4.145 Sin tomar en cuenta la friction ni el radio de la polea, determine 
a) La tension en el cable ADB y b) la reaction en C. 




Figura P4.148 




150 mm 


Figura P4.145 


' La mensula en forma de T mostrada en la figura se sostiene me- 
diante una pequeiia rueda en E y clavijas en C y D. Sin tomar en cuenta el 
efecto de la friction, determine las reacciones en C, D y E cuando 6 — 30°. 

4. 147 La mensula en forma de T mostrada en la figura se sostiene me- 
diante una pequeiia rueda en E y clavijas en C y D. Sin tomar en cuenta el 
efecto de la friction, determine a) el mmimo valor de 0 para el cual se man- 
tiene el equilibrio de la mensula yb) las reacciones correspondientes en C, 
DyE. 

4,14 Para el bastidor y la carga que se muestran en la figura, deter- 
mine las reacciones en A y C. 

Determine las reacciones en Ay B cuando fi = 50°. 

4.1 50 El poste de 6 m ABC esta sometido a una fuerza de 455 N como 
se muestra en la figura. El poste se sostiene mediante una junta de rotula en 
A y por medio de dos cables BD y BE. Si a = 3 m, determine la tension en 
cada cable y la reaction en A. 



4.151 Retome el problema 4.150 si a = 1.5 m. 


Problemas de repaso 
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4.1 52 El elemento rfgido ABF en forma de L se sostiene mediante tres 
cables y un apoyo de rotula en A. Para las cargas que se muestran en la fi- 
gura, determine la tension en cada cable y la reaction en A. 



4.1 53 Se aplica una fuerza P sobre una barra doblada ABC, la cual se 
puede sostener de cuatro maneras diferentes, como se muestra en la figura. 
De ser posible, determine en cada caso las reacciones en los apoyos. 



Figura P4.153 


216 


Equilibrio de cuerpos rigidos 


Problemas de computadora 


La position de la barra en forma de L mostrada en la figura se 
controla mediante un cable conectado en el punto B. Si se sabe que la barra 
soporta una carga de magnitud P = 50 lb, utilice software de computadora 
para calcular y graficar la tension T en el cable como una funcion de 9 para 
valores desde 0 hasta 120° con incrementos de 10°. Utilice incrementos me- 
nores apropiados para determinar la tension maxima T y el valor correspon- 
diente de 6. 



[. 

Figura P4.C2 




4,C2 La posicion de una barra AB de 10 kg se controla por medio del 
bloque mostrado en la figura, este se mueve lentamente hacia la izquierda 
por la action de la fuerza P. Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, use 
software para calcular y graficar la magnitud P de la fuerza como una fun- 
cion de los valores decrecientes de x entre 750 mm y 0 con incrementos de 
50 mm. Utilice incrementos menores apropiados para determinar el valor 
maximo de P y el valor correspondiente de x. 

4.C3 y 4.C4 El resorte AB de constante k esta sin deformar cuando 
6 = 0. Si se sabe que R = 10 in., a = 20 in. y k = 5 lb/in., use software para 
calcular y graficar el peso W correspondiente a la posicion de equilibrio para 
valores de 9 desde 0 hasta 90° con incrementos de 10°. Use incrementos me- 
nores apropiados para determinar el valor de 9 correspondiente a la posicion 
de equilibrio cuando W = 5 lb. 


!/ 



Figura P4.C4 
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5 Un panel de 200 X 250 mm y 20 kg de masa se sostiene mediante 
bisagras a lo largo del costado AB. El cable CDE que se une al panel en C 
y que pasa sobre una polea pequena en D, sostiene a un cilindro de masa m. 
Sin considerar el efecto de la friction, use software para calcular y graficar 
la masa del cilindro correspondiente a la position de equilibrio para valores 
de 6 desde 0 hasta 90° con incrementos de 10°. Utilice incrementos meno- 
res apropiados para determinar el valor de 6 correspondiente a la position 
de equilibrio cuando m = 10 kg. 



Figura P4.C5 


La grua mostrada en la figura sostiene una caja de 2 000 kg y se 
mantiene en position mediante una rotula en A y por medio de dos cables 
unidos en D y E. Si se sabe que la grua se encuentra en un piano vertical 
que forma un angulo 0 con el piano xy, use software para calcular y graficar 
la tension en cada cable para valores de 0 entre 0 y 60° con incrementos de 
5°. Use incrementos menores apropiados para determinar el valor de (f) para 
el cual la tension en el cable BE es maxima. 



Figura P4.C6 


La presa Revelstoke, ubicada en el no 
Columbia de la Columbia Britanica, esta 
sometida a tres diferentes tipos de cargas 
distribuidas: los pesos de los elementos 
que la constituyen, las fuerzas de presion 
ejercidas por el agua sobre su cara 
sumergida y las fuerzas de presion ejerci- 
das por el suelo sobre su base. 


218 






CAPITULO 


Fuerzas distribuidas: 
centroides y centros 

de gravedad 






'-'\i 




5.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 5 FUERZAS 
DISTRIBUIDAS: CENTROIDES 
Y CENTROS DE GRAVEDAD 

Introduccion 

Centro de gravedad de un cuerpo 
bidimensional 

Centroides de areas y Ifneas 
Primeros momentos de areas y 
h'neas 

Placas y alambres compuestos 
Determinacion de centroides por 
integracion 

Teoremas de Pappus-Guldinus 
Cargas distribuidas en vigas 
Fuerzas sobre superficies 
sumergidas 

Centro de gravedad de un cuerpo 
tridimensional. Centroide de un 
volumen 

Cuerpos compuestos 
Determinacion de centroides de 
volumenes por integracion 



Fotografia 5.1 El balance preciso de los 
componentes de un movil requiere de una 
comprension de los centros de gravedad y 
centroides, que son los topicos principales de 
este capitulo. 


Hasta aliora se ha supuesto que la atraccion ejercida por la Tierra so- 
bre un cuerpo rigido podia representarse por una sola fuerza W. Esta 
fuerza, denominada fuerza de gravedad o peso del cuerpo, debia apli- 
carse en el centro de gravedad del cuerpo (section 3.2). De hecho, la 
Tierra ejerce una fuerza sobre cada una de las particulas que constitu- 
yen al cuerpo. En este sentido, la action de la Tierra sobre un cuerpo 
rigido debe representarse por un gran numero de pequenas fuerzas 
distribuidas sobre todo el cuerpo. Sin embargo, en este capitulo se 
aprendera que la totalidad de dichas fuerzas pequenas puede ser reem- 
plazada por una sola fuerza equivalente W. Tambien se aprendera co- 
mo determinar el centro de gravedad, esto es, el punto de aplicacion 
de la resultante W, para cuerpos de varias formas. 

En la primera parte del capitulo se describen cuerpos bidimensio- 
nales como placas planas y alambres que estan contenidos en un pia- 
no dado. Se introducen dos conceptos que estan muy relacionados con 
la determinacion del centro de gravedad de una placa o de un alam- 
bre: el concepto de centroide de un area o de una linea y el concepto 
del primer momento de un area o de una linea con respecto a un eje 
dado. 

Tambien se aprendera que el calculo del area de una superficie de 
revolution o del volumen de un cuerpo de revolution esta directamen- 
te relacionado con la determinacion del centroide de la linea o del area 
utilizados para generar dicha superficie o cuerpo de revolution (teore- 
mas de Pappus-Guldinus). Ademas, como se muestra en las secciones 
5.8 y 5.9, la determinacion del centroide de un area simplifica el ana- 
lisis de vigas sujetas a cargas distribuidas y el calculo de las fuerzas ejer- 
cidas sobre superficies rectangulares sumergidas, como compuertas hi- 
draulicas y porciones de presas. 

Al final del capitulo se aprendera como determinar tanto el cen- 
tro de gravedad de cuerpos tridimensionales como el centroide de un 
volumen y los primeros momentos de dicho volumen con respecto a 
los pianos coordenados. 


AREAS Y LINE AS 

5.2. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO BIDIMENSIONAL 

Para iniciar, considere una placa plana horizontal (figura 5.1). La pla- 
ca puede dividirse en n elementos pequenos. Las coordenadas del pri- 




ZM y : iff = Ei4W 
ZM X : yW=ZyAW 

Figura 5.1 Centro de gravedad de una placa. 
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mer elemento se representan con %i y in, las del segundo elemento se 

1 c J J , 0 . . bidimensional 

representan con x 2 y 1 / 2 , etc. Las iuerzas ejercidas por la lierra sobre 
los elementos de la placa seran representadas, respectivamente, con 
AWi, AW 2 , . . . , AW„. Estas fuerzas o pesos estan dirigidos hacia el 
centra de la Tierra; sin embargo, para todos los propositos practicos, 
se puede suponer que dichas fuerzas son paralelas. Por tanto, su resul- 
tante es una sola fuerza en la misma direction. La magnitud W de es- 
ta fuerza se obtiene a partir de la suma de las magnitudes de los pesos 
de los elementos: 

2F-: W = AW X + AW 2 + • • • + A W„ 

para obtener las coordenadas xy y del punto G, donde debe aplicarse 
la resultante W, se escribe que los momentos de W con respecto a los 
ejes y yx son iguales a la suma de los momentos correspondientes de 
los pesos elementales, esto es 

2M y : xW = x 1 AWi + x 2 AW 2 + • ■ • + x„ AW„ 

XM,: yW = y 1 AW 1 + y 2 AW 2 + • ■ • + y n AW„ 

Si ahora se incrementa el numero de elementos en los cuales se ha di- 
vidido la placa y simultaneamente se disminuye el tamano de cada ele- 
mento se obtienen, en el 1 unite, las siguientes expresiones: 


w = J 

f dw xW = J 

\ xdW yW = J 

f y dW 


Estas ecuaciones definen el peso W y las coordenadas xyy del centra 
de gravedad G de una placa plana. Se pueden derivar las mismas ecua- 
ciones para un alambre que se encuentra en el piano xy (figura 5.2). 
Se observa que usualmente el centra de gravedad G de un alambre no 
esta localizado sobre este ultimo. 



Figura 5.2 Centro de gravedad de un alambre. 



5.3. CENTROIDES DE AREAS Y LINEAS 


En el caso de una placa plana homogenea de espesor uniforme, la mag- 
nitud AW del peso de un elemento de la placa puede expresarse como 

AW = yt AA 

donde y = peso especifieo (peso por unidad de volumen) del material 
t = espesor de la placa 
A A = area del elemento 

En forma similar, se puede expresar la magnitud W del peso de toda 
la placa como 

W = ytA 

donde A es el area total de la placa. 

Si se emplean las unidades de uso comun en Estados Unidos, se 
debe expresar el peso especifieo y en lb/ft' 3 , el espesor t en pies y las 
areas A A y A en pies cuadrados. Entonces, se observa que AW y W 
estaran expresados en libras. Si se usan las unidades del SI, se debe 
expresar a y en N/m 3 , a t en metros y a las areas A A y A en metros 
cuadrados; entonces, los pesos AW y W estaran expresados en new- 
tons^ 

Si se sustituye a AW y a W en las ecuaciones de momenta (5.1) y 
se divide a todos los terminos entre yt, se obtiene 

2M y : xA — %-| AA l + x 2 A A 2 + • ■ • + x n AA n 

2M*: yA = y ] AAj + ij 2 AA 2 +•••+?/„ A A„ 

Si se incrementa el numero de elementos en los cuales se divide el area 
A y simultaneamente se disminuye el tamano de cada elemento, se ob- 
tiene en el limite 

xA = J x dA yA = J y dA (5.3) 

Estas ecuaciones definen las coordenadas xyy del centra de gravedad 
de una placa homogenea. El punto cuyas coordenadas son xyy tam- 
bien se conoce como el centroide C del area A de la placa (figura 5.3). 
Si la placa no es homogenea, estas ecuaciones no se pueden utilizar pa- 
ra determinar el centra de gravedad de la placa; sin embargo, estas aun 
definen al centroide del area. 

En el caso de un alambre homogeneo de seccion transversal uni- 
forme, la magnitud AW del peso de un elemento de alambre puede 
expresarse como 

AW = ya AL 

donde y = peso especifieo del material 

a = area de la seccion transversal del alambre 
AL = longitud del elemento 


f Se debe senalar que en el Sistema International de unidades generalmente se caracte- 
riza a un material dado por su densidad p (masa por unidad de volumen) en lugar de ca- 
racterizarlo por su peso especifieo y. Entonces, el peso especifieo del material se puede 
obtener a partir de la relation 

7 = Pg 

donde g = 9.81 m/s 2 . Como p se expresa en kg/m 3 , se observa que y estara expresado en 
(kg/m 3 )(m/s 2 ), esto es, en N/m 3 . 
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EM y : x A = Ex A A 
EM-,- : y A = E y A A 
Figura 5.3 Centroide de un area. 


E M y -. xL = Ex AL 
E M x : yL = Y.y AL 
Figura 5.4 Centroide de una li'nea. 


El centra de gravedad de un alambre coincide con el centroide C de 
la linea L que define la forma del alambre (figura 5.4). Las coorde- 
nadas x y y del centroide de la linea L se obtienen a partir de las ecua- 
ciones 

xL = J x clL TjL = J y clL (5.4) 


5.4. PRIMEROS MOMENTOS DE AREAS Y LINEAS 

La integral / x dA en las ecuaciones (5.3) de la section anterior se co- 
noce corno el primer momento del area A con respecto al eje y y se re- 
presenta con Q y . En forma similar, la integral / y dA define el primer 
momento de A con respecto al eje x y se representa con Q x . Asi se es- 
cribe 

Q y = f x dA Q x = f ydA (5.5) 

Si comparamos las ecuaciones (5.3) con las ecuaciones (5.5), se obser- 
va que los primeros momentos del area A pueden ser expresados co- 
mo los productos del area con las coordenadas de su centroide: 

Qy = *A Q x = yA (5.6) 

A partir de las ecuaciones (5.6) se concluye que las coordenadas del 
centroide de un area pueden obtenerse al dividir los primeros momen- 
tos de dieha area entre el area misma. Los primeros momentos de un 
area tambien son utiles en la mecanica de materiales para determinar 
los esfuerzos de corte en vigas sujetas a cargas transversales. Por ultimo, 
a partir de las ecuaciones (5.6) se observa que si el centroide de un area 
esta localizado sobre un eje coordenado, entonces el primer momento 
del area con respecto a ese eje es igual a cero. De manera inversa, si el 
primer momento de un area con respecto a un eje coordenado es igual 
a cero, entonces el centroide del area esta localizado sobre ese eje. 

Se pueden utilizar relaciones similares a partir de las ecuaciones 
(5.5) y (5.6) para definir los primeros momentos de una linea con res- 
pecto a los ejes coordenados y para expresar dichos momentos como los 
productos de la longitud L de la linea y las coordenadas x y ij de su cen- 
troide. 
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Figura 5.5 


b) 


Se dice que un area A es simetrica con respecto a un eje BB ’ si pa- 
ra todo punto P del area existe un punto P' de esa misma area tal que 
la linea PP' sea perpendicular a BB' y dicha linea esta dividida en dos 
partes iguales por el eje en cuestion (figura 5.5a). Se dice que una li- 
nea L es simetrica con respecto a un eje BB' si satisface condiciones 
similares. Cuando un area A o una linea L posee un eje de simetria 
BB', su primer momenta con respecto a BB' es igual a cero y su cen- 
troide esta localizado sobre dicho eje. Por ejemplo, en el caso del area 
A de la figura 5.5 b, la cual es simetrica con respecto al eje y, se obser- 
va que para cada elemento de area clA de abscisa x existe un elemen- 
to de area cl A' que tiene la misma superficie y cuya abscisa es — x. Se 
concluye que la integral en la primera de las ecuaciones (5.5) es igual 
a cero y, por tanto, se tiene que Q y = 0. Tambien se concluye a partir 
de la primera de las relaciones (5.3) que x = 0. Por consiguiente, si un 
area A o una linea L poseen un eje de simetria, su centroide C esta lo- 
calizado sobre dicho eje. 

Ademas, se debe senalar que si un area o una linea posee dos ejes 
de simetria, su centroide C debe estar localizado en la intersection de 
esos dos ejes (figura 5.6). Esta propiedad permite determinar de inme- 
diato el centroide de areas como circulos, elipses, cuadrados, rectan- 
gulos, triangulos equilateros u otras figuras simetricas, asi como el cen- 
troide de lineas que tienen la forma de la circunferencia de un circulo, 
el perfmetro de un cuadrado, entre otros. 



Figura 5.6 


B 



B' 


b) 



Se dice que un area A es simetrica con respecto a un centro O si 
para cada elemento de area (I A de coordenadas x y y existe un elemen- 
to de area cl A ' de igual superficie con coordenadas — x y —y (figura 
5.7). Entonces, se concluye que ambas integrales en las ecuaciones (5.5) 
son iguales a cero y que Q x = Q ;/ = 0. Tambien, a partir de las ecua- 
ciones (5.3), se concluye que x = y = 0, esto es, que el centroide del 
area coincide con su centro de simetria O. En forma analoga, si una li- 
nea posee un centro de simetria O, el centroide de la linea coincidira 
con el centro O. 

Se debe senalar que una figura con un centro de simetria no ne- 
cesariamente posee un eje de simetria (figura 5.7) y que una figura con 
dos ejes de simetria no necesariamente tiene un centro de simetria (fi- 
gura 5.6a). Sin embargo, si una figura posee dos ejes de simetria que 
son perpendiculares entre si, el punto de intersection de diehos ejes 
es un centro de simetria (figura 5.6 b). 

La determination de los centroides de areas asimetricas y de li- 
neas y areas que poseen un solo eje de simetria se estudiara en las sec- 
ciones 5.6 y 5.7. En las figuras 5.8A y 5.8B se muestran los centroides 
de formas comunes de areas y de lineas. 


Figura 5.7 
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Figura 5.8A Centroides de areas comunes. 
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Figura 5.8B Centroides de formas comunes de lineas. 


5.5. PLACAS Y ALAMBRES COMPUESTOS 

En muchos casos, una placa plana puede dividirse en rectangulos, trian- 
gulos ultras de las formas comunes mostradas en la figura 5.8A. La 
abscisa X de su centra de gravedad G puede determinate a partir de 
las abscisas x\, x 2 , . . . , x„ de los centros de gravedad de las diferentes 
partes que constituyen la placa, expresando que el momenta del peso 
de toda la placa con respecto al eje y es igual a la suma de los mo- 
mentos de los pesos de las diferentes partes con respecto a ese mismo 
eje (figura 5.9). La ordenada Y del centra de gravedad de la placa se 
encuentra de una forma similar, igualando momentos con respecto al 
eje x. Asi, se escribe 

2M y : X(W: + W 2 + • ■ ■ + W„) = x 1 W 1 + x 2 W 2 + • • • + x n W n 
2M X : Y(W 1 + W 2 + ■ ■ • + W n ) = y{W 1 + y 2 W 2 + • • • + y„W n 



Figura 5.9 Centro de gravedad de una placa compuesta. 


o en forma condensada, 
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X2W = 2xW Y2W = XyW (5.7) 


Estas ecuaciones se pueden resolver para las coordenadas X y Y del 
centro de gravedad de la placa. 




Q = X£A=£jA 
Q x = YEA = E y A 

Figura 5.10 Centroide de un area compuesta. 


Si la placa es homogenea y de espesor uniforme, el centro de gra- 
vedad coincide con el centroide C de su area. La abscisa X del centroi- 
de del area puede determinarse observando que el primer momenta 
Q,j del area compuesta con respecto al eje y puede expresarse como el 
producto de X con el area total y como la suma de los primeros mo- 
mentos de_las areas elementales con respecto al eje y (figura 5.10). La 
ordenada Y del centroide se encuentra de forma similar, considerando 
el primer momenta Q x del area compuesta. Asi, se tiene 

Q y = X(A : + A z + • • • + An) = iiA, + X 2 A 2 + • • • + x„A n 
Qx = 7(Ai + A 2 + ■ ■ ■ + A n ) = y 1 A 1 + y 2 A 2 + • • • + y,An 

o en forma condensada, 


Q y = XX A = 2iA Q x = Y2A = 2yA (5.8) 


Estas ecuaciones proporcionan los primeros momentos del area com- 
puesta o pueden utilizarse para obtener las coordenadas X y Y de su 
centroide. 

Se debe tener cuidado de asignarle el signo apropiado al momen- 
ta de cada area. Los primeros momentos de areas, al igual que los mo- 
mentos de las fuerzas, pueden ser positivos o negativos. Por ejemplo, 
un area cuyo centroide esta localizado a la izquierda del eje y tendra 
un primer momenta negativo con respecto a dicho eje. Ademas al area 
de un agujero se le debe asignar un signo negativo (figura 5.11). 

De manera similar, en muchos casos es posible determinar el cen- 
tro de gravedad de un alambre compuesta o el centroide de una linea 
compuesta dividiendo al alambre o a la linea en elementos mas sim- 
ples (vease problema resuelto 5.2). 





X 

A 

xA 

Ai Semicfrculo 

- 

+ 

- 

A 2 Rectangulo 
complete 

+ 

+ 

+ 

A 3 Agujero 
circular 

+ 

- 

- 


Figura 5.11 




PROBLEMA RESUELTO 5.1 



Para el area plana mostrada en la figura, determine: a) los primeros mo- 
mentos con respecto a los ejes x y y, y b) la ubicacion de su centroide. 


SOLUCION 

Componentes del area. El area se obtiene con la suma de un rec- 
tangulo, un triangulo y un semicirculo y despues se resta un circulo. Uti- 
lizando los ejes coordenados mostrados, se determinan el area y las coorde- 
nadas del centroide para cada una de las areas componentes y luego se 
introducen en la tabla que aparece en la parte inferior. El area del circulo 
se indica corno negativa puesto que debe restarse de las demas areas. Notese 
que la coordenada Tj del centroide del triangulo es negativa para los ejes 
mostrados. Los primeros momentos de las areas componentes con respecto 
a los ejes coordenados se calculan y se introducen en la tabla. 





Componente 

A, mm 2 

x, mm 

y, mm 

xA, mm 3 

yA, mm 3 

Rectangulo 

(120)(80) = 9.6 X 10 3 

60 

40 

+576 X 10 3 

+384 X 10 3 

Triangulo 

|(120)(60) = 3.6 X 10 3 

40 

-20 

+ 144 X 10 3 

-72 X 10 3 

Semicirculo 

~tt(60) 2 = 5.655 X 10 3 

60 

105.46 

+339.3 X 10 3 

+596.4 X 10 3 

Circulo 

— 7t(40) 2 = -5.027 X 10 3 

60 

80 

-301.6 X 10 3 

-402.2 X 10 3 


2A = 13.828 X 10 3 



2xA = +757.7 X 10 3 

2yA = +506.2 X 10 3 



a) Primeros momentos del area. Con las ecuaciones (5.8), se escribe 

Q x = Sj/A = 506.2 X 10 3 mm 3 
Q,, = 2.7A = 757.7 X 10 3 mm 3 

b) Ubicacion del centroide. Si se sustituyen los valores dados en la 
tabla, dentro de las ecuaciones que definen el centroide de un area com- 
puesta se obtiene 

X2A = 2IA: X(13.828 X 10 3 mm 2 ) = 757.7 X 10 3 mm 3 

X = 54.8 mm ^ 

Y2A = S(/A: Y(13.828 X 10 3 mm 2 ) = 506.2 X 10 3 mm 3 

Y = 36.6 mm ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 5.2 



La figura mostrada esta hecha a partir de un pedazo de alambre delgado y 
homogeneo. Determine la ubicacion de su centra de gravedad. 


SOLUCION 



Como la figura esta hecha de un alambre homogeneo, su centra de grave- 
dad coincide con el centroide de la linea correspondiente. Por tanto, se de- 
terminara dicho centroide. Si se seleccionan los ejes mostrados, con origen 
en A, se determinan las coordenadas del centroide de cada segmento de K- 
nea y se calculan los primeros momentos con respecto a los ejes coordena- 
dos. 


Segmento 

L, in. 

x, in. 

y, in. 

xL, in 2 

YL, in 2 

AB 

24 

12 

0 

288 

0 

BC 

26 

12 

5 

312 

130 

CA 

10 

0 

5 

0 

50 


2L = 60 



2xL = 600 

21/L = 180 


Con la sustitucion de los valores obtenidos en la tabla, en las ecuaciones que 
defmen el centroide de una linea compuesta, se obtiene 


XXL = 2xL: X(60 in.) = 600 in 2 
Y2L = 2t/L: Y(60 in.) = 180 in 2 


X = 10 in. A 
Y = 3 in. ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 5.3 


A 



Una barra semicircular uniforme de peso W y radio r esta unida a un perno 
en A y descansa contra una superficie sin friction en B. Determine las reac- 
ciones en Ay B. 



SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
de la barra. Las fuerzas que actuan sobre la barra son su peso W, el cual esta 
aplicado en el centra de gravedad G (cuya position se obtiene a partir de la 
figura 5.8B); una reaction en A, representada por sus componentes A x y A y 
y una reaction horizontal en B. 

Ecuaciones de equilibrio 


+"j2M A = 0: B(2r) — W( ~ j = 0 


w 



w 

+ — 



B = — 

7 T 



77 

B = 0 





W 

W 


-B = - 

- — 

A x = — <- 



77 

1 7 T 


o 

II 

£ 


II 



= 0 : 


i '/ y 

Sumando las dos componentes de la reaction en A: 


A = 


tan a — 


W 2 4 
W 

W/tt 


W\ 2- 

TT 


1/2 


1 \l/2 

A = W| 1 + "J 1 ◄ 


a = tan 1 t t A 


Las respuestas tambien pueden expresarse como sigue: 

A = 1.049W 5^72.3° B = 0.318W ◄ 
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R E S O L UCION DE PROBL E M A S 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se desarrollaron las ecuaciones generates para localizar los centres de 
gravedad de cuerpos bidimensionales y alambres [ecuaciones (5.2)] y los centroides de 
areas planas [ecuaciones (5.3)] y de lineas [ecuaciones (5.4)]. En los problemas que se 
presentan a continuation, se deberan localizar los centroides de areas compuestas y li- 
neas o tendran que determinarse los primeros momentos del area de placas compues- 
tas [ecuaciones (5.8)]. 

1. Localization de centroides de areas compuestas y lineas. Los problemas re- 
sueltos 5.1 y 5.2 ilustran el procedimiento que debe seguirse al resolver problemas de 
este tipo. Sin embargo, hay ciertos puntos que se deben enfatizar. 

a) El primer paso en la solution debe ser decidir como construir el area o la linea 
dada, a partir de las formas comunes de la figura 5.8. Se debe reconocer que, en el ca- 
so de areas planas, una forma en particular se puede construir de varias maneras. Ade- 
mas, mostrar las diferentes componentes (como se hace en el problema resuelto 5.1) 
ayudara a establecer correctamente sus centroides y sus areas o longitudes. No debe 
olvidarse que, para obtener la forma deseada, es posible restar o sumar areas. 

b) Se recomienda que para cada problema se construya una tabla que contenga las 
areas o las longitudes y las coordenadas respectivas de sus centroides. Es esencial re- 
cordar que las areas que son “removidas” (por ejemplo los agujeros) se toman como ne- 
gativas. Ademas se debe incluir el signo de las coordenadas negativas. Por tanto, siem- 
pre debe observarse la ubicacion del origen de los ejes coordenados. 

c) Cuando sea posible, se deben utilizar consideraciones de simetria [section 5.4] 
para detenninar con mayor facilidad la ubicacion de un centroide. 

En las formulas de la figura 5.8 para el sector circular y para el arco del circulo, 
el angulo siempre debe ser expresado en radianes. 

2. Cdlculo de los primeros momentos de un area. Los procedimientos para ubi- 
car el centroide de un area y para detenninar los primeros momentos de un area son 
similares; sin embargo, para calcular estos ultimos no es necesario detenninar el area 
total. Ademas, como se sefialo en la section 5.4, se debe reconocer que el primer mo- 
menta de un area con respecto a un eje centroidal es igual a cero. 

3. Resolution de problemas que involucran al centro de gravedad. En los pro- 
blemas que se presentan a continuation se considera que los cuerpos son homogeneos; 
por tanto, sus centres de gravedad coinciden con sus centroides. Ademas, cuando un 
cuerpo que esta suspendido de un solo perno esta en equilibrio, el perno y el centro 
de gravedad del cuerpo deben estar localizados sobre la misma linea vertical. 


Pudiera parecer que muchos de los problemas en esta leccion tienen poco que ver con 
el estudio de la mecanica. Sin embargo, ser capaz de localizar el centroide de formas 
compuestas sera esencial en varios tapicos que se estudiaran mas adelante. 
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Problemas 



5.1 a 5.9 Localice el centroide del area plana que se muestra en cada 
figura. 




Figura P5.2 Figura P5.3 



Figura P5.4 




Figura P5.6 


y 


y 




y 



Figura P5.7 


- 30 in.- 

Figura P5.8 


Figura P5.9 




Problemas 


5.10 a 5.15 Localice el centroide del area plana que se muestra en 
cada figura. 



<J 



x 



Figura P5.11 


Figura P5.12 



Figura P5.13 Figura P5.14 Figura P5.15 


Determine la coordenada ij del centroide del area sombreada en 
terminos de r 1; r 2 y a. 


‘J 



Demuestre que si r i tiende a r 2 , la localization de su centroide 
tiende a ser igual al centroide de un arco circular de radio (rj + r 2 )/ 2. 

Para el area mostrada, determine la relacion alb tal que x = y. 

5,19 Para el area semianular del problema 5.11, determine la relacion 
r 2 /r 1 tal que ij = 3jV4. 
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l J 



4.5 in. 4.5 in. 

Figura P5.21 


5.20 Una viga compuesta se construye empernando cuatro placas a 
cuatro angulos de 60 X 60 X 12 mm, como se muestra en la figura. Los per- 
nos estan igualmente espaciados a lo largo de la viga, la cual sostiene una 
carga vertical. Como se demuestra en la mecanica de materiales, las fuerzas 
cortantes ejercidas sobre los pernos en A y B son proporcionales a los pri- 
meros momentos respecto del eje centroidal x de las areas sombreadas de 
rojo que se muestran, respectivamente, en las partes a y b de la figura. Si se 
sabe que la fuerza ejercida sobre el perno en A es de 280 N, determine la 
fuerza ejercida sobre el pemo en B. 



Figura P5.20 


5.21 y 5.22 El eje horizontal x se traza a traves del centroide C y di- 
vide al area mostrada en dos areas componentes y A 2 . Determine el pri- 
mer momenta de cada area componente respecto del eje x, y explique los 
resultados obtenidos. 



5.23 El primer momento respecto del eje x del area sombreada que 
se muestra en la figura se representa con Q x . a) Exprese Q x en terminos de 
b, c y la distancia y desde la base del area sombreada hasta el eje x. b) De- 
termine el valor de y para el cual Q x es maximo y encuentre dicho valor ma- 
ximo. 



5.24 a 5.27 Un alambre delgado y homogeneo se dobla para formar 
el perfmetro de las figuras que se indican a continuation. Localice el centra 
de gravedad de la figura formada con el alambre. 

5.24 Figura P5.1. 

5.25 Figura P5.2. 

5.26 Figura P5.3. 

5.27 Figura P5.7. 

5.28 Una barra circular uniforme con 8 lb de peso y 10 in. de radio 
se une a un pasador en C y al cable AB. Determine a ) la tension en el ca- 
ble, b) la reaction en C. 



5.29 El elemento ABODE forma parte de un movil y se hizo a partir 
de una sola pieza de tuberfa de aluminio. Si se sabe que el elemento esta 
apoyado en C y que l = 2 m, determine la distancia d de manera que la por- 
tion BCD del elemento permanezca horizontal. 

5.30 El elemento ABODE forma parte de un movil y se hizo a partir 
de una sola pieza de tuberfa de aluminio. Si se sabe que el elemento esta 
apoyado en C y que d es igual a 0.50 m, determine la longitud / del brazo 
DE tal que esta portion del elemento permanezca horizontal. 
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5 31 El alambre homogeneo ABC esta doblado en un arco semicircu- 
lar y una section recta como se muestra en la figura, ademas se encuentra 
unido a una articulation en A. Determine el valor de 8 tal que el alambre se 
encuentre en equilibrio en la position indicada. 

5.32 Determine la distancia h tal que el centroide del area sombreada 
este tan lejos como sea posible de la linea BB ' , cuando a) k = 0.10 y b) k = 
0.80. 



5.33 Si se sabe que la distancia h se selecciono para maximizar la dis- 
tancia y desde la linea BB' hasta el centroide del area sombreada, demues- 
tre que y = 2/i/3 


5.6. DETERMINACION DE CENTROIDES POR INTEGRACION 

El centroide de un area limitada por curvas analiticas (esto es, curvas 
definidas por ecuaciones algebraicas) por lo general se determina eva- 
luando las integrales que aparecen en las ecuaciones (5.3) de la sec- 
cion 5.3: 


xA = J x dA yA = J y dA (5.3) 

Si el elemento de area dA es un pequeno rectangulo de lados dx y dy , 
la evaluation de cada una de estas integrales requiere una integracidn 
doble con respecto a.ry ij. Tambien es necesaria una integration doble 
si se usan coordenadas polares para las cuales dA es un elemento de 
lados dry r dO. 

Sin embargo, en la mayorfa de los casos es posible determinar las 
coordenadas del centroide de un area con una sola integration. Esto 
se logra seleccionando a dA como un rectangulo o tira delgada o como 
un sector circular delgado (figura 5.12); el centroide de un rectangulo 
delgado esta localizado en su centra y el centroide de un sector del- 
gado esta localizado a una distancia de §r a partir de su vertice (como 
en el caso de un triangulo). Entonces, las coordenadas del centroide 
del area en consideration se obtienen expresando que el primer mo- 
mento del area total con respecto a cada uno de los ejes coordenados 
es igual a la suma (o integral) de los momentos correspondientes de 
los elementos del area, ltepresentando con x,./ y y,./ las coordenadas del 
centroide del elemento dA, se escribe 


Q y =xA = J x e i dA 

Qx = yA = f y e i dA 


( 5 . 9 ) 



5.6. Determinacion de centroides 
por integration 
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P(x,y) 



x d = x 

Vel = y/ 2 
dA = ydx 

a) 



— a + x 

x el ~~ n 


y e i=y 

dA = (a-x) dij 


b) 



- 2 r 

y el = y sen 8 

dA=\r* d$ 


Figura 5.12 Centroides y areas de elementos diferenciales. 


Si el area A no se conoce aun, esta tambien puede calcularse a partir 
de estos elementos. 

Las coordenadas x e / y y,./ del centroide del elemento del area dA 
deben expresarse en terminos de las coordenadas de un punto locali- 
zado sobre la curva que limita al area en consideracion. Ademas, el area 
del elemento dA debe expresarse en terminos de las coordenadas de 
dicho punto y de los diferenciales apropiados. Esto se ha hecho 
en la figura 5.12 para tres tipos comunes de elementos; la porcion 
de circulo de la parte c debe utilizarse cuando la ecuacion de la curva 
que limita al area este dada en coordenadas polares. Deben sustituir- 
se las expresiones apropiadas en las formulas (5.9) y debe utilizarse la 
ecuacion de la curva que limita al area para expresar a una de las coor- 
denadas en terminos de la otra. De esta forma, se reduce a una sola 
integracion. Una vez que se ha determinado el area y han sido evalua- 
das las integrales en las ecuaciones (5.9), estas ecuaciones pueden re- 
solverse para las coordenadas xyy del centroide del area. 

Cuando una linea esta defmida por una ecuacion algebraica, pue- 
de determinarse su centroide al evaluar las integrales que aparecen en 
las ecuaciones (5.4) de la seccion 5.3: 

xL = J x dL TjL = J y dL (5.4) 

El diferencial de longitud dL debe reemplazarse por una de las siguien- 
te expresiones, dependiendo de cual coordenada x, y o 6 se seleccio- 
ne como la variable independiente en la ecuacion utilizada para defi- 
nir la linea (estas expresiones pueden derivarse con el uso del teorema 
de Pitagoras): 
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Despues de que se ha utilizado la ecuacion de la lfnea para expresar 
una de las coordenadas en terminos de la otra, se puede llevar a cabo 
la integration y se pueden resolver las ecuaciones (5.4) para las coor- 
denadas x y y del centroide de la lfnea. 



Fotografia 5.2 Todos los tanques de 
almacenamiento que se muestran en la fotografia 
son cuerpos de revolucion. Por tanto, las areas 
de sus superficies y sus volumenes pueden 
determinarse con los teoremas de Pappus- 
Guldinus. 


5.7. TEOREMAS DE PAPPUS-GULDINUS 

Estos teoremas fueron formulados primero por el geometra griego Pap- 
pus durante el siglo in despues de Cristo y fueron replanteados poste- 
riormente por el matematico suizo Guldinus o Guldin (1577-1643), se 
refieren a superficies y cuerpos de revolucion. 

Una superficie de revolucion se genera mediante la rotation de una 
curva plana con respecto a un eje fijo. Por ejemplo (figura 5.13), se 

o 


A C 
Toroide 



Esfera Cono 

Figura 5.13 


puede obtener la superficie de una esfera rotando un arco semicircu- 
lar ABC con respecto al diametro AC; se puede producir la superficie 
de un cono rotando una lfnea recta AB con respecto a un eje AC y se 
puede generar la superficie de un toroide o anillo rotando la circun- 
ferencia de un cfrculo con respecto a un eje que no interseca a dicha 
circunferencia. Un cuerpo de revolucion se genera mediante la rotation 
de un area plana alrededor de un eje fijo. Como se muestra en la figura 
5.14, se puede generar una esfera, un cono y un toroide rotando la 
forma apropiada con respecto al eje que se indica. 



Esfera 

Figura 5.14 




3 

Toroide 


TEOREMA I. El area de una superficie de revolucion es igual a 
la longitud de la curva generatriz multiplicada por la distancia reco- 
rrida por el centroide de dicha curva al momento de generar la super- 
ficie. 


Demostracidn. Considerese un elemento dL de la lfnea L (figura 
5.15) que rota alrededor del eje x. El area dA generada por el elemento 
dL es igual a 277?/ dL. Por tanto, el area total generada por L es A = 
/ 2ttij dL. En la section 5.3 se encontro que la integral / y dL es igual 
a IjL, por tanto, se tiene 

A = 2iryL 


(5.10) 




Figura 5.15 


donde 2 Try es la distancia recorrida por el centroide de L (figura 5.15). 
Se debe senalar que la curva generatriz no debe cruzar el eje sobre el 
cual rota; si lo hiciera, las dos secciones, una a cada lado del eje, gene- 
rarian areas que tendrfan signos opuestos y el teorema no podria apli- 
carse. 

TEOREMA II El volumen de un cuerpo de revolution es igual al 
area generatriz multiplicada por la distancia recorrida por el centroide 
del area al momento de generar el cuerpo. 

Demostracion. Considerese un elemento dA del area A, el cual se 
rota con respecto al eje x (figura 5.16). El volumen dV generado por 




el elemento dA es igual a 2ttij dA. Por tanto, el volumen total gener- 
ado por A es V = / 2mj dA y, puesto que la integral f y dA es igual a 
TjA (section 5.3), se tiene 

V = 2t tTjA (5.11) 

donde 2iry es la distancia recorrida por el centroide de A. Es impor- 
tante senalar que el teorema no puede aplicarse si el eje de rotation 
interseca al area generatriz. 

Los teoremas de Pappus-Guldinus proporcionan una forma senci- 
11a de calcular las areas de superficies de revolution y los volumenes 
de cuerpos de revolution. En forma inversa, estos teoremas se emplean 
para determinar el centroide de una curva plana cuando el area de la 
superficie generada por la curva es conoeida o para determinar el cen- 
troide de un area plana cuando el volumen del cuerpo generado por 
el area es conoeido (vease el problema resuelto 5.8). 



y 

ij - kx 2 

PROBLEMA RESUELTO 5.4 



Determine por integracion directa la localization del centroide de una en- 


■* a ► 

b juta parabolica. 

1 

X 




SOLUCION 

Determinacion de la constante k. El valor de k se determina susti- 
tuyendo x = a y y = b en la ecuacion dada. Se tiene b — ha 2 ok = b/ a 2 . Por 
tanto, la ecuacion de la curva es 


U = 2 x 

J a 


x = ° u 1/2 

x b 1/2 ^ 


Elemento diferencial vertical. Se selecciona el elemento diferen- 
cial mostrado y se determina el area total de la figura. 


r r f a b . t [ b x 3 la ab 

A = dA = ii dx ~ ~ 2 X dx = TT = 

J J J J () a a 3 3 

u L Jo 

El primer momenta del elemento diferencial con respecto al eje y es x e j dA; 
por tanto, el primer momenta de toda el area con respecto a dicho eje es 


Qy = 


J x e i dA = J xy dx = J| ^2 x 2 j dx 


a 2 4 


Como Q,j = xA, se tiene que 


J x d 


. ab 


a 2 b 


xA j x e / dA x 3 ^ 


a 2 b 

4 


3 

x = t a 


◄ 


De la misma forma, el primer momenta del elemento diferencial con res- 
pecto al eje x es y,,[ dA y el primer momenta de toda el area es 


Qx = j y e idA = j V 2 y dx = j 7T I 


Como Q x = yA, se tiene que 

J/A = J y e i dA 


\ 2 

r 1,2 5 

b x 

dx = 



ab 2 

10 


_ ab ab 2 
l J 3 = xo 


◄ 


Elemento diferencial horizontal. Se pueden obtener los mismos re- 
sultados considerando un elemento horizontal. Los primeros momentos del 
area son 



Para determinar x y y, las expresiones obtenidas se sustituyen nuevamente 
en las ecuaciones que definen el centroide del area. 
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PROBLEMA RESUELTO 5.5 

Determine la ubicacion del centroide del arco mostrado. 


SOLUCION 



Como el arco es simetrico con respecto al eje x, y = 0. Se selecciona un ele- 
mento diferencial, como se muestra en la figura, y se determina la longitud 
del arco por integracion. 

L = f dL = f r d0 = r [ dO = 2 ra 

J J —a J —a 

El primer momenta del arco con respecto al eje y es 

r ra ra 

Q y = \ x dL = I (r cos 6)(r dO) = r 2 cos 0 dO 

J J —a J —a 

= r 2 [sen 6]~ a = 2 r 2 sen a 
Como Q y = xL, se escribe 


x(2 ra) = 2r 2 sen a 


r sena . 
x = < 



PROBLEMA RESUELTO 5.6 

Determine el area de la superficie de revolucion mostrada en la figura, la 
cual se obtiene rotando un cuarto de arco circular con respecto a un eje ver- 
tical. 


SOLUCION 



De acuerdo con el teorema I de Pappus-Guldinus, el area generada es igual 
al producto de la longitud del arco y la distancia recorrida por su centroide. 
Refiriendose a la figura 5.8B, se tiene que 


_ n 2 r / 1 

x = 2 r = 2r 1 

7T \ 77 


A = 2i txL = 2t t 


2 r[ 1 - — 

7 T 


A = 27rr 2 (7r — 1) A 
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PROBLEMA RESUELTO 5.7 

El diametro exterior de una polea es 0.8 m y la seccion transversal de su co- 
rona es como se muestra en la figura. Se sabe que la polea esta hecha de ace- 
ro y que la densidad de dicho material es p = 7.85 X 10 3 kg/m 3 , determine 
la masa y el peso de la corona. 


SOLUCION 


50 mm 


100 mm 


c,- 


60 mm 


30 mm 


II • 


/ 


375 mm 


El volumen de la corona se puede encontrar con el teorema II de Pappus- 
Guldinus, el cual establece que el volumen es igual al producto del area de 
la seccion transversal dada por la distancia recorrida por su centroide en una 
revolution completa. Sin embargo, el volumen se puede determinar mas fa- 
cilmente si se observa que la seccion transversal se puede transformar a par- 
tir del rectangulo I, cuya area es positiva y del rectangulo II, cuya area es ne- 
gativa. 


365 mm 



Area, mm 2 

y, mm 

Distancia viajada 
por C, mm 

Volumen, mm 3 

I 

+5 000 

375 

2tt (375) = 2 356 

(5 000) (2 356) = 11.78 X 10® 

II 

-1 800 

365 

27r (365) = 2 293 

(-1 800)(2 293) = -4.13 X 10 6 





Volumen de la corona = 7.65 X 10 6 


Como 1 mm = 10 3 m, se tiene que 1 nun 3 = (10 3 m) 3 = 10 
obtiene V = 7.65 X 10 6 mm 3 = (7.65 X 10 6 )(10~ B m 3 ) = 7.65 X 10 


y se 


m = pV = (7.85 X 10 3 kg/m 3 ) (7. 65 X 10~ 3 m 3 ) 
W = mg = (60.0 kg)(9.81 m/s 2 ) = 589 kg ■ m/s 2 


rn = 60.0 kg 4 
W = 589 N ◄ 


PROBLEMA RESUELTO 5.8 

Con los teoremas de Pappus-Guldinus, determine: a) el centroide de un area 
semicircular y b) el centroide de un arco semicircular. Se debe recordar que 
el volumen y el area superficial de una esfera son, respectivamente, jirt 3 y 
47rr 2 . 



SOLUCION 

El volumen de una esfera es igual al producto del area de un semitirculo y 
la distancia recorrida por el centroide del semitirculo en una revolution 
alrededor del eje x. 

4 r 


V = 2t tTjA 


= 2771 /( 1 ^) 


De la misma forma, el area superficial de una esfera es igual al producto de 
la longitud del semitirculo generatriz por la distancia recorrida por su cen- 
troide en una revolution. 

A = 27 ti/L 47TJ" 2 = 2mj(TTr) 
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SOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas propuestos correspondientes a esta leccion se usaran las ecuaciones 


xA = J 

^ x dA 

y A = j 

f y dA 

(5.3) 

xL = \ 

f x dL 

y L = J 

f y dL 

(5.4) 


para localizar, respectivamente, los centroides de areas y lineas planas. Ademas, se apli- 
caran los teoremas de Pappus-Guldinus (seccion 5.7) para determinar las areas de su- 
perficie de revolution y los volumenes de cuerpos de revolution. 

1. Determinacion de los centroides de areas y lmeas por integracion directa. 

Cuando se resuelven problemas de este tipo, se debe seguir el metodo de solution mos- 
trado en los problemas resueltos 5.4 y 5.5: calcular A o L, determinar los primeros mo- 
mentos del area o de la linea y resolver las ecuaciones (5.3) o (5.4) para las coordena- 
das del centroide. Ademas, se debe poner atencion especial en los siguientes puntos. 

a) La solution se inicia con la definition o determination cuidadosa de cada ter- 
mino en las integrales de las formulas aplicables. Es bastante recomendable mostrar en 
el esquema del area o de la linea dada la election que se ha hecho para dA o para clL 
y las distancias a su centroide. 

b Como se explico en la seccion 5.6, la x y la y en las ecuaciones anteriores re- 
presentan las coordenadas del centroide de los elementos diferenciales clA y dL. Es im- 
portante reconocer que las coordenadas del centroide de dA no son iguales a las coor- 
denadas de un punto localizado sobre la curva que limita al area en consideration. Se 
debe estudiar con detalle la figura 5.f2 hasta que se comprenda en forma cabal este 
punto que es tan importante. 

c) Para tratar de simplificar o minimizar los calculos, siempre se debe examinar la 
forma del area o de la linea dada antes de defmir el elemento diferencial que se utili- 
zara. Por ejemplo, algunas veces es preferible utilizar elementos rectangulares que sean 
horizontales en lugar de verticales. Por lo general es mejor emplear coordenadas pola- 
res cuando una linea o un area tienen simetrfa circular. 

d) A pesar de que la mayorfa de las integraciones en esta leccion son sencillas, en 
algunas ocasiones es posible que se tengan que utilizar tecnicas mas avanzadas como la 
sustitucion trigonometrica o la integracion por partes. Por supuesto, emplear una tabla 
de integrales es el metodo mas rapido para evaluar integrales dificiles. 

2. Aplicacion de los teoremas de Pappus-Guldinus. Como se mostro en los pro- 
blemas resueltos 5.6 al 5.8, estos teoremas, que son simples pero muy utiles, permiten 
aplicar el conocimiento sobre centroides para el calculo de areas y volumenes. A pesar 
de que los teoremas hacen referenda a la distancia recorrida por el centroide y a la 
longitud de la curva generatriz o del area generatriz, las ecuaciones resultantes [ecua- 
ciones (5.10) y (5.11)] contienen los productos de estas cantidades, los cuales son sim- 
plemente los primeros momentos de una linea (yL) y de un area (yA), respectivamen- 
te. Por tanto, para aquellos problemas en los cuales la linea o el area generatriz consista 
de mas de una forma comun, solo se necesita detenninar ijL o yA; de esta manera, no 
se tiene que calcular la longitud de la curva generatriz o el area generatriz. 
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Problemas 


5.34 a 5.36 Determine por integration directa el centroide del area 
mostrada en las figuras. Exprese la respuesta en terminos de a y h. 





Figura P5.36 


5.37 a 5.39 Determine por integration directa el centroide del area 
mostrada en cada figura. 





Figura P5.37 


Figura P5.38 


Figura P5.39 


5.40 y 5.41 Determine por integration directa el centroide del area 
mostrada en las figuras. Exprese la respuesta en terminos de a y b. 
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Figura P5.40 


Figura P5.41 




5.42 Determine por integration directa el centroide del area mostrada Problemas 245 

en la figura. 

5.43 y 5.4 ! Determine por integracion directa el centroide del area 
mostrada en las figuras. Exprese la respuesta en terminos de a y b. 


a 


Figura P5.42 

b 


b 

i 


Figura P5.43 Figura P5.44 





5.45 y 5.46 Un alambre homogeneo se dobla en la forma mostrada. 
Determine por integracion directa la coordenada x de su centroide. 




*5.47 Un alambre homogeneo se dobla en la forma mostrada. Deter- 
mine por integracion directa la coordenada x de su centroide. Exprese la res- 
puesta en terminos de a. 

*5.48 y *5 Determine por integracion directa el centroide del area 
mostrada en las figuras. 




Figura P5.48 


Figura P5.49 
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5 Determine el centroide del area mostrada en la figura cuando 
a = 2 in. 


y = ( i-|) 

\ 

— 

/ 


X 

tin. 





Figura P5.50 y P5.51 


5 !1 Determine el valor de a para el que la relation x/ ij es igual a 9. 

5 2 Determine el volumen y el area de la superficie del solido que 
se obtiene al rotar el area del problema 5.1 alrededor de a) la linea x = 240 
mm y b) el eje y. 

Determine el volumen y el area de la superficie del solido que 
se obtiene al rotar el area del problema 5.2 alrededor de a) la linea y = 60 
mm y b) el eje y. 

5 >4 Determine el volumen y el area de la superficie del solido que 
se obtiene al rotar el area del problema 5.8 alrededor de a) el eje x y b) el 
e J e V- 



Figura P5.55 


Determine el volumen del solido que se genera al rotar el area 
parabolica mostrada en la figura alrededor de a) el eje x, b) el eje AA' . 

5.56 Si R = 10 mm y L = 30 mm, determine el volumen y el area de 
la superficie del eslabon de cadena que se muestra en la figura, el cual esta 
hecho de una barra de 6 mm de diametro. 



Figura P5.56 



Figura P5.58 


Verifique que las expresiones para los volumenes de los prime- 
ros cuatro perfiles en la figura 5.21 son correctas. 

3 

5 Un agujero de -j- in. de diametro se taladra en una pieza de acero 
de 1 in. de espesor, y despues se avellana como se muestra en la figura. De- 
termine el volumen de acero removido durante el proceso de avellanado. 

5.59 Determine la capacidad en litros de la ponchera que se muestra 
en la figura si R — 250 mm. 



Figura P5.59 


5,60 Tres perfiles diferentes de bandas motrices se someten a un es- Problemas 247 

tudio. Si en cualquier momenta cada una de las bandas hace contacto con la 
mitad de la circunferencia de su polea, determine el area de contacto entre 
la banda y la polea para cada diseno. 




a) 


b ) 


c) 


Figura P5.60 


5.61 El reflector de aluminio de una pequena lampara de alta inten- 
sidad tiene un espesor uniforme de 1 mm. Si se sabe que la densidad del 
aluminio es de 2 800 kg/m 3 , determine la masa del reflector. 



Figura P5.61 


5 62 El escudete (que es una placa decorativa colocada sobre la parte 
de la tuberfa que sale de una pared) esta moldeado en laton corno se rnues- 
tra en la figura. Si se sabe que la densidad del laton es de 8 470 kg/m 3 , de- 
termine el peso del escudete. 



Figura P5.62 


r = 0.1875 in. 



Figura P5.63 y P5.64 


5.63 Un fabricante planea producir 20 000 clavijas de madera que tie- 
nen la forma mostrada en la figura. Determine cuantos galones de pintura 
debe comprar, si se sabe que cada clavija recibira dos manos de pintura y 
que un galon de pintura cubre 100 ft 2 . 

5.64 La clavija de madera que se muestra en la figura se tornea a par- 
tir de una pieza con 1 in. de diametro y 4 in. de longitud. Determine el por- 
centaje del volumen de la pieza inicial que se convierte en desperdicio. 

* El reflector de una luz montada en la pared se forma a partir 

de una hoja delgada de plastico traslucido. Determine el area de la superfi- 
cie exterior del reflector, si se sabe que tiene la seccion transversal parabo- 
lica que se muestra en la figura. 



W' 


Figura P5.65 


y 


100 mm 


250 mm 



248 Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 



a) 


*5.8. CARGAS DISTRIBUIDAS EN VIGAS 

El concepto del centroide de un area puede utilizarse para resolver 
otros problemas distintos a los relacionados con los pesos de placas pla- 
nas. Por ejemplo, considerese una viga que soporta una cargo distri- 
buida ; esta carga puede estar constituida por el peso de los materiales 
soportados directa o indirectamente por la viga o puede ser ocasiona- 
da por el viento o por una presion hidrostatica. La carga distribuida 
puede representarse al graficar la carga w soportada por unidad de lon- 
gitud (figura 5.17); esta carga esta expresada en N/m o en lb/ft. La mag- 
nitud de la fuerza ejercida sobre un elemento de viga de longitud dx 
es dW = w dx, y la carga total soportada por la viga es 



Se observa que el producto w dx es igual en magnitud al elemento de 
area clA mostrado en la figura 5.17a. Por tanto, la carga W es igual en 
magnitud al area total A bajo la curva de carga: 



L 


Figura 5.17 


b) 


W = fdA = A 

Ahora se precede a determinar donde debe aplicarse, sobre la vi- 
ga, una sola carga concentrada W, de la misma magnitud W que la car- 
ga distribuida total, si se deben producir las mismas reacciones en los 
apoyos (figura 5.17b). Sin embargo, debe aclararse que esta carga con- 
centrada W, la cual representa la resultante de la carga distribuida da- 
da, es equivalente a esta ultima solo cuando se considera el diagrama 
de cuerpo lib re de toda la viga. El punto de aplicacion P de la carga 
concentrada equivalente W se obtiene expresando que el momenta de 
W con respecto a un punto O es igual a la suma de los momentos de 
las cargas elementales dW con respecto a O: 


(i OP)W = f x dW 



Fotografi'a 5.3 Los techos de las construcciones 
que se muestran en la fotografi'a pueden ser 
capaces de soportar no solo el peso de la nieve, 
sino tambien las cargas distribuidas no simetricas 
causadas por el amontonamiento de la nieve. 


o, como dW = w dx = dAyW = A, 



(5.12) 


Puesto que la integral representa el primer momenta con respecto al 
eje w del area bajo la curva de carga, esta puede ser reemplazada por 
el producto xA. Por tanto, se tiene que OP = x, donde x es la distan- 
cia desde el eje w hasta el centroide C del area A (notese que dicho 
centroide no es el centroide de la viga). 

En este sentido, una carga distribuida que actiia sobre una viga 
puede reemplazarse por una cargo concentrada, la magnitud de dicha 
carga es igual al area bajo la curva de carga y su linea de accion pasa 
a traces del centroide de dicha area. Sin embargo, se debe senalar que 
la carga concentrada es equivalente a la carga distribuida dada solo en 
lo que respecta a las fuerzas externas. Esta carga concentrada puede 
utilizarse para determinar reacciones pero no debe ser empleada para 
calcular fuerzas internas y deflexiones. 


5.9. FUERZAS SOBRE SUPERFICIES SUMERGIDAS 


5.9. Fuerzas sobre superficies sumergidas 


El procedimiento usado en la section anterior puede emplearse para 
determinar la resultante de las fuerzas de presion hidrostatica ejerci- 
das sobre una superficie rectangular sumergida en un liquido. Consi- 
derese la placa rectangular mostrada en la figura 5.18, la cual tiene una 
longitud L y un ancho I), donde b se mide perpendicular al piano de 
la figura. Como se senalo en la section 5.8, la carga ejercida sobre un 
elemento de la placa de longitud dx es w dx, donde w es la carga por 
unidad de longitud. Sin embargo, esta carga tambien puede expresar- 
se como p dA = pb dx, donde p es la presion manometrica en el liqui- 
do f y b es el ancho de la placa; por tanto, w = bp. Como la presion 
manometrica en un liquido es p = yh, donde y es el peso especifico 
del liquido y h es la distancia vertical a partir de la superficie libre, se 
concluye que 

w = bp = byh (5.13) 

lo cual demuestra que la carga por unidad de longitud w es propor- 
tional a h y, por tanto, varfa linealmente con x. 

De acuerdo con los resultados de la section 5.8, se observa que la 
resultante R de las fuerzas hidrostaticas ejercidas sobre un lado de 
la placa es igual en magnitud al area trapezoidal bajo la curva de carga y 
su linea de action pasa a traves del centroide C de dieha area. El punto 
P de la placa donde se aplica R se conoce como el centro de presion , + 

A continuation se consideran las fuerzas ejercidas por un liquido 
sobre una superficie curva de ancho constante (figura 5.19a). Como la 
determination por integration directa de la resultante R de dichas fuer- 
zas podria no ser facil, se eonsidera el cuerpo libre obtenido por la se- 
paration del volumen de liquido ABD el cual esta limitado por la su- 
perficie curva AB y por las dos superficies planas AD y DB como se 
muestra en la figura 5.19b. Las fuerzas que actuan sobre el cuerpo li- 
bre ABD son el peso W del volumen de liquido separado, la resultan- 
te R | de las fuerzas ejercidas sobre AD, la resultante R 2 de las fuerzas 
ejercidas sobre BD y la resultante — R de las fuerzas ejercidas por la 
superficie curva sobre el liquido. La resultante — R es igual y opuesta 
y tiene la misma linea de action que la resultante R de las fuerzas ejer- 
cidas por el liquido sobre la superficie curva. Las fuerzas W, Ri y R 2 
se pueden determinar mediante los metodos convencionales; una vez 
que se han eneontrado estos valores, la fuerza — R se obtiene al resol- 
ver las ecuaciones de equilibrio para el cuerpo libre de la figura 5.19b. 
Entonces la resultante R de las fuerzas hidrostaticas ejercidas sobre la 
superficie curva se obtienen invirtiendo el sentido de — R. 

Los metodos presentados en esta section pueden emplearse para 
determinar la resultante de las fuerzas hidrostaticas ejercidas sobre las 
superficies de presas y de compuertas rectangulares y alabes. Las re- 
sultantes de las fuerzas que actuan sobre superficies sumergidas de an- 
cho variable se determinaran en el capitulo 9. 



Figura 5.18 




Figura 5.19 


f La presion p, la cual representa una carga por unidad de area, se expresa en N/m 2 o 
en lb/ft 2 . La unidad derivada del SI N/m 2 recibe el nombre de pascal (Pa). 

’Observe que el area bajo la curva de carga es igual a WeL, donde We es la carga por unidad 
de longitud en el centro E de la placa y de acuerdo con la ecuacion (5.13), se puede escribir 

R = w e L = (bp E )L = p E (bL) = p E A 

donde A representa el area de la placa. Por tanto, se puede obtener la magnitud de R si 
se multiplica el area de la placa por la presion en su centro E. Sin embargo, la resultante 
R debe ser aplicacla en P, no en E. 




w B = 4 500 N/m 



PROBLEMA RESUELTO 5.9 

Una viga soporta una carga distribuida como lo muestra la figura; a) deter- 
mine la carga concentrada equivalente y b) determine las reacciones en los 
apoyos. 


SOLUCION 



x = 2 m 


6 m 


a) Carga concentrada equivalente. La magnitud de la resultante de 
la carga es igual al area bajo la curva de carga y la linea de accion de la re- 
sultante pasa a traves del centroide de dicha area. Se divide el area bajo la 
curva de carga en dos triangulos y se construye la tabla que se presenta a 
continuation. Para simplificar los caleulos y la tabulation, las cargas por 
unidad de longitud dadas se han convertido a kN/m. 


Componente 

A, kN 

x, m 

xA, kN • m 

Triangulo I 

4.5 

2 

9 

Triangulo II 

13.5 

4 

54 


2A = 18.0 


XxA = 63 


18 kN 


X = 3.5 m 

- 


! 


A ~ 7 \ B 


Por tanto, X2A = 2xA: X(18 kN) = 63 kN • m X = 3.5 m 
La carga concentrada equivalente es 

W = 18 kN 4 ◄ 

y su linea de accion esta localizada a una distancia 

X = 3.5 m a la derecha de A M 



b ) Reacciones. La reaction en A es vertical y se representa con A; la 
reaction en B esta representada por sus componentes B v y B, r Como se 
muestra en la figura, la carga dada se puede considerar como la suma de dos 
cargas triangulares. La resultante de cada carga triangular es igual al area del 
triangulo y actua en su centroide. Se escriben las siguientes ecuaciones de 
equilibrio para el cuerpo lib re mostrado: 

■±>2F X = 0: B =0 ◄ 

A’) SM a = 0: -(4.5 kN)(2 m) - (13.5 kN)(4 m) + B y ( 6 m) = 0 

B v = 10.5 kN t ◄ 

+^M b = 0: +(4.5 kN)(4 m) + (13.5 kN)(2 m) - A(6 m) = 0 


A = 7.5 kN t ◄ 


Solution altemativa. La carga distribuida dada se puede reemplazar 
por su resultante, la cual se determino en la parte a. Las reacciones pueden 
determinarse con las ecuaciones de equilibrio 2F X = 0, 2M A = 0 y 2M B = 0. 
De nuevo se obtiene 


B x = 0 Bj, = 10.5 kN t A = 7.5 kN t ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 5.10 



La seccion transversal de una presa de concreto es como se muestra en la 
figura. Considere una seccion de la presa de 1 ft de espesor y determine: 
a) la resultante de las fuerzas de reaction ejercidas por el suelo sobre la base 
AB de la presa y b) la resultante de las fuerzas de presion ejercidas por 
el agua sobre la cara BC de la presa. Los pesos espedficos del concreto y del 
agua son, respectivamente, 150 lb/ft 3 y 62.4 lb/ft 3 . 


SOLUCION 



= (1 ft)(18 ft)(62.4 lb/ft 3 ) 


a) Reaction del suelo. Se selecciona como cuerpo libre la seccion 
de 1 ft de espesor AEFCDB de la presa y el agua. Las fuerzas de reaction 
ejercidas por el suelo sobre la base AB estan representadas por un sistema 
equivalente fuerza-par en A. Otras fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre 
son el peso de la presa, representado con los pesos de sus componentes 
W 2 y W 3 ; el peso del agua W 4 y la resultante P de las fuerzas de presion 
ejercidas sobre la seccion BD por el agua que se encuentra a la derecha de 
dicha seccion. Asi se tiene 

Wi = -(9 ft)(22 ft)(l ft) (150 lb/ft 3 ) = 14 850 lb 
W 2 = (5 ft) (22 ft)(l ft) (150 lb/ft 3 ) = 16 500 lb 
W 3 = |(10 ft)( 18 ft)(l ft) (150 lb/ft 3 ) = 9 000 lb 
W 4 = f(10 ft)( 18 ft)(l ft)(62.4 lb/ft 3 ) = 7 488 lb 
P = {(18 ft)(l ft)(18 ft)(62.4 lb/ft 3 ) = 10 109 lb 


Ecuaciones de equilibria 
= 0: H — 10 109 lb = 0 

+ 1 ZFy = 0: V - 14 850 lb - 16 500 lb - 9 000 lb - 7 488 lb = 0 

V = 47 840 lb t ◄ 

= 0: -(14 850 lb)(6 ft) - (16 500 lb)(11.5 ft) - (9 000 lb)(17 ft) 

- (7 488 lb)(20 ft) + (10 109 lb)(6 ft) + M = 0 

M = 520 960 lb • ft ^ ◄ 

Se puede reemplazar el sistema fuerza-par obtenido por una fuerza que ac- 
tua a una distancia d a la derecha de A, donde 



520 960 lb • ft 
47 840 lb 


10.89 ft 


b ) Resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua. Se elige 
como cuerpo libre la seccion parabolica de agua BCD. Las fuerzas involu- 
cradas son la resultante — R de las fuerzas ejercidas por la presa sobre el 
agua, el peso W 4 y la fuerza P. Como estas fuerzas deben ser concurrentes, 
— R pasa a traves del punto de intersection G de W 4 y P. Se dibuja un trian- 
gulo de fuerzas a partir del cual se determinan la magnitud y la direction de 
— R. La resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la cara BC es 
igual y opuesta: 


R = 12 580 lb 2^36.5° ◄ 
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R E S O L UCION DE PROB L E M A S 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Los problemas en esta lection involucran dos tipos de cargas comunes muy impor- 
tantes: cargas distribuidas sobre vigas y fuerzas sobre superficies sumergidas de an- 
cho constante. Como se estudio en las secciones 5.8 y 5.9 y se ilustro en los pro- 
blemas resueltos 5.9 y 5.10, la determination de la fuerza equivalente unica para 
cada una de estas cargas requiere conocimiento sobre centroides. 

1. Andlisis de vigas sujetas a cargas distribuidas. En la section 5.8 se de- 

mostro que una carga distribuida que actua sobre una viga puede reemplazarse por 
una fuerza equivalente. La magnitud de dicha fuerza es igual al area bajo la curva 
de la carga distribuida y su linea de action pasa a traves del centroide de dicha area. 
Por tanto, la solution debe comenzar reemplazando las diversas cargas distribuidas 
que actuan sobre una viga dada, por sus respectivas fuerzas equivalentes. Enton- 
ces, las reacciones en los apoyos de la viga pueden determinarse empleando los me- 
todos del capitulo 4. 

Cuando sea posible, las cargas distribuidas complejas deben dividirse en areas que 
correspondan a las formas comunes mostradas en la figura 5.8A [problema resuel- 
to 5.9], Entonces, cada una de estas areas se puede reemplazar por una sola fuer- 
za equivalente. Si asi se requiere, el sistema de fuerzas equivalentes puede redu- 
cirse aun mas a una sola fuerza equivalente. A medida que se estudie el problema 
resuelto 5.9, observe como se ha utilizado la analogia entre fuerza y area y las tec- 
nicas para localizar el centroide de areas compuestas para analizar una viga sujeta 
a una carga distribuida. 

2. Resolucion de problemas que involucran fuerzas que actuan sobre cuer- 
pos sumergulos. Se deben recordar los siguientes puntos y las siguientes tecni- 
cas al momento de resolver problemas de este tipo. 

a) La presion p a una profundidad h por debajo de la superficie libre de un li- 
quido es igual a ylt o pgh, donde y y p son, respectivamente, el peso espetifico y 
la densidad del liquido. Por tanto, la carga por unidad de longitud w que actua so- 
bre una superficie sumergida de anclio constante b esta dada por 

iv = bp = byh = bpgh 

La linea de action de la fuerza resultante R que actua sobre una superficie 
plana sumergida es perpendicular a dicha superficie. 

c) Para una superficie rectangular plana vertical o inclinada de ancho b, la carga 
que actua sobre la superficie puede representarse por medio de una carga lineal- 
mente distribuida que tiene forma trapezoidal (figura 5.18). Ademas, la magnitud 
de R esta dada por 

R = yliEA 

donde h E es la distancia vertical al centra de la superficie y A es el area de la su- 
perficie. 
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d) En virtud de que la presion del liquido en la superficie libre del mismo es 
igual a cero, la curva de carga sera triangular (en lugar de trapezoidal) cuando el 
borde superior de una superficie rectangular plana coincida con la superficie libre 
del liquido. Para este caso, la linea de accion de R puede determinarse facilmente 
debido a que pasa a traves del centroide de una carga distribuida triangular. 

e) Para el caso general, en lugar de analizar un trapezoide, se sugiere que se 
use el metodo senalado en la parte h del problema resuelto 5.9. Primero se divide 
a la carga distribuida trapezoidal en dos triangulos y, entonces, se calcula la magni- 
tud de la resultante de cada carga triangular. (La magnitud es igual al producto del 
area del triangulo por el ancho de la placa.) Observe que la linea de accion de ca- 
da fuerza resultante pasa a traves del centroide del triangulo correspondiente y que 
la suma de dichas fuerzas es equivalente a R. Por tanto, en lugar de utilizar R, se 
pueden usar las dos fuerzas resultantes equivalentes cuyos puntos de aplicacion pue- 
den determinarse facilmente. Por supuesto, la ecuacion dada para R en el parrafo 
c se debe utilizar cuando solo se necesite conocer la magnitud de R. 

/) Cuando la superficie sumergida de ancho constante es curva, la fuerza re- 
sultante que actua sobre la superficie se obtiene al considerar el equilibrio del vo- 
lumen del liquido, limitado por la superficie curva y por pianos liorizontales y ver- 
ticals (figura 5.19). Observese que la fuerza Ri de la figura 5.19 es igual al peso 
del liquido que se encuentra por encima del piano AD. El metodo de solution pa- 
ra problemas que involucran superficies curvas se muestra en la parte b del pro- 
blema resuelto 5.10. 

En los cursos subsecuentes de mecanica (en particular el curso de mecanica de ma- 
teriales y el curso de mecanica de fluidos) se tendra una oportunidad amplia de uti- 
lizar las ideas presentadas en esta lection. 


Problemas 


5.66 y 5.67 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, determine 
a) la magnitud y la localization de la resultante de la carga distribuida y b) 
las reacciones en los apoyos de la viga. 


Vertice 


150 lb/ft 


A 

At 


Figura P5.66 


-9ft- 


120 Ib/ft 


fen 



Figura P5.67 


5.68 a 5.73 Para las cargas dadas, determine las reacciones en los apo- 
yos de la viga. 




600 lb/ft 
D 


200 lb/ft 




1 000 N/m 




Figura P5.72 
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Figura P5.73 
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Determine a) la distancia a tal que las reacciones verticales en 
los apoyos Ay B sean iguales, b) las reacciones correspondientes en los apo- 
yos. 



Determine a) la distancia a tal que la reaction en el apoyo B sea 
minima, b ) las reacciones correspondientes en los apoyos. 

5.76 Para la carga que se muestra en la figura, determine las reaccio- 
nes en los apoyos de la viga cuando w Q = 150 lb/ft. 



Figura P5.76 y P5.77 


Determine a) la carga distribuida w 0 en el extremo D de la viga 
ABCD para la cual la reaction en B es cero y b) la reaction correspondiente 
en C. 

5.78 La viga AB soporta dos cargas concentradas y descansa sobre el 
suelo, el cual ejerce una carga ascendente linealmente distribuida como se 
muestra en la figura. Determine los valores de w A y w B que corresponden a 
la position de equilibrio. 


24 kN 30 kN 


a = 0.6 m 


^0.3 m 

unmn 

-* 1.8 m 

UJ 


Figura P5.78 


5.79 Para la viga y las cargas del problema 5.78, determine a) la dis- 
tancia a para la cual w A = 20 kN/m, b) el valor correspondiente de w B . 

En los problemas siguientes debe usarse y = 62.4 lb/ft 3 para el peso espeti- 
fico del agua dulce y y c = 150 lb/ft 3 para el peso especifico del concreto 
cuando se utilicen las unidades de uso comun en Estados Unidos. Cuando 
se usen las unidades del SI, se debe utilizar p = 10 3 kg/m 3 para la densidad 
del agua dulce y p c = 2.40 X 10 3 kg/m 3 para la densidad del concreto. (Vea 
la nota a pie de la pagina 222 para saber como se determina el peso especi- 
fico de un material a partir de su densidad.) 



5.80 La section transversal de un dique de concreto tiene la forma 
que se muestra en la figura. Para una section del dique de 1 m de ancho, 
determine a) la resultante de las fuerzas de reaction ejercidas por el suelo 
sobre la base AB del dique, b ) el punto de aplicacion de la resultante de las 
fuerzas de reaction encontradas en el inciso a) y c) la resultante de las fuer- 
zas de presion ejercidas por el agua sobre la cara BC del dique. 
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que se muestra en la figura. Para una seccion del dique de 1 ft de ancho, de- 
termine a) la resultante de las fuerzas de reaction ejercidas por el suelo so- 
bre la base AB del dique, b) el punto de aplicacion de la resultante de las 
fuerzas de reaction encontradas en el inciso a ) y c) la resultante de las fuer- 
zas de presion ejercidas por el agua sobre la cara BC del dique. 



Figura P5.81 


5 52 El lado AB de un tanque de 3 X 4 m se sostiene mediante bisa- 
gras en el fondo A y se mantiene en su lugar por medio de una barra del- 
gada BC. La fuerza maxima de tension que la barra puede soportar sin frac- 
turarse es de 200 kN, y las especificaciones de diseno requieren que la fuerza 
en la barra no exceda 20 por ciento de dicho valor. Si el tanque se llena de 
agua lentamente, determine la profundidad maxima permisible d que puede 
tener el agua en el tanque. 

5.83 Un tanque abierto de 3 X 4 m de lado se sostiene mediante bi- 
sagras en el fondo A y se mantiene en su lugar por medio de una barra del- 
gada BC. El tanque debe llenarse con glicerina, la cual tiene una densidad 
de 1 263 kg/m 3 . Determine la fuerza T en la barra y las reacciones en las bi- 
sagras una vez que el tanque se llena a una profundidad de 2.9 m. 

La fuerza de friction entre la compuerta cuadrada AB de 6 X 6 
ft y sus guias es igual a 10 por ciento de la resultante de las fuerzas de pre- 
sion ejercidas por el agua sobre la cara de la compuerta. Determine la fuerza 
initial requerida para levantar la compuerta si esta pesa 1 000 lb. 

5.85 Una marisma de agua dulce drena hacia el oceano a traves de 
una compuerta de marea automatica que tiene 4 ft de ancho y 3 ft de alto. 
La compuerta se sostiene mediante bisagras ubicadas a lo largo de su borde 
superior en A y se apoya sobre un tope en B. Si el nivel de agua en la ma- 
risma es h = 6 ft, determine el nivel d del oceano para el cual la compuerta 
se abrira. (El peso especifico del agua salada es de 64 lb/ft 3 .) 


T C B 


3 m 


Figura P5.82 y P5.83 



Figura P5.84 




Oceano 

Marisma 




h = 

6 ft 

B 

n 


A 



\ 

3 ft 
! 




Figura P5.85 
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5.86 El dique en un lago se disena para soportar la fuerza adicional 
producida por el sedimento que se encuentra en el fondo del lago. Si se su- 
pone que la densidad del sedimento es equivalente a la de un llquido con 
densidad p. v = 1.76 X 10 3 kg/m 3 y se considera que el ancho del dique es de 
1 m, determine el porcentaje de incremento en la fuerza que actua sobre la 
cara del dique cuando se tiene una acumulacion de sedimento de 2 m de 
profundidad. 


/ 

Agua 

6.e 

m 

Sedimento 




Figura P5.86 y P5.87 


5 87 La base del dique para un lago se disena para soportar hasta el 
120 por ciento de la fuerza horizontal ejercida por el agua. Despues de su 
construction, se descubrio que se esta acumulando sedimento (equivalente 
a un liquido de densidad p s = 1.76 X 10 3 kg/m 3 ) en el fondo del lago a ra- 
zon de 12 mm/ano. Puesto que el ancho del dique es de 1 m, determine el 
numero de anos que deben transcurrir para que el dique se vuelva inseguro. 

Una compuerta AB de 0.5 X 0.8 m se localiza en la parte infe- 
rior de un tanque lleno de agua. La compuerta tiene bisagras a lo largo de 
su borde superior A y descansa sobre un tope sin friction en B. Determine 
las reacciones en Ay B cuando el cable BCD se encuentra flojo. 

Una compuerta AB de 0.5 X 0.8 m se localiza en la parte infe- 
rior de un tanque lleno de agua. La compuerta tiene bisagras a lo largo de 
su borde superior A y descansa sobre un tope sin friction en B. Determine 
la tension minima requerida en el cable BCD para que la compuerta se abra. 

5.90 Un canal largo se sostiene mediante una bisagra continua en todo 
su borde inferior y por medio de una serie de cables horizontales unidos 
a su borde superior. Determine la tension, en cada uno de los cables, en el 
momenta que el canal esta completamente lleno de agua. 



0.64 m— | 

Figura P5.88 y P5.89 



r = 24 


Figura P5.90 
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 


5.91 Una compuerta de 4 X 2 ft esta articulada en A y se sostiene en 
la position mostrada mediante la barra CD. El extremo D de la barra se apoya 
sobre un resorte cuya constante es de 828 lb/ft. El resorte esta sin deformar 
cuando la compuerta se encuentra en la position vertical. Si se supone que 
la fuerza ejercida sobre la compuerta por la barra CD siempre es horizontal, 
determine la profundidad minima d del agua para la cual el fondo B de la 
compuerta se movera hacia el extremo de la parte cilindrica del piso. 



Retome el problema 5.91, y ahora la compuerta pesa 1 000 lb. 

5.93 A1 final de un canal de agua dulce se encuentra una compuerta 
en forma de prisma, la cual se sujeta por medio de un pasador y una men- 
sula en A, y descansa sobre un soporte sin friction en B. El pasador se loca- 
liza a una distancia igual h = 0.10 m por debajo del centra de gravedad C 
de la compuerta. Determine la profundidad de agua d para la que se abrira 
la compuerta. 



5.94 Al final de un canal de agua dulce se encuentra una compuerta 
en forma de prisma, la cual se sujeta por medio de un pasador y una men- 
sula en A, y descansa sobre un soporte sin friction en B. Determine la dis- 
tancia h si la compuerta debe abrirse cuando d = 0.75 m. 

Un tonel de 55 galones y 23 pulgadas de diametro se coloca so- 
bre su costado para actuar como dique en un canal de agua dulce de 30 in. 
de ancho. Si se sabe que el tonel se ancla a los lados del canal, determine la 
resultante de las fuerzas de presion que actuan sobre el tonel. 



Figura P5.95 


VOLUMENES 


5.1 0. Centro de gravedad de un cuerpo 
tridimensional. Centroide de un volumen 
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5.10. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO 
TRIDIMENSIONAL. CENTROIDE DE UN VOLUMEN 

El centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional se obtiene divi- 
diendo el cuerpo en pequenos elementos y expresando que el peso W 
del cuerpo actuando en G es equivalente al sistema de fuerzas dis- 
tribuidas AW que representan a los pesos de los elementos pequenos. 
Al seleccionar al eje y vertical con un sentido positivo hacia arriba 
(figura 5.20) y representar con r al vector de position de G, se escribe 






Fotografi'a 5.4 Cuando el Boeing 747 fue 
modificado para transportar un transbordador 
espacial, fue necesario determinar el centro de 
gravedad de cada nave para predecir las 
caracteristicas del vuelo. 


Figura 5.20 


que W es igual a la suma de los pesos elementales AW y que su mo- 
mento con respecto a O es igual a la suma de los momentos con res- 
pecto a O de los pesos elementales. 

XF: -Wj = X(-AWj) 

XM 0 : r X (-Wj) = X[r X (-AWj)] 

Se reescribe la ultima ecuacion de la siguiente forma 

rW X (-j) = (Xr AW) X (-j) 

se observa que el peso W del cuerpo es equivalente al sistema de pe- 
sos elementales AW si se cumplen las siguientes condiciones: 

W = X AW rW = Xr AW 

Si se incrementa el numero de elementos y al mismo tiempo se dis- 
minuye el tamano de cada uno de ellos, se obtiene en el limite 

W = j dW rW = frdW (5.16) 

Se observa que las relaciones obtenidas son independientes de la orien- 
tation del cuerpo. Por ejemplo, si el cuerpo y los ejes coordenados fue- 
ran rotados de manera que el eje z apuntara hacia arriba, el vector uni- 
tario — j seria reemplazado por — k en las ecuaciones (5.14) y (5.15), 
pero las relaciones (5.16) permanecerfan intactas. Descomponiendo los 
vectores ryren sus componentes reetangulares, se observa que la se- 
gunda de las relaciones (5.16) es equivalente a las tres ecuaciones es- 
calares que se presentan a continuation 


xW = J 

f X dW TjW = J 

\ ydW zW = J 

f zdW 


(5.14) 

(5.15) 


(5.17) 
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 


Si el cuerpo esta hecho de un material homogeneo de peso espe- 
cifico y, la magnitud dW del peso de un elemento infinitesimal se pue- 
de expresar en terminos del volumen dV de dicho elemento y la mag- 
nitud W del peso total puede expresarse en terminos del volumen total 
V. Asi, se escribe 


dW = ydV W = yV 

Sustituyendo a dW y a W en la segunda de las relaciones (5.16), se es- 
cribe 


¥V = f r dV (5.18) 

o, en forma escalar, 


x V = J 

\ xdV yV — J 

f y dV zV = J 

f zdV 


El punto cuyas coordenadas son x, y yz tambien se conoce como el 
centroide C del volumen V del cuerpo. Si el cuerpo no es homogeneo, 
las ecuaciones (5.19) no pueden utilizarse para determinar el centra de 
gravedad del mismo; sin embargo, las ecuaciones (5.19) aun definen al 
centroide de su volumen. 

La integral / x dV se conoce como el primer momento del volu- 
men con respecto al piano yz. De manera analoga, las integrates f y dV 
y f z dV definen, respectivamente, los primeros momentos del volu- 
men con respecto al piano zx y al piano xy. A partir de las ecuaciones 
(5.19) se observa que si el centroide de un volumen esta localizado en 
un piano eoordenado, el primer momento del volumen con respecto a 
dicho piano es igual a cero. 

Se dice que un volumen es simetrico con respecto a un piano da- 
do si para cada punto P del volumen existe un punto P' del mismo vo- 
lumen tal que la linea PP' es perpendicular al piano dado y esta divi- 
dida en dos partes por dicho piano. Bajo estas circunstancias, se dice 
que el piano en cuestion es un piano de simetria para el volumen da- 
do. Cuando un volumen V posee un piano de simetria, el primer mo- 
mento de V con respecto a ese piano es igual a cero y el centroide del 
volumen esta localizado en el piano de simetria. Cuando un volumen 
posee dos pianos de simetria, el centroide del volumen esta localizado 
en la linea de intersection de los dos pianos. Finalmente, cuando un 
volumen tiene tres ejes de simetria que se intersecan en un punto bien 
definido (esto es, que no se intersecan a lo largo de una linea comun), 
el punto de intersection de los tres pianos coincide con el centroide 
del volumen. Esta propiedad permite determinar la ubicacion de los 
centroides de esferas, elipsoides, cubos y paralelepipedos rectangula- 
res, entre otros. 

Los centroides de volumenes que no son simetricos o de volume- 
nes que tienen solo uno o dos pianos de simetria deben determinarse 
mediante integration (section 5.12). Los centroides de varios volume- 
nes comunes se muestran en la figura 5.21. Se debe observar que, en 
general, el centroide de un volumen de revolution no coincide con el 
centroide de su section transversal. Por tanto, el centroide de un he- 
misferio es diferente al de un area semicircular y el centroide de un 
cono es diferente al de un triangulo. 





Piramide 



Figura 5.21 Centroides de formas y volumenes comunes. 
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*el Vel y ' ~ el 2 

(IV = Z dx dlj 

Figura 5.22 Determination del centroide 
de un volumen por integration doble. 



Figura 5.23 Determinacion del centroide 
de un cuerpo de revolucion. 


5.11. CUERPOS COMPUESTOS 

Si un cuerpo puede dividirse en varias de las formas comunes mostradas 
en la figura 5.21, su centro de gravedad G puede determinarse al ex- 
presar que el momenta con respecto a O de su peso total es igual a la 
suma de los momentos con respecto a O de los pesos de las diferentes 
partes que lo componen. Si se precede de la misma forma que en la 
section 5.10,_se_obtienen las siguientes ecuaciones que definen las 
coordenadas X,YyZ del centro de gravedad G de un cuerpo. 

X2W = 2xW Y2W = ITjW Z2W = 2zW (5.20) 

Si el cuerpo esta hecho de un material homogeneo, su centro de 
gravedad coincide con el centroide de su volumen y se obtiene: 

X2V = 2xV Y2V = 2yV Z2V = 2~V (5.21) 


5.12. DETERMINACION DE CENTROIDES 
DE VOLUMENES POR INTEGRACION 

El centroide de un volumen limitado por superficies analiticas se puede 
determinar al evaluar las integrales dadas en la section 5.10: 

xV = f xdV tjV = j ydV zV = f z dV (5.22) 

Si el elemento de volumen dV se selecciona de manera que sea igual 
a un pequeno cubo de lados dx, dy y dz, la evaluation de cada una de 
estas integrales requiere una integration triple. Sin embargo, es posi- 
ble determinar las coordenadas del centroide de la mayorfa de los 
volumenes utilizando integration doble si dV se selecciona de tal forma 
que sea igual al volumen de un filamento delgado (figura 5.22). En- 
tonces, las coordenadas del centroide del volumen se obtienen rees- 
cribiendo las ecuaciones (5.22), 


xV = J 

f x el dV yV= J 

f ya dV zV = \ 

> 

"a 

■ ^ 


y sustituyendo despues las expresiones dadas en la figura 5.22 para el 
volumen dV y para las coordenadas x e i, y d y z d . Si se utiliza la ecuacion 
de la superficie para expresar a z en terminos de x y y, la integration 
se reduce a una integration doble en x y y. 

Si el volumen en consideration posee dos pianos de simetria, su 
centroide debe estar localizado sobre la linea de intersection de los dos 
pianos. Seleccionando al eje x de manera que coineida con esta linea 
se tiene 


y=z = 0 

y la unica coordenada que se tiene que determinar es x. Esto se pue- 
de realizar con una sola integration dividiendo el volumen dado en pla- 
cas delgadas paralelas al piano yz y expresando a dV en terminos de x 
y dx en la ecuacion 

xV = f x d dV (5.24) 

Para un cuerpo de revolucion las placas son circulares y sus volumenes 
se dan en la figura 5.23. 






CO I 00 


y 


PROBLEMA RESUELTO 5.11 


100 mm — H 



Determine la ubicacion del centro de gravedad del cuerpo de revolucion ho- 
mogeneo que se muestra en la figura, el cual se obtuvo al unir una sernies- 
fera y un cilindro y removiendo un cono. 


SOLUCION 

Debido a la simetrfa, el centro de gravedad se encuentra sobre el eje x, co- 
mo se muestra en la figura que se presenta a continuacion. El cuerpo pue- 
de obtenerse sumandole una semiesfera a un cilindro y despues restandole 
un cono. El volumen y la abscisa del centroide de cada una de estas cornpo- 
nentes se obtiene a partir de la figura 5.21 y se introduce en la tabla que apa- 
rece a continuacion. Entonces, se determinan el volumen total del cueqro y 
el primer momenta de dicho volumen con respecto al piano ijz. 



Componente 

Volumen, mm 3 

x, mm 

xV, mm 4 

Semiesfera 

1 4tt Q „ 

-^(60) 3 = 0.4524 X 10 6 

-22.5 

-10.18 X 10® 

Cilindro 

7t(60) z (100) = 1.1310 X 10 6 

+50 

+56.55 X 10® 

Cono 

-y (60) 2 (100) = -0.3770 X 10® 

+75 

-28.28 X 10® 


2V = 1.206 X 10® 


2£V= +18.09 X 10® 


Por tanto, 

X2V = X( 1.206 X 10 6 mm 3 ) = 18.09 X 10 6 mm 4 

X = 15 mm ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 5.12 



SOLUCION 



El elemento de maquina se puede obtener sumandole a un paralelepipedo 
rectangular (I) un cuarto de cilindro (II) y, entonces, restando dos cilindros 
de 1 in. de diametro (III y IV). Se determinan el volumen y las coordenadas 
del centroide de cada componente y se introducen en la tabla que se presen- 
ta a continuation. Entonces, al utilizar los datos que estan en la tabla se deter- 
mina el volumen total y los momentos de dicho volumen con respecto a cada 
uno de los pianos coordenados. 


Ill IV 




l/, in. 3 

x , in. 

y, in. 

z, in. 

xl/, in. 4 

yv, in. 4 

zV, in. 4 

I 

(4.5)(2)(0.5) = 4.5 

0.25 

-1 

2.25 

1.125 

-4.5 

10.125 

II 

~7t(2) 2 (0.5) = 1.571 

1.3488 

-0.8488 

0.25 

2.119 

-1.333 

0.393 

III 

— 7t(0.5) 2 (0.5) = -0.3927 

0.25 

-1 

3.5 

-0.098 

0.393 

-1.374 

IV 

— 7t(0.5) 2 (0.5) = -0.3927 

0.25 

-1 

1.5 

-0.098 

0.393 

-0.589 


2V = 5.286 




2IV = 3.048 

2j/ V = -5.047 

25 V = 8.555 


Por tanto, 

X2V = 21 V: 

X(5.286 in. 3 ) = 

3.048 in. 4 

X = 

0.577 in. 

Y2V = 2yV: 

Y(5.286 in. 3 ) = 

-5.047 in. 4 

Y = 

-0.955 in. 

Z2V = 25 V: 

Z(5.286 in. 3 ) = 

8,555 in. 4 

Z = 

1.618 in. 


264 


PROBLEMA RESUELTO 5.13 


Determine la ubicacion del centroide del medio cono circular recto mostrado 
en la figura. 



SOLUCION 



Como el piano xy es un piano de simetna, el centroide se encuentra en di- 
cho piano y z = 0. Se selecciona una placa de espesor dx como el elemento 
diferencial. El volumen de dicho elemento es 


dV = 


1 2 

yrrr 


dx 


Las coordenadas x e j y y e j del centroide del elemento se obtienen de la figura 
5.8 (area semicircular). 


x e i x 


l Jel 


4 r 
37 T 


Se observa que r es proporcional a x y se escribe 


r =h x 


Asi, el volumen del cuerpo esta dado por 


V = 


I dV = { Wdx = \ o dx = 


El primer momenta del elemento diferencial con respecto al piano yz es 
x e i dV; en consecuencia, el momenta total del cuerpo con respecto a ese 
mismo piano es 


Por tanto, 


J x e/ dV = x(\i rr 2 ) dx = x(jir)^x) dx 

xV = I I el dV x 


. ira 2 h 


2 7 2 

TTfl h 


6 


8 


x = f h -4 


En forma similar, el momenta del elemento diferencial con respecto al piano 
zx es y e i dV; en consecuencia, el momenta total es 


I y°‘ dv= i ta^ )dx= f / 0 (i x ) dx 


a 3 h 

6 


Por tanto, 


yv = { 


Vel 


dV 


a 

TT 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas correspondientes a esta lection se pedira localizar los centros de grave- 
dad de cuerpos tridimensionales o los centroides de sus volumenes. Todas las tecnicas que 
se presentaron anteriormente para cuerpos bidimensionales, como usar simetria, dividir al 
cuerpo en formas comunes, seleccionar el elemento diferencial mas eficiente, entre otros, 
tambien pueden aplicarse para el caso tridimensional general. 

1. Localization de los centros de gravedad de cuerpos compuestos. En general, se 
deben utilizar las ecuaciones (5.20): 

X2W = 2IW Y2W = XyW Z2.W = 2iW (5.20) 

Sin embargo, para el caso de un cuerpo homogeneo, el centra de gravedad del mismo coin- 
cide con el centroid e de su volumen. Por tanto, para este caso especifico, el centra de gra- 
vedad del cuerpo tambien puede localizarse con las ecuaciones (5.21): 

XXV = XIV YXV = X1/V ZXV = 25 V (5.21) 

Debe observarse que estas ecuaciones son solo una extension de las ecuaciones utilizadas 
para los problemas bidimensionales considerados en secciones anteriores de este mismo ca- 
pitulo. Como lo ilustran las soluciones de los problemas resueltos 5.11 y 5.12, los metodos 
de solution para problemas bidimensionales y tridimensionales son identicos. Por tanto, de 
nuevo se recomienda construir diagramas y tablas apropiadas cuando se analicen cuerpos 
compuestos. Ademas, cuando se estudie el problema resuelto 5.12, se debe observar como 
las coordenadas x y ij del centroide del cuarto de cilindro se obtuvieron mediante las ecua- 
ciones para el centroide de un cuarto de circulo. 

Se debe senalar que se presentan dos casos especiales de interes cuando el cuerpo dado con- 
siste de alambres uniformes o de placas uniformes hechos del mismo material. 

a) Para un cuerpo hecho de varios elementos de alambre que tienen la misma section 
transversal uniforme, el area A de la section transversal de los elementos de alambre se podia 
eliminar de las ecuaciones (5.21) cuando V se reemplaza por el producto AL, donde L es la 
longitud de un elemento dado. Entonces, para este caso, las ecuaciones (5.21) se reducen a 

XXL = XIL YXL = Xj/L ZXL = XIL 

Para un cuerpo hecho de varies placas que tienen el mismo espesor uniforme, el es- 
pesor t de las placas puede factorizarse y eliminarse de las ecuaciones (5.21) cuando V se 
reemplaza por el producto tA, donde A es el area de una placa dada. Por tanto, en este ca- 
so, las ecuaciones (5.21) se reducen a 

XXA = XIA YXA = XyA ZXA = XIA 

2. Localization de los centroides de volumenes por integration directa. Como se 
explico en la section 5.12, la evaluation de las integrales de las ecuaciones (5.22) se puede 
simplificar seleccionando para el elemento de volumen dV un filamento delgado (figura 5.23) 
o una placa delgada (figura 5.23). Por tanto, la solution se debe initial - con la identification, 
de ser posible, del dV que produce integrales senciUas o dobles que son faciles de calcular. 
Para cuerpos de revolution, este elemento de volumen puede ser una placa delgada (como en 
el problema resuelto 5.13) o un cascaron cilmdrico delgado. Sin embargo, es importante 
recordar que las relaciones que se establezcan entre las variables (como las relaciones entre r 
y x en el problema resuelto 5.13) afectaran directamente la complejidad de las integrales que 
se tendranque calcular. Finalmente, conviene recordar que x,,[, y e iyz e i enlas ecuaciones (5.23) 
son las coordenadas del centroide de dV. 
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Problemas 


5.96 Determine la ubicacion del centroide del cuerpo compuesto que 
se muestra en la figura cuando a) h = 2b, b) h = 2.5 b. 



Determine la coordenada y del centroide del cuerpo mostrado 
en la figura. 

Determine la coordenada z del centroide del cuerpo mostrado 
en la figura. ( Sugerencia : Use el resultado del problema resuelto 5.13.) 

5.99 El cuerpo compuesto que se muestra en la figura se obtiene al 
retirar un semielipsoide de revolution con eje semimayor h y eje semimenor 
a/2 de una semiesfera con radio a. Determine a) la coordenada y del cen- 
troide cuando h = a/2 y b) la relation li/a para la cual y = -0.4 a. 

5.1 00 Para la mensula de tope que se muestra en la figura, localice la 
coordenada x del centra de gravedad. 



5.1 01 Para la mensula de tope que se muestra en la figura, localice la 
coordenada 3 del centra de gravedad. 



Figura P5.97 y P5.98 



Figura P5.99 
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 


5.102 y 5.103 Para el elemento de maquina que se muestra en la fi- 
gura, localice la coordenada ij del centro de gravedad. 





Figura P5.102 y P5.105 


5.1 0‘- Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, lo- 
calice la coordenada z del centro de gravedad. 

5.105 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, lo- 
calice la coordenada i del centro de gravedad. 

5.1 06 y 5.1 07 Localice el centro de gravedad de la hoja metalica que 
tiene la forma mostrada en la figura. 

5.108 Una canasta de basura, disenada para colocarse en la esquina de 
una habitation, tiene 16 in. de altura y una base en forma de un cuarto 
de circulo con radio de 10 in. Localice el centro de gravedad de la canasta de 
basura, si se sabe que esta hecha de hoja metalica de espesor uniforme. 



Figura P5.108 


Problemas 
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5.109 Una mensula de montaje para componentes electronicos se 
formo a partir de hoja metalica de espesor uniforme. Localice el centra de 
gravedad de la mensula. 



Figura P5.109 



Figura P5.110 


Una hoja delgada de plastico de espesor uniforme se dobla para 
formar un organizador de escritorio. Localice el centra de gravedad del or- 
ganizador. 

5.1 1 1 El toldo para ventana que se muestra en la figura esta fabricado 
a partir de una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centra de gra- 
vedad del toldo. 



= 25 in. 


Figura P5.111 


5.1 12 Un codo para el ducto de un sistema de ventilation esta hecho 
a partir de una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centra de gra- 
vedad del codo. 



Figura P5.112 


Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 



5.113 Un ducto cilmdrico de 8 in. de diametro y un ducto rectangu- 
lar de 4 X 8 in. se unen en la forma indicada en la figura. Localice el cen- 
tra de gravedad del ensamble si se sabe que los ductos fueron fabricados con 
la misrna hoja de metal de espesor uniforme. 



Un alambre delgado de acero con una section transversal uni- 
forme se dobla en la forma mostrada en la figura. Localice su centra de gra- 
vedad. 



Figura P5.114 


5.115 y 5. 1 Localice el centra de gravedad de la figura mostrada, 
si se sabe que esta hecha con varillas delgadas de laton de diametro uniforme. 


V 



Figura P5.115 


Figura P5.116 


Problemas 
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5.1 17 El bastidor de un invernadero se construye a partir de canales 
uniformes de aluminio. Localice el centra de gravedad de la parte del basti- 
dor que se muestra en la figura. 


y 



Una lesna marcadora tiene un mango de plastico, un vastago y 
una punta de acero. Si se sabe que la densidad del plastico es de 1 030 kg/m 3 
y la del acero es de 7 860 kg/m 3 , localice el centra de gravedad de la lesna. 



- 10 mm 


Figura P5.118 


Un buje de bronce se coloca en el interior de un mango de 
acero. Si se sabe que el peso especifico del bronce es de 0.318 lb/in.° y el 
del acero es de 0.284 lb/in. 3 , determine la ubicacion del centra de gravedad 
del ensamble. 


1.125 in. ► 

0.5 in. 



5,120 Un collarin de laton, con una longitud de 2.5 in., se monta so- 1* 
bre una varilla de aluminio que tiene una longitud de 4 in. Localice el cen- Figura P5.119 
tro de gravedad del cuerpo compuesto. (Pesos especificos: laton = 0.306 
lb/in. 3 , aluminio = 0.101 lb/in. 3 ) 



4 in. 


Figura P5.120 
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de gravedad 



Figura P5.121 




5.121 Las ties patas de una pequena mesa con cubierta de cristal es- 
tan igualmente espaciadas y hechas de tubo metalico, el cual tiene un dia- 
metro exterior de 24 mm y un area de section transversal de 150 mm 2 . El 
diametro y el espesor de la cubierta de la mesa son 600 mm y 10 mm, res- 
pectivamente. Si se sabe que la densidad del acero es de 7 860 kg/m 3 y la 
del cristal es de 2 190 kg/m 3 , localice el centra de gravedad de la mesa. 

5.1 22 a 5.1 24 Determine por integration directa los valores de x para 
los dos volumenes obtenidos al hacer pasar un piano de corte vertical a tra- 
ves de las formas mostradas en la figura 5.21. El piano de corte es paralelo 
a la base de la forma dada y la divide en dos volumenes de la misma altura. 

5.122 Una semiesfera. 

5.123 Un semielipsoide de revolution. 

5.124 Un paraboloide de revolution. 

5.1 25 y 5.126 Localice el centroide del volumen que se obtiene al ra- 
tal' el area sombreada alrededor del eje x. 

5 . 127 Localice el centroide del volumen que se obtiene al rotar el area 
sombreada alrededor de la linea x = h. 



*5.1 28 Localice el centroide del volumen generado al revolver la por- 
tion de la curva senoidal mostrada alrededor del eje x. 

Localice el centroide del volumen generado al revolver la por- 
tion de la curva senoidal mostrada alrededor del eje ij. ( Sugerencia : Use como 
elemento de volumen un cascaron cilmdrico delgado de radio r y espesor dr.) 



*5.130 Muestre que para una piramide regular de altura h y n lados 
in = 3, 4,...) el centroide de su volumen se localiza a una distancia /i/4 por 
encima de su base. 

5.131 Determine por integration directa la ubicacion del centroide de 
la mitad de un cascaron semiesferico delgado uniforme de radio R. 



Figura P5.131 


Problemas 
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5.132 Los lados y la base de la ponchera que se muestra en la figura 
tienen un espesor uniforme t. Si t <S< R y R = 250 mm, determine la loca- 
lization del centra de gravedad de a) la ponchera y b) el ponche. 



Figura P5.132 


Despues de medir y marcar un terreno, un constructor coloca 
cuatro estacas para identificar las esquinas de la losa para una casa. Para su- 
ministrar el firme, el constructor coloca un mmimo de 3 in. de grava por de- 
bajo de la losa. Determine el volumen de grava requerido y la coordenada x 
del centroide de dicho volumen. ( Sugerencia : La superficie del fondo de la 
grava es un piano oblicuo que puede representarse mediante la ecuacion 
ij = a + bx + cz.) 


l J 



Figura P5.133 


5 . 13 ^ Determine mediante integration directa la ubicacion del cen- 
troide del volumen entre el piano xz y la portion mostrada de la superficie 
ij = 16 h(ax-x z )(bz - z z )/a z b z . 

5.135 Localice el centroide de la section que se muestra en la figura, 
la cual se corto de un tubo circular mediante dos pianos oblicuos. 

* 5.1 36 Localice el centroide de la section que se muestra en la figura, 
la cual se corto de un cilindro eliptico mediante un piano oblicuo. 



Figura P5.134 



Figura P5.135 



Figura P5.136 


REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 5 


Centro de gravedad de un cuerpo 
bidimensional 


Centroide de un area o li'nea 


Primeros momentos 


Propiedades de simetria 


Este capitulo estuvo dedicado primordialmente a la determination 
del centro de gravedad de un cuerpo rigido, es decir, determinar 
el punto G donde una sola fuerza W, llamada el peso del cuerpo, 
se puede aplicar para representar el efecto de la atraccion de la 
Tierra sobre el cuerpo en cuestion. 

En la primera parte del capitulo se consideraron cuerpos bidi- 
mensionales como placas planas y alambres contenidos en el piano 
xy. Al sumar componentes de fuerza en la direction vertical z y 
sumar momentos con respecto a los ejes liorizontales xy y [sec- 
cion 5.2], se derivaron las relaciones 

W = f dW xW = fxdW yW = fydW (5.2) 

las cuales deflnen el peso del cuerpo y las coordenadas xyyde su 
centro de gravedad. 

En el caso de una placa plana homogenea de espesor uniforme 
[section 5.3], el centro de gravedad G de la placa coincide con el 
centroide C del area A de la placa cuyas coordenadas estan definidas 
por las relaciones 

xA = J x dA TjA = J y clA (5.3) 

De manera similar, la determination del centro de gravedad de un 
alarnbre homo gene o de seccion transversal uniforme que esta con- 
tenido en un piano, se reduce a la determination del centroide C 
de la Unea L que representa al alarnbre; asi, se tiene 

xL = J x dL TjL = J ij clL (5.4) 

Se liace referenda a las integrates en las ecuaciones (5.3) como 
los primeros momentos del area A con respecto a los ejes xy y, los 
cuales se representan, respectivamente, con Q {l y Q x [seccion 5.4]. 
Asi, se tiene 


Qy = xA Q x = yA (5.6) 

Los primeros momentos de una linea se pueden definir en forma 
similar. 

La determination del centroide C de un area o de una linea 
se simplifica cuando el area o la linea poseen ciertas propiedades 
de simetria. Si el area o la linea es simetrica con respecto a un eje, 
su centroide C se encuentra sobre dicho eje; si el area o la linea 
es simetrica con respecto a dos ejes, C esta localizado en la inter- 
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section de los dos ejes; si el area o la lmea es simetrica con res- 
pecto a un centra O, C coincide con O. 


Repaso y resumen del capftulo 5 


Las areas y los centroides de varias formas comunes estan ta- Centro de gravedad de un cuerpo 

bulados en la figura 5.8. Cuando una placa puede dividirse en va- compuesto 

rias de estas formas, las coordenadas X y Y de su centra de grave- 
dad G se pueden determinar a partir de las coordenadas Xi, x 2 , . 
y y i, 7/2, . . . de los centres de gravedad G i, G 2 , . . . de las diferen- 
tes partes [section 5.5], Al igualar, respectivamente, los momentos 
en relation a los ejes y y x (figura 5.24), se tiene que 

X2W = 2xW Y2W = XyW (5.7) 



Figura 5.24 



Si la placa es homogenea y de espesor uniforme, su centra de gra- 
vedad coincide con el centroide C del area de la placa y las ecua- 
ciones (5.7) se reducen a 

Q y = X2A = 2xA Q x = Y2A = HjA (5.8) 

De estas ecuaciones se obtienen los primeros momentos del area 
compuesta o pueden resolverse para las coordenadas X y Y de su 
centroide [problema resuelto 5.1], La determination del centra de 
gravedad de un alambre compuesto se lleva a cabo de forma simi- 
lar [problema resuelto 5.2], 

Cuando un area esta limitada por curvas analiticas, las coor- 
denadas de su centroide pueden determinarse por integracwn [sec- Determinacion del centroide por integracion 
cion 5.6], Esto se puede realizar evaluando las integrales dobles en 
las ecuaciones (5.3) o evaluando una sola integral que emplea uno 
de los elementos de area mostrados en la figura 5.12 que tienen la 
forma de un rectangulo delgado o de un fragmento de tirculo del- 
gado. Al representar con x e j y y,,/ las coordenadas del centroide del 
elemento <7 A, se tiene que 

Qy =xA = J x e i dA Q x = yA = f y eI dA (5.9) 

Es ventajoso emplear el mismo elemento del area para el calculo 
de los dos primeros momentos Q tJ y Q x ; ademas, el mismo ele- 
mento tambien se puede utilizar para determinar el area A [pro- 
blema resuelto 5.4], 
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Teoremas de Pappus-Guldinus 



Figura 5.25 



b) 


Cargas distribuidas 


Los teoremas cle Pappus-Guldinus relacionan la determination 
del area de una superficie de revolucion o el volumen de un cuer- 
po de revolucion con la determination del centroide de la curva 
generatriz o del area generatriz [section 5.7], El area A de la su- 
perficie generada al rotar una curva de longitud L con respecto a 
un eje fijo (figura 5.25a) es igual a 

A = 2mjL (5.10) 

donde y representa la distancia desde el centroide C de la curva has- 
ta el eje fijo. En forma similar, el volumen V del cuerpo generado al 
rotar un area A alrededor de un eje fijo (figura 5.25 b) es igual a 

V = 2m/A (5.11) 

donde y representa la distancia desde el centroide C del area has- 
ta el eje fijo. 

El concepto de centroide de un area tambien se puede utilizar 
para resolver otros problemas distintos de aquellos relacionados con 
el peso de placas planas. Por ejemplo, para determinar las reaccio- 
nes en los apoyos de una viga [seccion 5.8], se puede reemplazar 
una carga distribuida w por una carga concentrada W igual en mag- 
nitud al area A bajo la curva de carga y que pasa a traves del cen- 
troide C de dicha area (figura 5.26). Se puede utilizar el mismo pro- 
cedimiento para determinar la resultante de las fuerzas hidrostaticas 
ejercidas sobre una placa rectangular que estd sumergida en un U- 
quido [seccion 5.9]. 



Centro de gravedad de un cuerpo 
tridimensional 


Centroide de un volumen 


La ultima parte del capitulo estuvo dedicada a la determina- 
tion del centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional. Las 
coordenadas x, y y z de G se definieron por las relaciones 

xW = jxdW yW = jydW zW = f z dW (5.17) 

En el caso de un cuerpo homogeneo, el centro de gravedad G coin- 
cide con el centroide C del volumen V del cuerpo; las coordenadas 
de C estan definidas por las relaciones 

xV = fxdV yV = fydV zV = f z dV (5.19) 

Si el volumen tiene un piano de simetria , su centroide C estara en 
dicho piano; si el volumen posee dos pianos de simetria, C estara 
localizado sobre la linea de intersection de los dos pianos; si el vo- 
lumen tiene tres ejes de simetria que se intersecan en un solo pun- 
to, C coincidira con dicho punto [seccion 5.10]. 


Los volumenes y los centroides de varias formas tridimensiona- 
les comunes estan tabulados en la figura 5.21. Cuando ury cuerpo se 
puede dividir en varias de estas formas, las coordenadas X, Y y Z de 
su centra de gravedad G se pueden determinar a partir de las coor- 
denadas correspondientes de los centres de gravedad de sus diferen- 
tes partes [section 5.11]. Asi se tiene que 

X2W = SiW Y2W = W Z2W = 2~W (5.20) 

Si el cuerpo esta hecho de un material homogeneo, su centra de 
gravedad coincide con el centroide C de su volumen y se escribe 
[problemas resueltos 5.11 y 5.12] 

X2V = ExV Y2V = V Z2V = V (5.21) 

Cuando el volumen esta limitado por superficies analiticas, las 
coordenadas de su centroide se pueden determinar por integra- Determinacion del centroide por integracion 
cion [section 5.12], Para evitar el calculo de las integrales triples 
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Centro de gravedad de un cuerpo 
compuesto 



*d = Vel = y. *el = I 
dV = z dx dy 

Figura 5.27 


en la ecuacion (5.19), se pueden usar elementos de volumen que 
tienen la forma de filamentos delgados, como se muestra en la fi- 
gura 5.27. Al representar con x e j, y,,/ y z e j las coordenadas del cen- 
troide del elemento dV, se reescriben las ecuaciones (5.19) como 

x V = f x el dV yV = J y el dV z V = f z e/ dV (5.23) 

las cuales involucran solo integrales dobles. Si el volumen tiene das 
pianos de simetria, su centroide C esta localizado sob re la linea de 
intersection de dichos pianos. Si se selecciona al eje x de manera 
que quede a lo largo de esa linea y se divide el volumen en placas 
delgadas paralelas al piano yz, se puede determinar C a partir de 
la relation 

xV = f x el c IV (5.24) 

realizando una sola integracion [problema resuelto 5.13]. Para un 
cuerpo de revolution, dichas placas son circulares y su volumen 
esta dado en la figura 5.28. 



Figura 5.28 


Problemas de repaso 



5.1 37 y 5.1 38 Localice el centroide del area plana mostrada en las fi- 


guras. 



5 139 El bastidor para un senalamiento se fabriea a partir de una ba- 
rra plana y delgada con 4.73 kg/m de masa por unidad de longitud. El bas- 
tidor se sostiene mediante un pasador en C y por medio de un cable AB. De- 
termine a) la tension en el cable, b) la reaction en C. 


0.6 m 



5.140 Determine por integration directa el centroide del area mos- 
trada en la figura. Exprese la respuesta en terminos de a y h. 
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Figura P5.140 
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Determine por integration directa el centroide del area mos- 
trada en la figura. Exprese la respuesta en terminos de ay b. 



5.142 Si se sabe que se han retirado dos tapas iguales de la esfera de 
madera con 10 in. de diametro que se muestra en la figura, determine el area 
superficial total de la portion restante. 

5.143 Para las cargas dadas, determine las reacciones en los apoyos de 

laviga. Figura P5.142 



900 N/m 

A 









_A_ B 3^. 

k 3 m 4*: — *■ 


Figura P5.143 


Una viga esta sometida a una carga descendente linealmente 
distribuida y descansa sobre dos apoyos anchos BC y DE, los cuales ejercen 
cargas ascendentes uniformemente distribuidas corno se muestra en la figura. 
Determine los valores de w B c y w DE que corresponden a la position de equi- 
librio cuando Wa — 600 N/m. 



La compuerta cuadrada AB se mantiene en la position mostrada 
en la figura mediante bisagras a lo largo de su extremo superior A y por me- 
dio de un pasador cortante en B. Determine la fuerza ejercida por el pasa- 
dor sobre la compuerta si la profundidad del agua es d = 3.5 ft. 



Figura P5.145 
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 


Considere el cuerpo compuesto que se muestra en la figura. 
Determine a) el valor de x cuando h = U 2, b) la relation h/L para la cual 


x = L. 



Localice el centra de gravedad de una hoja metalica que tiene 
la forma mostrada en la figura. 



Localice el centroide del volumen que se obtiene al rotar el area 
mostrada alrededor del eje x. 



3 m - 

Figura P5.148 


Problemas de computadora 


5. Cl Una viga debe soportar una serie de cargas uniformemente dis- 
tribuidas y variantes, como se muestra en la parte a) de la figura. Divida el 
area bajo cada portion de la curva de carga en dos triangulos (vea el pro- 
blema resuelto 5 . 9 ) y despues use software para calcular las reacciones en A 
y B. Utilice el software para calcular las reacciones en los apoyos de las vi- 
gas mostradas en las partes b ) y c) de la figura. 


w 0 w 1 w 2 w n+ j 



400 lb/ft 




a) 

Figura P5.C1 


b) 


5.C2 La estructura tridimensional que se muestra en la figura esta fa- 
bricada a partir de cinco barras delgadas de acero de igual diametro. Use 
software para determinar las coordenadas del centra de gravedad de la es- 
tructura. Localice las coordenadas del centra de gravedad cuando a) h — 12 
m, R = 5 m, a = 90 °; b) h = 570 mm, R = 760 mm, a = 30 °; c) h = 21 m, 
R = 20 m, a = 135 °. 


y 



Figura P5.C2 


5.C3 Un tanque abierto debe llenarse lentamente con agua. (La den- 
sidad del agua es de 10 3 kg/m 3 .) Utilice software para determinar la resul- 
tante de las fuerzas de presion ejercidas por el agua sobre una section de 
1 m de ancho en el lado ABC del tanque. Determine la resultante de las 
fuerzas de presion para valores de d desde 0 hasta 3 m, con incrementos de 
0.25 m. 



Figura P5.C3 
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5.C4 Ap roxirne la curva mostrada en la figura empleando 10 segmen- 
ted de linea recta y despues utilice software para determinar la ubicacion del 
centroide de la linea. Use este programa para determinar la ubicacion del 
centroide cuando a) a = 1 in., L — 11 in., h = 2 in.; b) a = 2 in., L = 17 
in., h — A in.; c) a = 5 in., L = 12 in., h = 1 in. 



5.C5 Ap roxirne la enjuta general mostrada en la figura empleando una 
serie de n rectangulos, cada uno con un ancho Aa y de la forma bcc'b' , y 
despues use software para calcular las coordenadas del centroide del area. 
Utilice este programa para localizar el centroide cuando a) m = 2, a = 80 
mm, h = 80 mm; b) m — 2, a = 80 mm, h = 500 mm; c) m = 5, a = 80 
mm, h — 80 mm; ( d ) m — 5, a = 80 mm, h = 500 mm. En cada caso com- 
pare las respuestas obtenidas con los valores exactos de x y y calculados a 
partir de las formulas dadas en la figura 5.8A y determine el porcentaje de 
error. 



5.C6 Retome el problema 5.C5, y ahora emplee rectangulos de la forma 
bcld’b'. 

*! Un granjero pide a un grupo de estudiantes de ingenierfa que 
determinen el volumen de agua en un pequeno embalse. Mediante el uso 
de cuerdas, los estudiantes establecieron primero una cuadricula de 2 X 2 ft 
sobre todo el embalse y despues registraron la profundidad del agua, en pies, 
para cada punto de interseccion en la cuadricula (vea la tabla anexa). Utilice 
software para determinar a) el volumen de agua en el embalse, b ) la ubica- 
cion del centra de gravedad del agua. Aproxime la profundidad de cada ele- 
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mento de agua de 2 X 2 ft usando el promedio de las profundidades del agua 
en las cuatro esquinas de dicho elemento. 


•3 


u 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 


1 


0 

0 

0 

0 

0 

0 


2 3 


0 

0 0 

0 1 

1 3 

1 3 

3 4 

3 3 

0 0 

0 


Cuerda 
4 5 6 

0 0 

0 0 1 

13 3 

3 6 6 

6 8 8 

6 8 7 

6 6 6 

3 3 3 

110 
0 0 0 


7 8 9 10 

0 

0 0 0 ... 

3 10 0 

6 3 10 

6 3 10 

7 3 0 0 

4 1 0 

1 0 0 

0 0 



Las armaduras, como este puente de arco 
en voladizo estilo Pratt en el estado de 
NuevaYork, proporcionan una solucion 
practica y economica para muchos pro- 
blemas de ingenieria. 



CAPITULO 







6.1. INTRODUCCION 


Introduccion 

Definicion de una armadura 
Armaduras simples 
Analisis de armaduras mediante 
el metodo de los nodos 
Nodos bajo condiciones 
especiales de carga 
Armaduras en el espacio o 
espaciales 

Analisis de armaduras por 
el metodo de secciones 
Armaduras formadas por 
varias armaduras simples 
Estructuras que contienen 
elementos sujetos a fuerzas 
multiples 

Analisis de un armazon 
Armazones que dejan de ser 
rlgidos cuando se separan 
de sus soportes 
Maquinas 


Los problemas considerados en los capitulos anteriores estuvieron re- 
lacionados con el equilibrio de un solo cuerpo rfgido y todas las fuer- 
zas involucradas eran externas a este ultimo. A continuation se estu- 
dian problemas que tratan sobre el equilibrio de estructuras formadas 
por varias partes que estan conectadas entre si. Estos problemas, ade- 
mas de determinar las fuerzas externas que actuan sobre la estructura, 
implican calcular las fuerzas que mantienen unidas a las diversas par- 
tes que la constituyen. Desde el punto de vista de la estructura como 
un todo, estas fuerzas son fuerzas intemas. 

Por ejemplo, considerese la gnia mostrada en la figura 6.1a, la cual 
soporta una carga W. La gnia consta de tres vigas AD, CF y BE que 
estan conectadas por medio de pernos sin friction; la gnia esta apo- 
yada por un perno en A y un cable DG. La figura 6. lb representa el 
diagrama de cuerpo libre de la gnia. Las fuerzas externas que se mues- 
tran en el diagrama incluyen al peso W, a las dos componentes A x y A (/ 
de la reaction en A y a la fuerza T ejercida por el cable en D. Las 
fuerzas internas que mantienen unidas las diversas partes de la grua 
no aparecen en el diagrama. Sin embargo, si se desarma la grua y se 
dibuja un diagrama de cuerpo libre para cada una de las partes que la 
constituyen, las fuerzas que mantienen unidas a las tres vigas tambien 
estaran representadas puesto que diehas fuerzas son externas desde el 
punto de vista de cada una de las partes que forman la grua (figura 
6.1c). 


D 



a) 

Figura 6.1 



Se debe senalar que la fuerza ejercida en B por el elemento BE 
sobre el elemento AD se ha representado como igual y opuesta a la 
fuerza ejercida en ese mismo punto por el elemento AD sobre el ele- 
mento BE; la fuerza ejercida en E por el elemento BE sobre el elemen- 
to CF se muestra igual y opuesta a la fuerza ejercida por el elemento 
CF sobre el elemento BE y las componentes de la fuerza ejercida en 
C por el elemento CF sobre el elemento AD se presentan iguales y 
opuestas a las componentes de la fuerza ejercida por el elemento AD 
sobre el elemento CF. Lo anterior esta sujeto a la tercera ley de New- 
ton, la cual establece que las fuerzas cle accidn y reaccidn entre cuer- 
pos en contacto tienen la misma magnitud, la misma Irnea de accidn y 
sentidos opuestos. Como se senalo en el capitulo 1, esta ley, que esta 
basada en la evidencia experimental, es uno de los seis principios fun- 
damentales de la mecanica elemental y su aplicacion es esencial para 
la solution de problemas que involucran a cuerpos que estan conecta- 
dos entre si. 
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En este capitulo se consideraran tres categories amplias de estruc- 
turas de ingenierfa. 

1. Armaduras, las cuales estan disenadas para soportar cargas y por 
lo general son estructuras estacionarias que estan totalmente 
restringidas. Las armaduras consisten exclusivamente de ele- 
mentos rectos que estan coneetados en nodos localizados en los 
extremos de cada elemento. Por tanto, los elementos de una ar- 
madura son elementos sujetos a dosfuerzas, esto es, elementos 
sobre los cuales actuan dos fuerzas iguales y opuestas que estan 
dirigidas a lo largo del elemento. 

2. Annazones, los cuales estan disenados para soportar cargas, se 
usan tambien como estructuras estacionarias que estan to- 
talmente restringidas. Sin embargo, como en el caso de la grua 
de la figura 6.1, los annazones siempre contienen por lo me- 
nos un elemento sujeto a varias fuerzas, esto es, un elemento 
sobre el cual actuan tres o mas fuerzas que, en general, no es- 
tan dirigidas a lo largo del elemento. 

3. Maquinas, las cuales estan disenadas para transmitir y modifi- 
car fuerzas, son estructuras que contienen partes en movimien- 
to. Las maquinas, al igual que los annazones, siempre contie- 
nen por lo menos un elemento sujeto a varias fuerzas. 
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Fotografi'a 6.1 En la foto se muestra una 
conexion con juntas de pasador sobre el acceso 
al puente de la Bahia de San Francisco y 
Oakland. 


ARMADURAS 

6.2. DEFINICION DE UNA ARMADURA 

La armadura es uno de los principales tipos de estructuras que se usan 
en la ingenierfa. Esta proporciona una solution practica y economica 
para muchas situaciones de ingenierfa, en especial para el diserio de 
puentes y edificios. En la figura 6.2a se muestra una armadura tipica. 
Una armadura consta de elementos rectos que se conectan en nodos. 
Los elementos de la armadura solo estan coneetados en sus extremos; 
por tanto, ningun elemento continua mas alia de un nodo. Por ejem- 
plo, en la figura 6.2a no existe un elemento AB, en su lugar existen dos 
elementos distintos AD y DB. La mayorfa de las estructuras reales es- 
tan hechas a partir de varias armaduras unidas entre si para formar una 
armadura espacial. Cada armadura esta diseriada para soportar aque- 
llas cargas que actuan en su piano y, por tanto, pueden ser tratadas co- 
mo estructuras bidimensionales. 

Los elementos de una armadura, por lo general, son delgados y so- 
lo pueden soportar cargas laterales pequerias; por eso todas las cargas 
deben estar aplicadas en los nodos y no sobre los elementos. Cuando se 
va a aplicar una carga concentrada entre dos nodos o cuando la armadu- 
ra debe soportar una carga distribuida, como en el caso de la armadura 
de un puente, debe proporcionarse un sistema de piso, el cual, median- 
te el uso de travesanos y largueros, transmite la carga a los nodos (figu- 
ra 6.3). 

Los pesos de los elementos de la armadura los cargan los nodos, 
aplicandose la mitad del peso de cada elemento a cada uno de los no- 
dos a los que este se coneeta. A pesar de que en realidad los elemen- 
tos estan unidos entre si por medio de conexiones romachadas o sol- 
dadas, es comun suponer que los elementos estan coneetados por medio 
de pemos; por tanto, las fuerzas que actuan en cada uno de los extre- 
mos del elemento se reducen a una sola fuerza y no existe un par. De 


C 



C 



Figura 6.2 
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Figura 6.4 



Figura 6.3 


esta forma se supone que las unicas fuerzas que actuan sobre un ele- 
mento de la armadura son una sola fuerza en cada uno de los extre- 
mos del elemento. Entonces, cada elemento puede tratarse como so- 
metido a la action de dos fuerzas, mientras que la armadura, como un 
todo, puede considerarse como un grupo de pernos y elementos suje- 
tos a dos fuerzas (figura 6.2 b). Sobre un elemento individual pueden ac- 
tuar fuerzas, como las que se muestran en cualquiera de los eroquis de 
la figura 6.4. En la figura 6.4a las fuerzas tienden a estirar al elemento 
y este esta en tension; en la figura 6.4 b las fuerzas tienden a comprimir 
al elemento y el mismo esta en compresion. En la figura 6.5 se mues- 
tran algunas armaduras tipicas. 




Armaduras tipicas para puentes 



Estadio 



\ 


Parte de una armadura 
en voladizo 


Otros tipos de armaduras 



Basculante 


Figura 6.5 


6.3. ARMADURAS SIMPLES 
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Considere la armadura mostrada en la figura 6.6a, la cual esta consti- 
tuida por cuatro elementos conectados por medio de pernos en A, B, 
CyD. Si se aplica una carga en B, la armadura se deformara hasta per- 
der por completo su forma original. Por el contrario, la armadura de 
la figura 6.6 b, la cual esta constituida por tres elementos conectados 
por medio de pernos en A, B y C, solo se deformara ligeramente bajo 
la action de una carga aplicada en B. La unica deformation posible pa- 
ra esta armadura es la que involucra pequenos cambios en la longitud 
de sus elementos. Por tanto, se dice que la armadura de la figura 6.6 b 
es una armadura rigida, aqui el termino rigida se ha empleado para 
indicar que la armadura no se colapsard. 



Figura 6.6 



Como se muestra en la figura 6.6c, se puede obtener una armadu- 
ra rigida mas grande agregando dos elementos BD y CD a la arma- 
dura triangular basica de la figura 6.6 b. Este procedimiento se puede 
repetir tantas veces como se desee y la armadura resultante sera rigi- 
da si cada vez que se agregan dos nuevos elementos, estos se unen a 
dos nodos ya existentes y ademas se conectan entre si en un nuevo no- 
do. 1 Una armadura que se puede construir de esta forma recibe el nom- 
bre de armadura simple. 

Se debe senalar que una armadura simple no esta hecha necesa- 
riamente a partir de triangulos. Por ejemplo, la armadura de la figura 
6.6 d es una armadura simple que fue construida a partir del triangulo 
ABC y se agregaron sucesivamente los nodos D,E,F y G. Por otra par- 
te, las armaduras rfgidas no siempre son armaduras simples, incluso 
cuando parecen estar hechas de triangulos. Por ejemplo, las armadu- 
ras de Fink y Baltimore mostradas en la figura 6.5, no son armaduras 
simples, puesto que no pueden construirse a partir de un solo triangu- 
lo en la forma descrita en el parrafo anterior. Todas las demas arma- 
duras que se muestran en la figura 6.5 son armaduras simples, lo cual 
se puede verificar facilmente. (Para la armadura K se debe comenzar 
con uno de los triangulos centrales.) 

En la figura 6.6 se observa que la armadura triangular basica de la 
figura 6.6 b tiene tres elementos y tres nodos. La armadura de la figu- 
ra 6.6c tiene dos elementos y un nodo adicionales, esto es, cinco ele- 
mentos y cuatro nodos en total. Si se tiene presente que cada vez que 
se agregan dos nuevos elementos el numero de nodos se incrementa 
en uno, se encuentra que en una armadura simple el numero total de 
elementos es m = 2n — 3, donde n es el numero total de nodos. 



Fotografia 6.2 Dos armaduras K se usaron 
como los principales componentes del puente 
movil que se muestra en la foto, el cual se movi'a 
por encima de un gran monton de mineral de 
reserva. El cubo que se encuentra debajo 
de las armaduras levantaba mineral y lo 
redepositaba hasta que el mineral estuvo 
completamente mezclado. Despues, el mineral 
se envio al molino para incorporarlo a un proceso 
de produccion de acero. 


f Los tres nodos no deben ser colineales. 
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C 



C 


• 4 ^ 



b) 

Figura 6.7 



Fotografia 6.3 Las armaduras para techo, 
como las que se muestran en la foto, requieren 
apoyo solo en los extremos. Gracias a esto es 
posible realizar construcciones con grandes 
areas libres de obstaculos en el piso. 


6.4. ANALISIS DE ARMADURAS MEDIANTE EL METODO 
DE LOS NODOS 

En la section 6.2 se vio que una armadura puede ser considerada como 
un grupo de pemos y elementos sometidos a la action de dos fuerzas. 
Por tanto, la armadura de la figura 6.2, cuyo diagrama de cuerpo libre 
se muestra en la figura 6.7 a, se puede desarmar y dibujar un diagrama 
de cuerpo libre para cada pemo y para cada elemento (figura 6.7 b). Cada 
elemento esta sometido a la accion de dos fuerzas, una en cada uno de 
sus extremos; estas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma linea 
de accion y sentidos opuestos (section 4.6). Ademas, la tercera ley de 
Newton indica que las fuerzas de accion y reaction entre un elemento y 
un pemo son iguales y opuestas. Por tanto, las fuerzas ejercidas por un 
elemento sobre los dos pernos a los cuales se conecta deben estar 
dirigidos a lo largo de ese elemento y deben ser iguales y opuestas. Con 
frecuencia se hace referenda a la magnitud comun de las fuerzas 
ejercidas por un elemento sobre los dos pernos a los que se conecta como 
la fuerza en el elemento bajo consideration, a pesar de que esta cantidad 
en realidad es un escalar. Como las lineas de accion de todas las fuerzas 
internas en una armadura son conocidas, el analisis de una armadura se 
reduce a calcular las fuerzas en los elementos que la constituyen y a 
determinar si cada uno de dichos elementos esta en tension o en 
compresion. 

Como la armadura en su totalidad esta en equilibrio, cada perno de- 
be estar en equilibrio. El que un perno este en equilibrio se expresa di- 
bujando su diagrama de cuerpo libre y escribiendo dos ecuaciones de 
equilibrio (section 2.9). Por tanto, si una armadura tiene n pernos, ha- 
bra 2 n ecuaciones disponibles, las cuales podran resolverse para 2 n in- 
cognitas. En el caso de una armadura simple, se tiene que m = 2n — 3, 
esto es, 2 n = m + 3, y el numero de incognitas que se pueden determi- 
nar a partir de los diagramas de cuerpo libre de los pernos es m + 3. Es- 
to significa que las fuerzas en todos los elementos, las dos componentes 
de la reaction K A y la reaction R B se determinan considerando los dia- 
gramas de cuerpo libre de los pemos. 

El hecho de que la armadura como un todo sea un cuerpo rfgido 
que esta en equilibrio, se puede utilizar para escribir tres ecuaciones 
adicionales que involucran a las fuerzas mostradas en el diagrama de 
cuerpo libre de la figura 6.7 a. Puesto que estas ecuaciones no contienen 
ninguna information nueva, son independientes de las ecuaciones aso- 
ciadas con los diagramas de cuerpo libre de los pernos. Sin embargo, las 
tres ecuaciones en cuestion se pueden emplear para determinar las com- 
ponentes de las reacciones en los apoyos. El arreglo de pemos y elemen- 
tos en una armadura simple es tal que siempre sera posible encontrar un 
nodo que involucre unicamente a dos fuerzas desconoeidas. Estas fuer- 
zas se determinan por medio de los metodos de la section 2.11 y sus va- 
lores se transfieren a los nodos adyacentes tratandolos como cantidades 
conocidas en dichos nodos, este procedimiento se repite hasta determi- 
nar todas las fuerzas desconoeidas. 

Como ejemplo se analiza la armadura de la figura 6.7, en la que 
se considera sucesivamente el equilibrio de cada perno; se inicia con 
el nodo en el cual solo dos fuerzas son desconoeidas. En dicha arma- 
dura todos los pernos estan sujetos a cuando menos tres fuerzas des- 
conoeidas. Por tanto, primero se deben determinar las reacciones en 
los apoyos considerando a toda la armadura como cuerpo libre y utili- 
zando las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo rfgido. De esta for- 
ma, R A es vertical y se determinan las magnitudes de R A y R B . 
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Entonces el numero de fuerzas desconocidas en el nodo A se redu- 
ce a dos y estas fuerzas se pueden determinar considerando el equilibrio 
del perno A. La reaction R A y las fuerzas F AC y F AD ejercidas sobre el 
perno A por los elementos AC y AD, respectivamente, deben formar un 
triangulo de fuerzas. Primero se dibuja R A (figura 6.8); luego si F AC y 
F ad estan dirigidas a lo largo de AC y AD, respectivamente, se comple- 
ta el triangulo de fuerzas y se determina la magnitud y el sentido de Fac 
y F ad . Las magnitudes F AC y F AD representan las fuerzas en los elemen- 
tos AC y AD. Como F AC esta dirigida hacia abajo y hacia la izquierda, 
esto es, hacia el nodo A, el elemento AC empuja el perno A y, por con- 
siguiente, dicho elemento esta en compresion. Como F AD esta dirigida 
alejandose del nodo A, el elemento AD jala al perno A y, por consiguien- 
te, dicho elemento esta en tension. 



Figura 6.8 


Ahora se precede a considerar el nodo D en el cual solo dos fuer- 
zas, F^c y F/j/i, aun son desconocidas. Las otras fuerzas que actuan so- 
bre dicho nodo son la carga P, la cual es un dato y la fuerza F DA ejer- 
cida sobre el perno por el elemento AD. Como se senalo antes, esta 
ultima fuerza es igual y opuesta a la fuerza F AD ejercida por el mismo 
elemento sobre el perno A. Como se muestra en la figura 6.8, se pue- 
de dibujar el poligono de fuerzas correspondiente al nodo D y deter- 
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minar las fuerzas F DC y F DB a partir de dicho poligono. Sin embargo, 
cuando estan involucradas mas de tres fuerzas, es mas conveniente re- 
solver las ecuaciones de equilibrio = 0 y = 0 para las dos fuer- 
zas desconocidas. Como se encuentra que ambas fuerzas se alejan del 
nodo D, los elementos DC y DB jalan al pemo y se concluye que am- 
bos estan en tension. 

Despues se considera el nodo C, cuyo diagrama de cueipo libre se 
muestra en la figura 6.8. Se observa que tanto F CD como F CA son co- 
noeidas a partir del analisis de los nodos anteriores y que solo F CB es 
desconocida. Como el equilibrio de cada perno proporciona suficien- 
te information para determinar dos incognitas, se obtiene una compro- 
bacion del analisis realizado en este nodo. Se dibuja el triangulo de 
fuerzas y se determina la magnitud y el sentido de F CB . Como F CB es- 
ta dirigida hacia el nodo C, el elemento CB empuja al perno C y, por 
tanto, esta en compresion. La comprobacion se obtiene al verificar que 
la fuerza F CB y el elemento CB son paralelos. 

En el nodo B todas las fuerzas son conocidas. Puesto que el per- 
no correspondiente esta en equilibrio, el triangulo de fuerzas debe ce- 
rrar, obteniendose de esta forma una comprobacion adicional del ana- 
lisis realizado. 

Es importante senalar que los poligonos de fuerza mostrados en la 
figura 6.8 no son unicos. Cada uno de ellos podria reemplazarse por una 
configuration alterna. Por ejemplo, el triangulo de fuerzas corres- 
pondiente al nodo A podria dibujarse como el de la figura 6.9. El trian- 
gulo mostrado en la figura 6.8 se obtuvo dibujando las tres fuerzas R A , 
F ac y F ad uniendo la parte terminal de una con la parte inicial de otra, 
en el orden en el que se encuentran sus lineas de action, al realizar un 
desplazamiento en el sentido del movimiento de las manecillas del re- 
loj, alrededor del nodo A. Los otros poligonos de fuerzas en la figura 6.8 
se dibujaron de la misma forma, por ello se pueden reunir en un solo 
diagrama, como se ilustra en la figura 6.10. Un diagrama de este tipo, 
conoeido como diagrama de Maxwell, facilita en gran medida el andli- 
sis grafico de problemas que involucran armaduras. 


*6.5. NODOS BAJO CONDICIONES ESPECIALES DE CARGA 

Observe la figura 6.11 a, en la cual el nodo conecta a cuatro elementos 
que estan ubicados sobre dos lineas rectas que se intersecan. El dia- 
grama de cuerpo libre de la figura 6. 1 lb muestra que el perno A esta 
sujeto a dos pares de fuerzas directamente opuestas. Por tanto, el poli- 
gono de fuerzas debe ser un paralelogramo (figura 6.11c) y las fuerzas 
en elementos opuestos deben ser iguales. 



a) 

Figura 6.11 


b) 


c) 


A continuation considere la figura 6.12 a, en la cual el nodo mostra- 
do conecta tres elementos y soporta una carga P. Dos de los elementos 
se encuentran ubicados sobre la misma linea y la carga P actua a lo largo 
del tercer elemento. El diagrama de cuerpo libre del perno A y el poli- 
gono de fuerzas correspondiente seran como se muestran en la figura 
6.11b y c, reemplazando a F AE por la carga P. Por tanto, las fuerzas en 
los clos elementos opuestos deben ser iguales y lafuerza en el otro elemen- 
to debe ser igual a P. En la figura 6. 12b se muestra un caso de especial 
interes, en el que no hay una fuerza externa aplieada en el nodo, se tie- 
ne que P = 0, y la fuerza en el elemento AC es igual a cero. Por tanto, se 
dice que el elemento AC es un elemento de fuerza cero. 

Considere aliora un nodo que conecta solo dos elementos. A partir de 
la section 2.9 se sabe que una particula sobre la que actuan dos fuerzas 
estara en equilibrio si las dos fuerzas tienen la misma magnitud, la misma 
linea de action y sentidos opuestos. En el caso del nodo de la figura 6. 13 a, 
el cual conecta a dos elementos AB y AD que se encuentran sobre la mis- 
ma linea, las fuerzas en los dos elementos deben ser iguales para que el per- 
no A este en equilibrio. En el caso del nodo de la figura 6. 13b, el pemo A 
no puede estar en equilibrio a menos que las fuerzas en ambos elementos 
sean iguales a cero. Por tanto, los elementos conectados como se muestra 
en la figura 6.13b deben ser elementos de fuerza cero. 

La identification de los nodos que se encuentran bajo las condieio- 
nes especiales de carga mencionadas en los parrafos anteriores, permiti- 
ra que el analisis de una armadura se lleve a cabo mas rapido. Por ejem- 
plo, considere una armadura tipo Howe cargada, como se muestra en la 
figura 6.14; todos los elementos representados por lineas en color seran 
reconoeidos como elementos de fuerza cero. El nodo C conecta a tres 
elementos, dos de los cuales se encuentran sobre la misma linea y no es- 
ta sujeto a cargas externas; por tanto, el elemento BC es un elemento de 
fuerza cero. Si se aplica el mismo razonamiento al nodo K, se encuentra 
que el elemento JK tambien es un elemento de fuerza cero. Ahora, el no- 
do J esta en la misma situation que los nodos C y K, entonces el elemen- 
to IJ debe ser un elemento de fuerza cero. La observation de los nodos 
C, J y K revela que las fuerzas en los elementos AC y CE son iguales, las 
fuerzas en los elementos HJ y JL son tambien iguales, asi como las fuer- 
zas en los elementos IK y KL. Regresando la atencion al nodo J, donde 
la carga de 20 kN y el elemento HI son colineales, se observa que la fuer- 
za en el elemento HI es de 20 kN (tension) y que las fuerzas en los ele- 
mentos GI e IK son iguales. De esta manera, se concluye que las fuerzas 
en los elementos GI, IK y KL son iguales. 

Se debe observar que las condiciones descritas en el parrafo ante- 
rior no pueden aplicarse a los nodos B y D de la figura 6.14 y seria erro- 
neo suponer que la fuerza en el elemento DE es de 25 kN o que las fuer- 
zas en los elementos AB y BD son iguales. Las fuerzas en estos elemen- 
tos y en los restantes se encuentran con el analisis de los nodos A, B , D, 
E, F, G, H y L en la forma habitual. Por tanto, hasta que se este familia- 
rizado con las condiciones que permiten aplicar las reglas establecidas en 
esta section, se debe dibujar el diagrama de cuerpo libre de todos los per- 
nos y escribir las ecuaciones de equilibrio correspondientes (o dibujar 
los poligonos de fuerzas correspondientes) sin importar si los medios 
considerados se encuentran bajo una de las condiciones especiales de 
carga que se describieron anteriormente. 

Un comentario final en relation con los elementos de fuerza cero: 
estos elementos no son inutiles. Por ejemplo, a pesar de que los ele- 
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a) b) 

Figura 6.12 




Figura 6.13 




Fotografia 6.4 Las armaduras 
tridimensionales o espaciales se usan 
para las torres de transmision de energia 
electrica y senales en estructuras de techo 
y para aplicaciones a naves espaciales, 
como en los componentes de la Estacion 
Espacial Internacional. 
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jo las condiciones mostradas, es probable que los mismos elementos 
podrian soportar alguna si se cambiaran las condiciones de carga. Ade- 
mas, incluso en el caso considerado, estos elementos son necesarios pa- 
ra soportar el peso de la armadura y para mantener a esta ultima con 
la forma deseada. 


*6.6. ARMADURAS EN EL ESPACIO O ESPACIALES 


c 



c 



Figura 6.15 


Cuando varios elementos rectos se unen en sus extremos para formar 
una configuration tridimensional, la estructura obtenida recibe el nom- 
bre de armadura en el espacio o espacial. 

En la section 6.3 se establecio que la mayorfa de las armaduras rf- 
gidas bidimensionales elementales consistian de tres elementos unidos 
en sus extremos para formar los lados de un triangulo; al agregar dos 
elementos a esta configuration basica y conectandolos en un nuevo no- 
do, se obtiene una estructura rfgida mas grande, la cual fue definida 
como una armadura simple. En forma similar, la armadura rfgida basi- 
ca en el espacio esta constituida por seis elementos unidos en sus ex- 
tremos para formar los lados de un tetraedro ABCD (figura 6.15a). Si 
se agregan tres elementos a esta configuration basica, como los ele- 
mentos AE, BE y CE, uniendolos a los tres nodos existentes y conec- 
tandolos en un nuevo nodo, 1 se puede obtener una estructura rfgida 
mas grande, la cual se define como una armadura simple en el espacio 
(figura 6.15b). Observe que el tetraedro basico tiene seis elementos y 
cuatro nodos y que cada vez que se agregan tres elementos el nume- 
ro de nodos se incrementa en uno, se eoncluye que en una armadura 
espacial simple el numero total de elementos es m = 3n — 6, donde n 
es el numero total de nodos. 

Si una armadura espacial debe tener restriction completa y si las 
reacciones en sus apoyos deben ser estaticamente determinadas, los 
apoyos deben consistir en una combination de bolas, rodillos y rotulas 
que proporcionen un total de seis reacciones desconocidas (vease sec- 
cion 4.9). Estas reacciones desconocidas se determinan al resolver las 
seis ecuaciones que expresan que la armadura tridimensional esta en 
equilibrio. 

A pesar de que los elementos de una armadura en el espacio es- 
tan unidos por conexiones soldadas o remachadas, se supone que cada 
nodo consiste en una conexion tipo rotula. Por tanto, no se aplicara 
ningun par a los elementos de la armadura y cada elemento puede tra- 
tarse como un elemento sometido a la action de dos fuerzas. Las con- 
diciones de equilibrio para cada nodo estaran expresadas por las tres 
ecuaciones = 0, = 0 y Ely = 0. Entonces, en el caso de una 

armadura simple en el espacio que contiene n nodos, escribir las con- 
diciones de equilibrio para cada nodo proporcionara un total de 3n 
ecuaciones. Como m = 3n — 6, estas ecuaciones seran suficientes pa- 
ra determinar todas las fuerzas desconocidas (las fuerzas en los rn ele- 
mentos y las seis reacciones en los apoyos). Sin embargo, para evitar la 
necesidad de resolver ecuaciones simultaneas, se debe tener cuidado 
en seleccionar nodos en un orden tal que ninguno involucre mas de 
tres fuerzas desconocidas. 


*Los cuatro nodos no deben estar localizados en un piano. 


PROBLEMA RESUELTO 6.1 


2 000 lb 1 000 lb 



Con el uso del metodo de los nodos, determine la fuerza en cada uno de los 
elementos de la armadura mostrada. 



SOLUCION 


Cuerpo libre: armadura completa. Se dibuja un diagrama de cuer- 
po libre de toda la armadura. Las fuerzas que actuan en este cuerpo libre 
consisten en las cargas aplicadas y en las reacciones en C y en E. Se escri- 
ben las ecuaciones de equilibrio siguientes. 


+"j 2M C = 0: 


^F x = 0 : 


(2 000 lb)(24 ft) + (1 000 lb)(12 ft) - E( 6 ft) = 0 
E = +10 000 lb E = 10 000 lb| 

C x = 0 


+ t = 0: 


-2 000 lb - 1 000 lb + 10 000 lb + Cy = 0 

C y = -7 000 lb Cy = 7 000 lb 4 


1 2 000 11 ) 


U F 

5 


4 




Cuerpo libre: nodo A. El nodo sujeto a dos fuerzas desconocidas, 
esto es, a las fuerzas ejercidas por los elementos AB y AD. Se usa un trian- 
gulo de fuerzas para determinar F AB y F AD . Se observa que el elemento AB 
jala al nodo y, por tanto, dicho elemento esta en tension. Ademas, el ele- 
mento AD empuja al nodo y, por tanto, dicho elemento esta en compresion. 
Las magnitudes de las dos fuerzas se obtienen a partir de la proportion 

2 000 Ih _ Fab _ F AD 
4 3 5 


F ab = 1 500 lb T ◄ 
F ad = 2 500 lb C ◄ 






Cuerpo libre: nodo D. Como la fuerza ejercida por el elemento AD 
ya se determino, ahora solo se tienen dos incognitas involucradas con este 
nodo. De nuevo se usa un triangulo de fuerzas para determinar las fuerzas 
desconocidas en los elementos DB y DE. 


F db = F da F DB = 2 500 1br ◄ 

F D e = 2 (|)Fda 
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1 000 lb 


F BA = 1 500 lb-^ 



F BD = 2 500lb F BE 


Cuerpo Iibre: nodo B. Como en este nodo actuan mas de tres fuerzas, 
se determinan las dos fuerzas desconocidas F BC y F BE resolviendo las ecua- 
ciones de equilibrio 2F X = 0 y XF (/ = 0. De manera arbitraria se supone que 
ambas fuerzas desconocidas actuan hacia fuera del nodo, esto es, que los ele- 
mentos estan en tension. El valor positivo obtenido para F BC indica que la 
suposicion hecha fue correcta, por tanto, el elemento BC esta en tension. El 
valor negativo de F BE indica que la suposicion hecha fue incorrecta, por tanto, 
el elemento BE esta en compresion. 


+ 1 2F V = 0: - 1 000 - |(2 500) - ~F BE = 0 

F be = “3 750 lb F BE = 3 750 lb C ◄ 


-±»2F X = 0: F bc - 1 500 - f(2 500) - f (3 750) = 0 

F bc = +5 250 lb F bc = 5 250 lb T ◄ 


F bb = 3 750 lb F £C 



E = 10 000 lb 


Cuerpo libre: nodo E. Se supone que la fuerza desconocida F EC ac- 
tua hacia fuera del nodo. Si se suman las componentes x, se escribe 


= 0: |F ec + 3 000 + |(3 750) = 0 

F ec = —8 750 lb F ec = 8 750 lb C ◄ 


A1 sumar las componentes y, se obtiene una comprobacion de los calcu- 
los realizados 


+ | 2F y = 10 000 - |(3 750) - |(8 750) 

= 10 000 — 3 000 — 7 000 = 0 (queda comprobado) 



F ce = 8 750 lb 


Cuerpo libre: nodo C. Con los valores de F CB y F CE , calculados pre- 
viamente, se pueden determinar las reacciones C x y C„ considerando el equi- 
librio de este nodo. Como dichas reacciones ya se determinaron a partir del 
equilibrio de toda la armadura, se obtendran dos verificaciones de los calcu- 
los realizados. Tambien se pueden usar los valores calculados de todas las 
fuerzas que actuan sobre el nodo (fuerzas en los elementos y reacciones) y 
comprobar que este se encuentra en equilibrio: 
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-h>XF x = —5 250 + f(8 750) = —5 250 + 5 250 = 0 (queda comprobado) 
+ T2 F v = -7 000 + |(8 750) = -7 000 + 7 000 = 0 (queda comprobado) 


RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se aprendio a utilizar el metodo de los nodos para determinar las fuerzas en 
los elementos de una armadura simple, esto es, en una armadura que se puede construir a 
partir de una armadura triangular basica a la que se agregan dos nuevos elementos a la vez 
conectados a un nuevo nodo. 

La solucion constara de los siguientes pasos: 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura y utilizarlo para de- 
terminar las reacciones en los apoyos. 

2. Localizar un nodo que conecte solo dos elementos y dibujar un diagrama de 
cuerpo libre de su perno. Este diagrama de cuerpo libre sirve para determinar la fuerza 
desconocida en cada uno de los elementos. Si solo estan involucradas tres fuerzas (las dos 
fuerzas desconocidas y una fuerza conocida), probablemente se encontrara que es mas 
conveniente dibujar y resolver el triangulo de fuerzas correspondiente. Si estan involucradas 
mas de tres fuerzas, se deben escribir y resolver las ecuaciones de equilibrio para el perno, 
XF V = 0 y 2F, 7 = 0, suponiendo que los elementos estan en tension. Una respuesta positiva 
significa que el elemento esta en tension y una respuesta negativa se refiere a que el elemento 
esta en compresion. Una vez que se han encontrado las fuerzas, se deben introducir sus valores 
en un croquis de la armadura, con una T para indicar tension y una C para indicar compresion. 

3. Despues, se debe localizar un nodo en el cual solo las fuerzas en dos de los ele- 
mentos que se conectan a este aun son desconocidas. Se debe dibujar el diagrama de 
cuerpo libre del perno y utilizarlo como se indico en el punto anterior para determinar las 
dos fuerzas desconocidas. 

4. Se debe repetir este procedimiento hasta que las fuerzas en todos los elementos 
de la armadura hayan sido determinadas. Como previamente se usaron las tres ecuacio- 
nes de equilibrio asociadas con el diagrama de cuerpo libre de toda la armadura para deter- 
minar las reacciones en los apoyos, se tendran tres ecuaciones adicionales. Estas ecuaciones 
sirven para comprobar que los calculos se realizaron en forma correcta. 

5. Es importante senalar que la seleccion del primer nodo no es unica. Una vez que 

se han determinado las reacciones en los apoyos de la armadura, se selecciona cualquiera 
de los nodos como punto de partida para el analisis. En el problema resuelto 6.1 se comenzo 
en el nodo A y se procedio, de manera consecutiva, con los nodos D, B, E y C; sin embargo, 
tambien se pudo haber comenzado en el nodo C y proceder despues con los nodos E, B, D 
y A. Por otra parte, una vez que se ha seleccionado el primer nodo, en algunos casos se 
puede llegar a un punto en el analisis a partir del cual ya no es posible continuar. En ese 
caso se debe comenzar de nuevo a partir de otro nodo para terminal' la solucion del pro- 
blema. 

Tenga en mente que el analisis de una armadura simple siempre se puede realizar me- 
diante el metodo de los nodos. Tambien recuerde que es util bosquejar la solucion antes de 
iniciar con cualquier calculo. 
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Problemas 


6.1 a 6.8 Utilice el metodo de los nodos para determinar la fuerza en 
cada elemento de las armaduras que se muestran en las figuras. Establezca 
si los elementos estan en tension o en compresion. 







A B 
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6.9 Determine la fuerza en cada elemento de la armadura Pratt para 
techo que se muestra en la figura. Establezca si los elementos estan en ten- 
sion o en compresion. 



6.1 0 Determine la fuerza en cada elemento de la armadura para ven- 


1.5 m 

1.5 m 

1.5 m 

1.5 m 

1.5 m 

1.5 m 

tilador de techo que se muestra en la figura. Establezca si los elementos es- 
tan en tension o en compresion. 

lkN 

2kN 

2kN 

E ' 

2kN 

' 

2kN 

2kN 

6 1 Determine la fuerza en cada elemento de la armadura Howe para 


d' 



'f 


techo que se muestra en la figura. Establezca si los elementos estan en ten- 
sion o en compresion. 

a' 

b\ 

'J-SS 





Jh 


6001b 


600 lb 


300 lb 



Figura P6.10 


Figura P6.11 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura Gambrel i 

para techo que se muestra en la figura. Establezca si los elementos estan en In- 

tension o en compresion. 


600 lb 


600 lb 


600 lb 



8 ft 

Figura P6.12 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura que se 
muestra en la figura. 
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6.15 Determine la fuerza en cada elemento de la armadura Warren 
para puente que se muestra en la figura. Establezca si los elementos estan 
en tension o en compresion. 



Figura P6.15 



1 kN 



2 m 


2 m 


2 m 


2 m 


2 in 


2 m 


Figura P6.19 y P6.20 


in 

m 

m 

m 

m 


Retome el problema 6.15, y ahora suponga que se elimina la carga 
aplicada en E. 

6 . 1 En la armadura Howe invertida para techo que se muestra en la 
figura, determine la fuerza en el elemento DE y en cada uno de los elementos 
localizados a la izquierda de DE. Ademas, establezca si los elementos estan 
en tension o en compresion. 

6.18 En la armadura Howe invertida para techo que se muestra en la 
figura, determine la fuerza en cada uno de los elementos localizados a la de- 
recha del elemento DE. Ademas, establezca si los elementos estan en ten- 
sion o en compresion. 

6.19 En la armadura de tijeras para techo que se muestra en la figura, 
determine la fuerza en cada uno de los elementos localizados a la izquierda 
del elemento FG. Ademas, establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. 

6.20 En la armadura de tijeras para techo que se muestra en la figura, 
determine la fuerza en el elemento FG y en cada uno de los elementos lo- 
calizados a la derecha de FG. Ademas, establezca si los elementos estan en 
tension o en compresion. 

6.21 En la armadura para techo de estudio que se muestra en la fi- 
gura, determine la fuerza en cada uno de los elementos localizados a la iz- 
quierda de la linea FGFl. Ademas, establezca si los elementos estan en ten- 
sion o en compresion. 



6.22 En la armadura para techo de estudio que se muestra en la fi- 
gura, determine la fuerza en el elemento FG y en cada uno de los elemen- 
tos localizados a la derecha de FG. Ademas, establezca si los elementos es- 
tan en tension o en compresion. 
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6.23 En la armadura abovedada para techo que se muestra en la fi- 
gura, determine la fuerza en cada uno de los elementos que conectan los no- 
dos del A al F. Ademas, establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. 

1.6 m 1.6 m 1.6 m 1.6 m 1.6 m 1.6 m 



Figura P6.24 

Para la torre y las cargas del problema 6.24, ahora se sabe que 
F C h — F E j = 1.2 kN C y F EH = 0, determine la fuerza en el elemento FIJ 
y en cada uno de los elementos localizados entre FIJ y NO. Ademas, esta- 
blezca si los elementos estan en tension o en compresion. 

6.26 Retome el problema 6.24, y ahora suponga que los cables que 
cuelgan del lado dereclio de la torre se caen al suelo. 

6.27 Determine la fuerza en cada elemento de la armadura que se 
muestra en la figura. Establezca si los elementos estan en tension o en com- 
presion. 

6.28 Determine la fuerza en cada elemento de la armadura que se 
muestra en la figura. Establezca si los elementos estan en tension o en com- 
presion. 




Figura P6.28 


302 Analisis de estructuras 


6.29 Determine si las armaduras de los problemas 6.31a), 6.32a) y 
6.33a) son armaduras simples.) 




6.30 Determine si las armaduras de los problemas 6.31b), 6.32b 
y 6.33b) son armaduras simples. 

6.31 Para las cargas dadas, determine los elementos de fuerza cero en 
cada una de las dos armaduras que se muestran en la figura. 

6.32 Para las cargas dadas, determine los elementos de fuerza cero en 
cada una de las dos armaduras que se muestran en la figura. 




Figura P6.32 


6.33 Para las cargas dadas, determine los elementos de fuerza cero en 
cada una de las dos armaduras que se muestran en la figura. 




a) 

Figura P6.33 


b) 


Determine los elementos de fuerza cero en la armadura a) del 
problema 6.23, b) del problema 6.28. 
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*6.35 La armadura que se muestra en la figura consta de seis ele- 
mentos y se sostiene mediante un eslabon corto en A, dos eslabones cortos 
en B y una rotula D. Determine la fuerza en cada uno de los elementos para 
la carga dada. 



*6.36 La armadura que se muestra en la figura consta de seis ele- 
mentos y se sostiene mediante una rotula en B, un eslabon corto en C y dos 
eslabones cortos en D. Determine la fuerza en cada uno de los elementos 
para P = (-2 184 N)j y Q = 0. 

*6.37 La armadura que se muestra en la figura consta de seis ele- 
mentos y se sostiene mediante una rotula en B, un eslabon corto en C y dos 
eslabones cortos en D. Determine la fuerza en cada uno de los elementos 
para P = 0 y Q = (2 968 N)i. 

*6.38 La armadura que se muestra en la figura consta de nueve ele- 
mentos y se sostiene mediante una rotula en A, dos eslabones cortos en B y 
un eslabon corto en C. Para la carga dada, determine la fuerza en cada uno 
de los elementos. 



Figura P6.36 y P6.37 



Figura P6.38 

*6.39 La armadura que se muestra en la figura consta de nueve ele- 
mentos y se sostiene mediante una rotula en B, un eslabon corto en C y dos 
eslabones cortos en D. a) Verifique que es una armadura simple, que esta 
completamente restringida y que las reacciones en sus apoyos son estatica- 
mente determinadas. b) Determine la fuerza en cada uno de los elementos 
para P = (-1 200 N)j y Q = 0. 



Figura P6.39 


'6.40 Retome el problema 6.39 para P = 0 y Q = (—900 N)k. 
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(240 lb) k 


Figura P6.41 y P6.42 




b ) 

Figura 6.16 


* 6.41 La armadura que se muestra en la figura consta de 18 elemen- 
tos y se sostiene mediante una rotula en A, dos eslabones cortos en B y un 
eslabon corto en G. a ) Verifique que la armadura es simple, que esta com- 
pletamente restringida y que las reacciones en sus apoyos son estaticamente 
determinadas. b) Para las cargas aplicadas determine la fuerza en cada uno 
de los seis elementos que se unen en el nodo E. 

* 6.42 La armadura que se muestra en la figura consta de 18 elemen- 
tos y se sostiene mediante una rotula en A, dos eslabones cortos en B y un 
eslabon corto en G. a) Verifique que la armadura es simple, que esta com- 
pletamente restringida y que las reacciones en sus apoyos son estaticamente 
determinadas. b) Para las cargas aplicadas determine la fuerza en cada uno 
de los seis elementos que se unen en el nodo G. 


6.7. ANALISIS DE ARMADURAS POR EL METODO 
DE SECCIONES 

El metodo de los nodos es el mas eficiente cuando se deben determinar 
las fuerzas en todos los elementos de una armadura. Sin embargo, si so- 
lo se desea encontrar la fuerza en un elemento o en un mimero muy re- 
ducido de elementos, el metodo de secciones es el mas eficiente. 

Suponga que se desea determinar la fuerza en el elemento BD de 
la armadura que se muestra en la figura 6.16 a. Para llevar a cabo esta 
tarea, se debe determinar la fuerza con la cual el elemento BD actua 
sobre el nodo B o sobre el nodo D. Si se utilizara el metodo de los no- 
dos, se seleccionarfa al nodo B o til nodo D como el cuerpo libre. Sin 
embargo, tambien se selecciona como cuerpo libre a una portion mas 
grande de la armadura, compuesta por varios nodos y elementos, siem- 
pre y cuando la fuerza deseada sea una de las fuerzas externas que ac- 
tuan sobre dicha portion. Ademas, si se selecciona la portion de la ar- 
madura de rnanera que solamente se tenga un total de tres fuerzas 
desconocidas actuando sobre la misma, la fuerza deseada se puede ob- 
tener al resolver las ecuaciones de equilibrio para la portion de la ar- 
madura en cuestion. En la practica, la portion de la armadura que de- 
be utilizarse se obtiene pasando una seccion a traves de tres elementos 
de la armadura, de los cuales uno debe ser el elemento deseado, esto 
es, dicha portion se obtiene dibujando una linea que divida a la arma- 
dura en dos partes completamente separadas pero que no interseque 
a mas de tres elementos. Cualquiera de las dos porciones de la arma- 
dura que se obtenga despues de que los elementos intersecados han 
sido removidos puede utilizarse como el cuerpo libre. f 

En la figura 6.16 a se ha pasado la seccion nn a traves de los ele- 
mentos BD, BE y CE y se ha seleccionado la portion ABC de la arma- 
dura como el cuerpo libre (figura 6.16b). Las fuerzas que actuan sobre 
el diagrama de cuerpo libre son las cargas Pi y P 2 que estan aplicadas 
en los puntos A y B y las tres fuerzas desconocidas F BD , F B£ y F C£ . 
Como no se sabe si los elementos removidos estaban en tension o com- 
presion, de rnanera arbitraria se dibujaron las tres fuerzas alejandose 
del cuerpo libre como si los elementos estuvieran en tension. 


f En el analisis de ciertas armaduras, se pasan secciones que intersectan a mas de tres 
elementos; entonces se pueden determinar las fuerzas en uno, o posiblemente en dos, de 
los elementos intersectados si se pueden encontrar ecuaciones de equilibrio que involucren 
unicamente a una incognita (veanse los problemas 6.61 a 6.64). 


El hecho de que el cue mo rigido ABC esta en equilibrio se puede 6 - 8 - Armaduras formadas por varias 305 
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expresar con tres ecuaciones, las cuaies pueden resolverse para encon- 

trar tres fuerzas desconocidas. Si solo se desea determinar la fuerza 
F bd , solo se necesita escribir una ecuacion, siempre y cuando dicha 
ecuacion no contenga a las otras incognitas. Por tanto, la ecuacion 
= 0 proporciona el valor de la magnitud F BD de la fuerza F BD 
(figura 6.16b). Un signo positivo en el resultado indicara que la su- 
posicion original en relation con el sentido de F BD fue correcta y que 
el elemento BD esta en tension; un signo negativo indicara que la su- 
posicion original fue incorrecta y que BD esta en compresion. 

Por otra parte, si solo se desea encontrar la fuerza F C e, se debe es- 
cribir una ecuacion que no involucre a F BD o a F BE ; en este caso, la ecua- 
cion apropiada es 2M B = 0. Un signo positivo para la magnitud F CE de 
la fuerza deseada muestra que la suposicion hecha fue correcta, esto es, 
que el elemento esta en tension y un signo negativo indica que la supo- 
sicion fue incorrecta, esto es, que el elemento esta en compresion. 

Si solo se desea encontrar la fuerza F BE , la ecuacion apropiada es 
= 0. De nuevo, a partir del signo del resultado se determina si el 
elemento esta en tension o en compresion. 

Cuando se determina unicamente la fuerza de un solo elemento, 
no se tiene disponible una forma independiente de comprobar los 
calculos realizados. Sin embargo, cuando se han determinado todas las 
fuerzas desconocidas que actuan sobre el cuerpo lib re, se pueden ve- 
rificar los calculos escribiendo una ecuacion adicional. Por ejemplo, si 
F b o, F be y F ce se determinan de la manera senalada en los parrafos 
anteriores, los calculos pueden comprobarse verificando que '2F X = 0. 

*6.8. ARMADURAS FORMADAS POR VARIAS 
ARMADURAS SIMPLES 

Considere dos armaduras simples ABC y DEF. Siestas armaduras estan 
conectadas por tres barras BD, BE y CE, como se muestra en la figura 
6.17a, entonces formaran en conjunto una armadura rfgida ABDF. Las 
armaduras ABC y DEF tambien se pueden combinar en una sola arma- 
dura rfgida uniendo los nodos B y D en un solo nodo B y conectando los 
nodos CyE por medio de una barra CE (figura 6. 17b). La armadura que 
se obtiene de esta forma se conoce como una armadura Fink. Se debe 
senalar que las armaduras de la figura 6.17a y b no son armaduras sim- 
ples; estas no se pueden construir a partir de una armadura triangular a 
la que se agregan sucesivamente pares de elementos en la forma descri- 
ta en la section 6.3. Sin embargo, estas armaduras son rfgidas, como se 
verifica al comparar los sistemas de conexiones empleados para mante- 
ner juntas las armaduras simples ABC y DEF (tres barras en la figura 
6.17ay un perno y una barra en la figura 6.17b) con los sistemas de apo- 
yos presentados en las secciones 4.4 y 4.5. Las armaduras que estan be- 



Figura 6.17 
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B D 



a) 


Figura 6.17 ( repetida ) 


B D 



Figura 6.18 


B 


chas a partir de varias armaduras simples conectadas rfgidamente se co- 
nocen como armaduras compuestas. 

En una armadura compuesta, el numero de elementos m y el nu- 
mero de nodos n aun estan relacionados por la formula m = 2n — 3. 
Esto puede corroborarse observando que, si una armadura compuesta 
esta apoyada por un perno sin friction y un rodillo (involucrando asf 
tres reacciones desconocidas), el numero total de incognitas es m + 3 
y dicho numero debe ser igual al numero In de ecuaciones que se ob- 
tienen al expresar que los n pernos estan en equilibrio; por tanto 
se concluye que m = 2n — 3. Las armaduras compuestas que estan 
apoyadas por un perno y un rodillo, o por un sistema equivalente de 
apoyos, son estaticamente determinadas, rigidas y completamente res- 
tringidas. Esto se refiere a que todas las reacciones desconocidas y las 
fuerzas en todos los elementos pueden determinarse mediante los me- 
todos de la estatica y que la armadura no se colapsara ni se movera. 
Sin embargo, no todas las fuerzas en los elementos se pueden deter- 
minar por el metodo de los nodos, a menos que se resuelva un gran 
numero de ecuaciones simultaneas. Por ejemplo, en el caso de la ar- 
madura compuesta de la figura 6.17a, es mas eficiente pasar una sec- 
cion a traves de los elementos BD, BE y CE para determinar las fuer- 
zas en los mismos. 

Ahora suponga que las armaduras simples ABC y DEF estan co- 
nectadas por cuatro barras BD, BE, CD y CE (figura 6.18). Ahora, el 
numero de elementos m es mayor que 2 n — 3; por tanto, resulta una 
armadura hiperestatica y se dice que uno de los cuatro elementos BD, 
BE, CD o CE es redundante. Si la armadura esta apoyada por un per- 
no en A y por un rodillo en F, el numero total de incognitas es m + 3. 
Como m > 2 n — 3, ahora el numero m + 3 de incognitas es mayor que 
el numero 2 n de ecuaciones independientes que se tienen disponibles; 
en consecuencia, la armadura es estaticamente indeterminada. 

Por ultimo, supongase que las dos armaduras simples ABC y DEF 
estan unidas por un perno, como se muestra en la figura 6.19a. El nu- 
mero de elementos m es menor que 2 n — 3. Si la armadura esta apo- 
yada por un perno en A y un rodillo en F, el numero total de incogni- 
tas es m + 3. Como m < 2 n — 3, ahora el numero m + 3 de incognitas 
es menor que el numero 2 n de ecuaciones de equilibrio que se deben 
cumplir; por tanto, la armadura no es rigida y se colapsara bajo su pro- 
pio peso. Sin embargo, si se usan dos pernos para apoyarla, la armadu- 
ra se vuelve rigida y no se colapsara (figura 6.19b). Ahora se observa 
que el numero total de incognitas es m + 4 y es igual al numero 2 n de 
ecuaciones. En terminos mas generales, si las reacciones en los apoyos 
involucran r incognitas, la condition para que una armadura compues- 
ta sea estaticamente determinada, rigida y por complete) restringida es 
m + r = 2n. Sin embargo, aunque esta condition es necesaria, no es 
suficiente para el equilibrio de una estructura que deja de ser rigida 
cuando se separa de sus apoyos (vease section 6.11). 

B 



a) 


b ) 


Figura 6.19 


PROBLEMA RESUELTO 6.2 


28 laps 28 kips 



28 kips 28 laps SOLUCION 


A 

J 

ic - 

J 

ic , 

S i+kips |jl lre; armadura comnleta. Se dibuia un diagram a de cuer- 

t 

10 ft 
! B 

/ 

/ 

/ 

/ 

J 

J 

'ft ft* 

po libre de toda la armadura; las fuerzas extemas que actuan sobre este cuer- 
po libre consisten en las cargas aplicadas y las reacciones en B y J. Se escri- 
ben las siguientes ecuaciones de equilibrio. 

+"j 2 M b = 0: 

B* , 

By 

, D 

ft* 

F 

‘ ft ft * 

H 

‘ Q ff * 

1 

ft* 


— (28 kips)(8 ft) — (28 kips)(24 ft) — (16 kips)(10 ft) + /( 32 ft) = 0 

J = +33 kips J = 33 kipsf 



B x = —16 kips B x = 16 kips*— 


(16 kips)(10 ft) - B y ( 32 ft) = 0 
By = +23 kips B ;/ = 23 kipsf 


28 kips 



f g / I K 



Fuerza en el elemento EF. Se pasa la seccion nn a traves de la ar- 
madura de manera que solo interseque al elemento EF y a otros dos elernen- 
tos adicionales. Despues de que se han removido los elementos interseca- 
dos, la porcion del lado izquierdo de la armadura se selecciona como el cuerpo 
libre. Se observa que estan involucradas tres incognitas; para eliminar las dos 
fuerzas horizontales, se escribe 

+| 1,Fy = 0: +23 kips — 28 kips — F ef = 0 

F ef = — 5 kips 

El sentido de F ef se selecciono suponiendo que el elemento EF esta en ten- 
sion; el signo negativo obtenido indica que en realidad el elemento esta en 
compresion. 

F ef = 5 kips C 4 

Fuerza en el elemento GI. Se pasa la seccion mm a traves de la ar- 
madura de manera que solo interseque al elemento GI y a otros dos elemen- 
tos adicionales. Despues de que se han removido los elementos interseca- 
dos, se selecciona la porcion del lado derecho de la armadura como el cuerpo 
libre. Otra vez estan involucradas tres fuerzas desconocidas; para eliminar las 
dos fuerzas que pasan a traves del punto H se escribe 


+ r )SM„ = 0: (33 kips)(8 ft) - (16 kips)(10 ft) + F GJ (10 ft) = 0 

F gi = —10.4 kips F OI = 10.4 kips C 4 
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PROBLEMA RESUELTO 6.3 


lkN 



Determine la fuerza en los elementos FH, GH y GI de la armadura para 
techo mostrada en la figura. 


SOLUCION 




Cuerpo libre: armadura completa. A partir del diagrama de cuer- 
po libre para toda la armadura se encuentran las reacciones en Ay L: 

L = 7.50 kN t 


= 0.5333 a = 28.07° 


Fuerza en el elemento GI. Se pasa la section nn a traves de la ar- 
madura, como se muestra en la figura. Con el uso de la portion HLI de la 
armadura como el cuerpo libre, se obtiene el valor de F CI al escribir 


((8 m) = 5.33 m 


+ 12M„ = 0: 


(7.50 kN)(10 m) - (1 kN)(5 m) - F GI ( 5.33 m) = 0 

F G i = +13.13 kN F gi = 13.13 kN T ◄ 


, F fh sen a 



a = 28.07' 


7.50 kN 


Fuerza en el elemento FH. El valor de F fh se obtiene a partir de la 
ecuacion XM G = 0. Se mueve F fh a lo largo de su linea de action hasta que 
actue en el punto F, donde se descompone en sus componentes x y y. Ahora, 
el momento de F fh con respecto al punto G es igual a ( F fh cos a)(8 m). 

+^M g = 0: 

(7,50 kN)(15 m) - (1 kN)(10 m) - (1 kN)(5 m) + ( F fh cos a)(8 m) = 0 

F fh = -13.81 kN F fh = 13.81 kN C ◄ 


Fuerza en el elemento GH. Primero se observa que 



tan /3 = 


GZ 

HI 


1(8 m( 


= 0.9375 


13 = 43.15° 


Entonces, el valor de F GH se determina descomponiendo la fuerza F GH en 
sus componentes x y y en el punto G y al resolver la ecuacion = 0. 


X, - 0: 

7.50 kN 


(1 kN)(10 m) + (1 kN)(5 m) + (F GH cos j8)(15 m) = 0 

F gh = -1.371 kN F GH - 1.371 kN C ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


El metodo de los nodos es el mejor metodo cuando se desean determinar las fuerzas 
en todos los elementos de una armadura simple. Sin embargo, el metodo de secciones 
descrito en esta seccion es mas eficiente cuando se desea encontrar la fuerza en an so- 
lo elemento o las fuerzas en pocos elementos de una armadura simple. El metodo de 
secciones tambien debe emplearse cuando la armadura no es una armadura simple. 

A. Para determinar la fuerza en un elemento dado de una armadura por el 
metodo de secciones, se deben seguir los siguientes pasos: 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura y utilizar di- 
clio diagrama para determinar las reacciones en los apoyos. 

2. Pasar una seccion a traves de tres elementos de la armadura, de los cuales 
debe ser el elemento de interes. Despues de que se han removido estos elemen- 
tos, se obtendran dos porciones separadas de la armadura. 

3. Seleccionar una de las dos porciones de la armadura que se han obte- 
nido y dibujar s u diagrama de cuerpo libre. Dicho diagrama debe incluir tan- 
to a las fuerzas externas aplicadas sobre la portion seleccionada, como a las fuer- 
zas ejercidas sobre esta ultima por los elementos intersecados antes de que dichos 
elementos fueran removidos. 

4. Ahora se pueden escribir tres ecuaciones de equilibria, las cuales se pueden 
resolver para encontrar las fuerzas en los tres elementos intersecados. 

5. Una alternativa consiste en escribir una sola ecuacion, la cual pueda re- 
solverse para la fuerza en el elemento de interes. Para esto, primero se debe ob- 
servar si las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre por los otros dos elementos son 
paralelas o si sus lineas de action se intersecan. 

a) Si las fuerzas son paralelas, estas se pueden eliminar escribiendo una 
ecuacion de equilibrio que involucre componentes en una direccion perpendicular 
a la de estas dos fuerzas. 

b) Si sus lineas de accion se intersecan en un punto H, estas fuerzas pue- 
den eliminarse escribiendo una ecuacion de equilibrio que involucre momentos con 
respecto a H. 

6. Se debe recordar que la seccion que se utilice debe intersecar solo a tres 

elementos. Esto se debe a que las ecuaciones de equilibrio en el paso 4 solo se re- 
suelven para tres incognitas. Sin embargo, se puede pasar una seccion a traves de 
mas de tres elementos con el fin de encontrar la fuerza en uno de los mismos, siem- 
pre y cuando se pueda escribir una ecuacion de equilibrio que contenga solo a di- 
cha fuerza como incognita. Este tipo de situation especial se encontrara en los pro- 
blemas del 6.61 a 6.64. 


( continue ) 
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B. En relation con las armaduras que estdn completamente restringulas y 
determinadas: 

1. Se debe senalar que cualquier armadura simple que estd simplemente 
apoyada es una armadura completamente restringida y determinada. 

2. Para determinar si cualquier otra armadura es completamente restrin- 
gida y determinada o no, primero se debe contar el numero m de sus elemen- 
tos, el numero n de sus nodos y el numero r de las componentes de reaction en 
sus apoyos. Entonces, se debe comparar la suma m + r, que representa el nume- 
ro de incognitas, con el producto 2 n, que representa el numero de ecuaciones de 
equilibrio independientes que se tienen disponibles. 

a) Si m + r < 2n hay menos incognitas que ecuaciones. Por tanto, algunas de 
las ecuaciones no se cumplen; la armadura solo esta parcialmente restringida. 

b ) Si m + r > 2n, bay mas incognitas que ecuaciones. Por tanto, no se pue- 
den determinar algunas de las incognitas; la armadura es indeterminada. 

c) Si m + r = 2n hay tantas incognitas como ecuaciones. Sin embargo, esto 
no significa que pueden determinarse todas las incognitas y cumplirse todas las 
ecuaciones. Para establecer si la armadura es complete o impropiamente restringi- 
da se debe tratar de determinar las reacciones en sus apoyos y las fuerzas en sus 
elementos. Si todas se encuentran, la armadura es completamente restringida y de- 
terminada. 


Problemas 


6.43 Una armadura Warren para puentes se carga en la forma que 
muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos CE , DE y DF. 

6.44 Una armadura Warren para puentes se carga en la forma que 
muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos EG, FG y FH. 

6.45 Determine la fuerza en los elementos BD y DE de la armadura 
que se muestra en la figura. 



Figura P6.43 y P6.44 



6.46 Determine la fuerza en los elementos DG y EG de la armadura 
que se muestra en la figura. 

6.47 Una armadura para piso se carga en la forma que muestra la fi- 
gura. Determine la fuerza en los elementos CF, EF y EG. 


2 kN 4 kN 4 kN 3 kN 2 kN 2 kN 1 kN 



Una armadura para piso se carga en la forma que muestra la fi- 
gura. Determine la fuerza en los elementos FI, HI y HJ. 

6.49 Una armadura de tiro piano para techo se carga en la forma que 
muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos CE, DE y DF. 

6.50 Una armadura de tiro piano para techo se carga en la forma que 
muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos EG, GH y HJ. 
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6.51 Una armadura Howe tipo tijera para techo se carga en la forma 
que muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos DF, DG y EG. 


1.6 kips 



6.52 Una armadura Howe tipo tijera para techo se carga en la forma 
que muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos GI , HI y HJ. 

6.53 Una armadura Pratt para techo se carga en la forma que mues- 
tra la figura. Determine la fuerza en los elementos CD, DE y DF. 


3kN 



6.54 Una armadura Pratt para techo se carga en la forma que mues- 
tra la figura. Determine la fuerza en los elementos FH, FI y GI. 

6.55 Determine la fuerza en los elementos AD, CD y CE de la arma- 
dura que se muestra en la figura. 




Determine la fuerza en los elementos DG, FG y FH de la arma- 
dura que se muestra en la figura. 

6.57 Una armadura para techo de estadio se carga en la forma que 
muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos AB, AG y FG. 

6.58 Una armadura para techo de estadio se carga en la forma que 
muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos AE, EF y FJ. 
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6 . 5 : Una armadura polinesia, o de dos tiros, para techo se carga en la 

forma que muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos DF, EF 
y EG. 



6.60 Una armadura polinesia, o de dos tiros, para techo se carga en la 
forma que muestra la figura. Determine la fuerza en los elementos HI, GI y 

GJ- 


6.61 Determine la fuerza en los elementos AF y EJ de la armadura 
que se muestra en la figura, cuando P = Q = 1.2 kN. ( Sugerencia : Use la 
section aa.) 



6.62 Determine la fuerza en los elementos AF y EJ de la armadura 
que se muestra en la figura, cuando P = 1.2 kN y Q = 0. ( Sugerencia : Use 
la section aa.) 

Determine la fuerza en los elementos EH y GI de la armadura 
que se muestra en la figura. ( Sugerencia : Use la section aa.) 



6.64 Determine la fuerza en los elementos HJ e IL de la armadura 
que se muestra en la figura. ( Sugerencia : Use la section bb.) 


314 6.65 y 6.66 Los elementos diagonales en los paneles centrales de la 

torre de transmision que se muestra en la figura son muy delgados y solo 
pueden actuar en tension; a tales elementos se les conoce como contravien- 
tos. Para las cargas dadas, determine a) cual de los dos contravientos men- 
cionados actua, b) la fuerza en ese contraviento. 

6.65 Contravientos CJ y HE. 

6.66 Contravientos 10 y KN. 


4.8 kips 4.8 kips 4.8 kips 2.4 kips 2.4 kips 




4.8 kips 4.8 kips 4.8 kips 2.4 kips 2.4 kips 



6.67 y 6.6: Los elementos diagonales en los paneles centrales de las 
armaduras que se muestran en las figuras son muy delgados y solo pueden 
actuar en tension; a tales elementos se les conoce como contravientos. De- 
termine las fuerzas en los contravientos que actuan bajo las cargas dadas. 

Clasifique cada una de las estructuras mostradas en la figura como 
completa, parcial o impropiamente restringida; si la estructura esta comple- 
tamente restringida, clasifiquela como estaticamente determinada o indeter- 
minada. (Todos los elementos pueden actuar tanto en tension como en com- 
presion.) 



Figura P6.69 


6.70 a 6.74 Clasifiq ue cada una de las estructuras mostradas en las fi- Problemas 3-, 5 

guras como completa, parcial o impropiamente restringida; si la estructura 
esta completamente restringida, clasiffquela como estaticamente determi- 
nada o indeterminada. (Todos los elementos pueden actuar tanto en tension 
como en compresion.) 



Figura P6.70 



Figura P6.71 



Figura P6.72 



Figura P6.73 



Figura P6.74 
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ARMAZONESY MAQUINAS 


6.9. ESTRUCTURAS QUE CONTIENEN ELEMENTOS 
SUJETOS A FUERZAS MULTIPLES 


D 




D -C x C E 



c ) 


Bajo la denomination de armaduras, bastidores o armazones se con- 
sideran estructuras totalmente constituidas por pernos y elementos 
rectos sujetos a la action de dos fuerzas. Se sabta que las fuerzas que ac- 
tuaban sobre los elementos estaban dirigidas a lo largo de los mismos. 
Aliora se consideraran estructuras en las cuales por lo menos uno de los 
elementos es un elemento sujeto a la accion de fuerzas multiples, esto 
es, un elemento sobre el que actuan tres o mas fuerzas. En general, di- 
chas fuerzas no estaran dirigidas a lo largo de los elementos sobre los 
cuales actuan; su direction es desconocida y, por tanto, se deben repre- 
sentar por dos componentes desconocidas. 

Los armazones y las maquinas son estructuras que contienen ele- 
mentos sometidos a la accion de varias fuerzas. Los armazones estan di- 
senados para soportar cargas y son estructuras estacionarias totalmente 
restringidas. Las maquinas estan disenadas para transmitir y modificar 
fuerzas; estas pueden o no ser estacionarias y siempre tendran partes 
moviles. 

6.10. ANALISIS DE UN ARMAZON 

Como un primer ejemplo del analisis de un armazon, se retomara el 
ejemplo de una grua que soporta determinada earga W que ya fue des- 
crito en la section 6.1 (figura 6.20a). El diagrama de cuerpo libre pa- 
ra la estructura completa se muestra en la figura 6.20 b. Este diagrama 
se puede utilizar para determinar las fuerzas externas que actuan so- 
bre la estructura. Primero, al sumar momentos con respecto a A, se de- 
termina la fuerza T ejercida por el cable; entonces, si se suman com- 
ponentes x y y se determinan las componentes A x y A (/ de la reaction 
en el perno A. 

Con el fin de determinar las fuerzas intemas que mantienen unidas 
a las diversas partes del armazon, este se debe desensamblar y dibujar 
un diagrama de cuerpo libre para cada una de las partes que la consti- 
tuyen (figura 6.20c). Primero se deben considerar los elementos some- 
tidos a la accion de dos fuerzas. En este armazon, el elemento BE es el 
unico sobre el que actuan dos fuerzas. Las fuerzas que actuan en cada 
uno de los extremos de este elemento deben tener la misma magnitud, 
la misma lrnea de accion y sentidos opuestos (section 4.6). Por tanto, di- 
chas fuerzas estan dirigidas a lo largo de BE y se representaran, respec- 
tivamente, por F BE y — F BE . De modo arbitrario, se supondra que su 
sentido es como se muestra en la figura 6.20c; despues, el signo obteni- 
do para la magnitud comun F BE de estas dos fuerzas confirmara o nega- 
ra esta suposicion. 

En seguida se consideran los elementos sometidos a la accion de 
varias fuerzas, los elementos sobre los que actuan tres o mas fuerzas. 
De acuerdo con la tercera ley de Newton, la fuerza ejercida en B por 
el elemento BE sobre el elemento AD debe ser igual y opuesta a la 
fuerza F BE ejercida por AD sobre BE. En forma similar, la fuerza ejer- 
cida en E por el elemento BE sobre el elemento CF debe ser igual y 
opuesta a la fuerza — F BE ejercida por CF sobre BE. Por tanto, las fuer- 
zas que el elemento sometido a la accion de dos fuerzas BE ejerce so- 
bre AD y CF son iguales, respectivamente, a — F BE y F BE ; estas fuer- 


Figura 6.20 


zas tienen la misma magnitud F BE y sentidos opuestos y deben estar 
dirigidas como se muestra en la ligura 6.20c. 

Dos elementos sometidos a la action de varias fuerzas estan co- 
nectados en C. Como no se conocen ni la magnitud ni la direction de 
las fuerzas que actuan en C, dichas fuerzas se representaran por sus 
componentes x y y. Las componentes C x y C y de la fuerza que actua 
sobre el elemento AD seran dirigidas de manera arbitraria hacia la de- 
recha y hacia arriba. De acuerdo con la tercera ley de Newton, las fuer- 
zas ejercidas por el elemento CF sobre AD y las fuerzas ejercidas por 
el elemento AD sobre CF son iguales y opuestas, las componentes de 
la fuerza que actua sobre el elemento CF deben estar dirigidas hacia 
la izquierda y hacia abajo; dichas componentes se representaran, res- 
pectivamente, por — C v y — C y . Si la fuerza C T en realidad esta dirigi- 
da hacia la derecha y la fuerza — C x hacia la izquierda se determinant 
despues, a partir del signo de su magnitud comun C x> un signo positi- 
vo indicara que la suposicion hecha fue correcta y un signo negativo 
indicara que la suposicion fue incorrecta. Los diagramas de cuerpo li- 
bre de los elementos sujetos a la action de fuerzas multiples muestran 
las fuerzas externas que actuan en A, D y F . 1 

Ahora se pueden determinar las fuerzas internas considerando el 
diagrama de cuerpo libre de cualquiera de los dos elementos sometidos 
a la action de varias fuerzas. Por ejemplo, seleccionando el diagrama de 
cuerpo libre correspondiente al elemento CF, se escriben las ecuacio- 
nes SM C = 0, EM e = 0 y ~2F X = 0, las cuales proporcionan, respectiva- 
mente, los valores de las magnitudes F BE , C y y C x . Estos valores se pue- 
den comprobar verificando que el elemento AD tambien se encuentra 
en equihbrio. 

Se debe senalar que en la figura 6.20 se supuso que los pernos for- 
maban una parte integral de uno de los dos elementos que conectaban 
dichos pernos y, por tanto, no fue necesario dibujar sus diagramas de 
cuerpo libre. Esta suposicion siempre se puede utdizar para simplificar 
el analisis de los armazones ylas maquinas. Sin embargo, cuando unper- 
no conecta a tres o mas elementos, o cuando un perno conecta a un apo- 
yo y a dos o mas elementos o cuando se aplica una carga en un perno de- 
be tomarse una decision clara con relation al elemento seleccionado al 
cual se supondra que pertenece el perno. (Si son elementos sujetos a la 
action de fuerzas multiples se debe unir el perno a uno de dichos ele- 
mentos.) Entonces, deben identificarse las diversas fuerzas ejercidas so- 
bre el perno. Esto se ilustra en el problema resuelto 6.6. 

6.11. ARMAZONES QUE DEJAN DE SER RIGIDOS CUANDO 
SE SEPARAN DE SUS SOPORTES 

La grua analizada en la section 6. 10 estaba construida de manera que 
podia mantener la misma forma sin la ayuda de sus apoyos; por tanto, se 

f No es necesario utilizar un signo menos para distinguir a la fuerza ejercida por un ele- 
mento sobre otro de fuerza igual y opuesta ejercida por el segundo elemento sobre el prime- 
ro, puesto que ambas fuerzas pertenecen a diferentes diagramas de cuerpo libre y, por tan- 
to, no pueden confundirse facilmente. En los problemas resueltos se usa el mismo srmbolo 
para representar a fuerzas iguales y opuestas que estan aplicadas sobre distintos cuerpos li- 
bres. Se debe senalar que, bajo estas circunstancias, el signo obtenido para una componen- 
te de fuerza dada no relaeiona directarnente el sentido de dicha componente con el sentido 
del eje coordenado correspondiente. En lugar de esto, un signo positivo indica que el senti- 
do supuesto para esa componente en el diagrama de cuerpo libre es correcto y un signo ne- 
gativo indica que dicho sentido es incorreeto. 
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C 



a) 
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considero a la grua como un cuerpo rigido. Sin embargo, muchos arma- 
zones o estructuras se colapsanan si se separan de sus apoyos; en conse- 
cuencia, dichos armazones no pueden considerarse como cuerpos rfgi- 
dos. Por ejemplo, considere el armazon mostrado en la figura 6.21a, el 
cual consta de dos elementos AC y CB que soportan, respectivamente, 
a las cargas P y Q que actuan en los puntos medios de dichos elemen- 
tos; los elementos estan soportados por pernos en A y B y estan eonec- 
tados por medio de un perno en C. Este armazon no mantendra su for- 
ma si se separa de sus apoyos; por tanto, se debe considerar que esta he- 
cho de dos partes rigidas distintas AC y CB. 

Las ecuaciones ~2F X = 0, ~2F y = 0 y = 0 (con respecto a cual- 
quier punto dado) expresan las condiciones para el equilibria de un cuer- 
po rigido (capitulo 4); por tanto, deben utilizarse en conjunto con los dia- 
gramas de cuerpo libre correspondientes a cuerpos rigidos, es decir, los 
diagramas de cuerpo libre para los elementos AC y CB (figura 6.21b). 
Como los dos elementos en cuestion estan sujetos a la action de fuerzas 
multiples, y se emplean pernos en los apoyos y en la conexion, cada una 
de las reacciones en A y B y las fuerzas en C se deben representar por 
medio de dos componentes. De acuerdo con la tercera ley de Newton, 
las componentes de la fuerza ejercida por CB sobre AC y las componen- 
tes de la fuerza ejercida por AC sobre CB estaran representadas por vec- 
tores que tienen la misma magnitud y sentidos opuestos; por tanto, si el 
primer par de componentes esta constituido por C x y C y , el segundo es- 
tara representado por — C x y — C ;/ . Se observa que actuan cuatro com- 
ponentes de fuerzas desconocidas sobre el cuerpo libre AC, mientras 
que solo pueden emplearse tres ecuaciones independientes para expre- 
sar que dieho cuerpo esta en equilibrio; de manera similar, cuatro incog- 
nitas estan asociadas con el cuerpo libre CB, pero solo se tienen tres 
ecuaciones independientes. Sin embargo, solo estan involucradas seis in- 
cognitas diferentes en el analisis de los dos elementos y, en conjunto, es- 
tan disponibles seis ecuaciones para expresar que ambos elementos es- 
tan en equilibrio. Escribiendo 2M A = 0 para el cuerpo libre AC y 
EM B = 0 para el cuerpo libre CB, se obtienen dos ecuaciones simulta- 
neas que pueden resolverse para la magnitud comun C x de las compo- 
nentes C x y — C x y para la magnitud comun C y de las componentes C y 
y — C ;/ . En seguida se escribe XF x = 0 y SE y = 0 para cada uno de los 
dos cuerpos libres con el fin de obtener, sucesivamente, las magnitudes 
A x , Ay, B x y By. 


c 



a) 

Figura 6.21 (repetida) 
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Puesto que las fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre AC satisfa- 
cen las ecuaciones de equilibrio 2F X = 0, SF y = 0 y EM = 0 (con res- 
pecto a cualquier punto dado) y debido a que diehas ecuaciones tam- 
bien se satisfacen por las fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre CB, 
ahora se puede observar que las tres ecuaciones de equilibrio tambien 
deben cumplirse cuando se consideran simultaneamente las fuerzas que 
actuan sobre los dos cuerpos libres. Como las fuerzas internas en C se 
cancelan entre si, se concluye que las fuerzas externas mostradas en el 
diagrama de cuerpo libre para el propio armazon ACB (figura 6.21c) de- 
ben satisfacer las ecuaciones de equilibrio, a pesar de que el armazon 
en analisis no es un cuerpo rfgido. Diehas ecuaciones se utilizan para de- 
terminar algunas de las componentes de las reacciones en A y B. Sin em- 
bargo, tambien se concluye que no se pueden determinar por completo 
las reacciones a partirdel diagrama de cuerpo libre para el armazon com- 
pleto. Por tanto, es necesario desensamblar el armazon y considerar los 
diagramas de cuerpo libre de las partes que lo constituyen (figura 6.21b), 
aun cuando solo se deseen determinar las reacciones externas. Lo ante- 
rior se debe a que las ecuaciones de equilibrio obtenidas para el cueipo 
libre ACB son condiciones necesarias, pern no suficientes, para el equi- 
librio de una estructura que no es rigida. 

El metodo de solution descrito en el segundo parrafo de la presen- 
te section involucre ecuaciones simultaneas. A continuation se presenta 
un metodo mas eficiente, el cual utiliza tanto al cuerpo libre ACB como 
a los cuerpos libres AC y CB. Si se escribe 2M A = 0 y EM B = 0 para el 
cuerpo libre ACB, se obtienen B y A y . Escribiendo 2M C = 0, 2F X = 0 
y EF y = 0 para el cuerpo libre AC se obtienen, sucesivamente, A x , C x y 
C y . Por ultimo, al escribir 2F X = 0 para ACB, se obtiene B x . 

Se senalo con anterioridad que el analisis del armazon de la figu- 
ra 6.21 involucra seis componentes de fuerzas desconocidas y seis ecua- 
ciones de equilibrio independientes. (Las ecuaciones de equilibrio pa- 
ra el armazon completo se obtuvieron a partir de las seis ecuaciones 
originales y, por tanto, no son independientes.) Ademas, se corroboro 
que en realidad se podian determinar todas las incognitas y satisfacer 
todas las ecuaciones. Por tanto, el armazon considerado es estaticamen- 
te determinado y rigido En general, para determinar si una estructu- 
ra es estaticamente determinada y rigida, se debe dibujar un diagrama 
de cuerpo libre para cada una de las partes que la constituyen y con- 
tar el numero de reacciones y de fuerzas internas que estan involucra- 
das. Tambien se debe determinar el numero de ecuaciones de equili- 
brio independientes (excluyendo las ecuaciones que expresan el equi- 
librio de la estructura completa o de grupos de partes componentes 
que ya se han analizado). Si hay mas incognitas que ecuaciones, la es- 
tructura es estaticamente indeterminada. Si hay menos incognitas que 
ecuaciones, la estructura no es rigida. Si hay tantas incognitas como 
ecuaciones y si se pueden determinar todas las incognitas y satisfacer 
todas las ecuaciones bajo condiciones generales de carga, la estructura 
es estaticamente determinada y rigida. Sin embargo, si debido a un 
arreglo impropio de los elementos y apoyos no se pueden determinar 
todas las incognitas ni satisfacer todas las ecuaciones, la estructura es 
estaticamente indeterminada y no es rigida. 


f La palabra rigido se usa para indicar que el armazon mantendra su forma mientras per- 
manezea unido a sus apoyos. 


PROBLEMA RESUELTO 6.4 



En el armazon que se muestra en la figura, los elementos ACE y BCD es- 
tan conectados por medio de un perno en C y por el eslabon DE. Para la 
condition de carga mostrada, determine la fuerza en el eslabon DE y las com- 
ponentes de la fuerza ejercida por los elementos BCD en C. 



60 mm 100 mm 



480 N 



SOLUCION 


Cuerpo libre: armazon completo. Como las reacciones externas in- 
volucran solo tres incognitas, se calculan dichas reacciones considerando el 
diagrama de cuerpo libre para todo el armazon. 


+ | 2F, y = 0: 
+"j2M A = 0: 

= 0 : 


A y — 480 N = 0 A y = +480 N 
— (480 N)(100 mm) + B(160 mm) = 0 
B = +300 N 

B + A x = 0 

300 N + A x = 0 A x = -300 N 


A y = 480 N | 
B = 300 
A* = 300 N«— 


Elementos. Ahora se desensambla el armazon. Como solo dos ele- 
mentos estan conectados en C, las componentes de las fuerzas desconocidas 
que actuan sobre ACE y BCD son, respectivamente, iguales y opuestas y se 
supone que estan dirigidas como se muestra en la figura. Se supone que el 
eslabon DE esta en tension y ejerce fuerzas iguales y opuestas en D y E, las 
cuales estan dirigidas como muestra la figura. 


Cuerpo libre: elemento BCD. Con el cuerpo libre BCD, se escribe 
+"j2M c = 0: 

— (F de sen a)(250 mm) — (300 N)(80 mm) — (480 N)(100 mm) = 0 
F de = -561 N F de = 561 N C ◄ 

= 0: C x - F de cos a + 300 N = 0 

C x - (-561 N) cos 28.07° + 300 N = 0 C, = -795 N 
+t ZFy = 0: Cy - F de sen a - 480 N = 0 

Cy - (-561 N) sen 28.07° - 480 N = 0 C y = +216 N 

A partir de los signos obtenidos para C x y C„ se concluye que las componen- 
tes de fuerza C x y C, y ejercidas sobre el elemento BCD estan dirigidas, res- 
pectivamente, hacia la izquierda y hacia arriba. Asi se tiene 

C x = 795 N<— , Cy = 216 N| ◄ 

Cuerpo libre: elemento ACE (comprobacion). Se comprueban los 
calculos considerando el cuerpo libre ACE. Por ejemplo, 

+ r (2M A = (F de cos o:)(300 mm) + ( F DE sen a)(100 mm) — C x (220 mm) 

= (-561 cos a)(300) + (-561 sen a)(100) - (-795)(220) = 0 
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Determine las componentes de las fuerzas que actuan sobre cada elemento 
del armazon que se muestra en la figura. 



SOLUCION 

Cuerpo libre: armazon complete. Como las reacciones externas in- 
volucran solo tres incognitas, se calculan dichas reacciones considerando el 
diagrama de cuerpo libre para el armazon complete. 

+"j 2 M e = 0: -(2400 N)(3.6 m) + F(4.8 m) = 0 

F = + 1 800 N F= 1800 Nt ◄ 

+\2F y = 0: -2 400 N + 1 800 N + E y = 0 

E tJ = +600 N E v = 600 Nt ◄ 

±>2,F X = 0: E r = 0 ◄ 

Elementos. Ahora se desensambla el armazon: como solo estan co- 
nectados dos elementos en cada nodo, en la figura se muestran componen- 
tes iguales y opuestos sobre cada elemento en cada nodo. 


Cuerpo libre: elemento BCD 


1.2 m 

k-2.4 m-+* — H 



+12Mb = 0: —(2400 N)(3.6 m) + C y (2.4 m) = 0 C V =+3600 N ◄ 

+"j2M c = 0: -(2400 N)(1.2 m) + B y (2A m) = 0 B y - +1200 N ◄ 

-^2F X = 0: -B, + C x = 0 

Se observa que ni B x ni C x se obtienen considerando solo al elemento BCD. 
Los valores positivos obtenidos para B ;l y C y indican que las componentes de 
fuerza B (/ y C ;/ estan dirigidas como se supuso. 

Cuerpo libre: elemento ABE 

A^Ma = 0: B x ( 2.7 m) = 0 B, = 0 ◄ 

^F x = 0: +B X - A* = 0 A t = 0 ◄ 

+t 2F y = 0: -Ay + By + 600 N = 0 

-Ay + 1200 N + 600 N = 0 

Cuerpo libre: elemento BCD. Ahora, regresando al elemento BCD 
se escribe 

A2F x = 0: — B, + C X = 0 0 + C x = 0 

Cuerpo libre: elemento ACF (comprobacion). Ahora ya se han de- 
terminado todas las componentes desconocidas; para comprobar los resulta- 
dos se verifica que el elemento ACF este en equilibrio. 


+^M C = (1800 N)(2.4 m) - A !/ (2.4 m) - A x ( 2.7 m) 

= (1800 N)(2.4 m) — ( 1800 N)(2.4 m) — 0 = 0 (queda comprobado) 
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PROBLEMA RESUELTO 6.6 



Una fuerza horizontal de 600 lb se aplica sobre el pemo A del armazon 
mostrado en la figura; determine las fuerzas que actuan sobre los dos ele- 
mentos verticales del armazon. 





SOLUCION 

Cuerpo libre: armazon completo. Se selecciona al armazon com- 
pleto en cuerpo libre; a pesar de que las reacciones involucran a cuatro in- 
cognitas, se pueden determinar y F y escribiendo 

+*)ZM e = 0: -(600 lb)(10 ft) + F y ( 6 ft) = 0 

F y = +1000 lb 
+ T ZFy = 0: Ey + Fy = 0 

Ey = -1000 lb 

Elementos. Las ecuaciones de equilibrio para el armazon completo 
no son suficientes para determinar E x y F x . Alrora se deben considerar los 
diagramas de cuerpo libre de los distintos elementos que constituyen al ar- 
mazon para continual' con la solution del problema. Al desensamblar el ar- 
mazon, se supondra que el perno A esta unido al elemento sujeto a la action 
de varias fuerzas ACE y, por tanto, que la fuerza de 600 lb esta aplicada so- 
bre dicho elemento. Ademas, tambien se debe senalar que AB y CD son ele- 
mentos sujetos a dos fuerzas. 

Cuerpo libre: elemento ACE 

+T ZFj, = 0: -§F AB + §F CD - 1 000 lb = 0 

+^M e = 0: -(600 lb)(10 ft) - (§F AB )(10 ft) - (§F CD )(2.5 ft) = 0 

Si se resuelven simultaneamente estas ecuaciones, se encuentra que 

Fab =-1040 lb F CD = +1 560 lb ◄ 

Los signos obtenidos indican que el sentido supuesto para F CD fue correcto 
y que el sentido supuesto para F AB fue incorrecto. Alrora, sumando compo- 
nentes x, 

-±>2. F x = 0: 600 lb + j§( - 1 040 lb) + -jf ( + 1 560 lb) + E x = 0 

E x = -1080 lb 

Cuerpo libre: armazon completo. Como ya se ha determinado E x se 
puede regresar al diagrama de cuerpo libre para el armazon completo y escribir 

-^SF X = 0: 600 lb - 1 080 lb + F x = 0 

F x = +480 lb 

Cuerpo libre: elemento BDF (comprobacion). Se pueden compro- 
bar los calculos reabzados verificando que las fuerzas que actuan sobre el 
elemento BDF satisfacen la ecuacion 2M B = 0. 

+^M b = — (§F cd )( 2.5 ft) + (F x )( 7.5 ft) 

= -§(1560 lb)(2.5 ft) + (480 lb)(7.5 ft) 

= —3600 lb • ft + 3600 lb • ft = 0 (queda comprobado) 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se aprendio a analizar anmazones que contienen uno o mas elemen- 
tos sujetos a la accion de fuerzas multiples. En los problemas propuestos que apa- 
recen a continuation se pedira calcular las reacciones externas ejercidas sobre el 
armazon y las fuerzas internas que mantienen unidos a sus elementos. 

Cuando se resuelven problemas que involucran armazones que contienen uno o 
mas elementos sujetos a la accion de fuerzas multiples, se deben seguir los siguien- 
tes pasos: 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre del armazon completo. Se usa este 
diagrama de cuerpo libre para calcular, en la medida de lo posible, las reacciones 
en los apoyos. (En el problema resuelto 6.6 solo se pudieron encontrar dos de las 
cuatro componentes de reaction a partir del diagrama de cuerpo libre del armazon 
completo.) 

2. Desensamblar el armazon y dibujar un diagrama de cuerpo libre para 
cada uno de sus elementos. 

3. Considerar primero a los elementos sujetos a dos fuerzas, se aplican fuer- 
zas iguales y opuestas a cada uno de los elementos sujetos a dos fuerzas en los pun- 
tos en que estos se conectan a otro elemento. Si el elemento sujeto a dos fuerzas 
es un elemento recto, dichas fuerzas estaran dirigidas a lo largo del eje del elemen- 
to. Si en este momenta no se puede decidir si un elemento esta en tension o en 
compresion, se supone que el elemento esta en tension y se dirigen ambas fuerzas 
hacia fuera del elemento. Como estas fuerzas tienen la misma magnitud descono- 
cida, a ambas se les da el mismo nombre y, para evitar cualquier confusion poste- 
rior, no se usa un signo positivo o un signo negativo. 

4. Despues se consideran los elementos sujetos a fuerzas multiples. Para ca- 
da uno de estos elementos, se muestran todas las fuerzas que actuan sobre el mis- 
mo, incluyendo las cargos aplicadas, las reacciones ij las fuerzas internas en las 
conexiones. Se debe indicar la magnitud y direction de cualquier reaction o com- 
ponente de reaction que se encontro anteriormente a partir del diagrama de cuer- 
po libre para el armazon completo. 

a) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiples esta conectado a un ele- 
mento sujeto a dos fuerzas, se debe aplicar al elemento sujeto a fuerzas multiples 
una fuerza igual y opuesta a la fuerza dibujada en el diagrama de cuerpo libre corres- 
pondiente al elemento sujeto a dos fuerzas, asignandole el mismo nombre. 

b) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiples esta conectado a otro 
elemento sujeto a fuerzas multiples, se usan componentes horizontales y verti- 
cales para representar a las fuerzas internas que actuan en ese punto, puesto que 
ni la magnitud ni la direction de dichas fuerzas es conocida. La direction que se 
selecciona para cada una de las dos componentes de fuerza ejercidas sobre el primer 
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elemento sujeto a fuerzas multiples es arbitraria, pero se deben aplicar componentes 
defuerza iguales y opuestas representadas con el mismo nombre del otro elemento 
sujeto a fuerzas multiples. No se debe user un signo positivo o negativo. 

5. Ahora se pueden determinar las fuerzas internas, al igual que aquellas reac- 
ciones que aun no se han determinado. 

a) El diagrama de cuerpo libre de cada uno de los elementos sujetos a fuerzas 
multiples puede proporcionar tres ecuaciones de equilibria. 

b) Para simplificar la solucion se debe buscar una forma de escribir una 
ecuacion que involucre a una sola incognita. Si se puede localizar un punto donde 
se intersequen todas las componentes defuerza desconocidas excepto una, se ob- 
tendra una ecuacion con una sola incognita sumando momentos con respecto a di- 
cho punto. Si todas las fuerzas desconocidas son paralelas excepto una, se obten- 
dra una ecuacion con una sola incognita si se suman componentes de fuerza en una 
direction perpendicular a la de las fuerzas paralelas. 

c) Como la direccion de cada una de las fuerzas desconocidas se selec- 

ciono de manera arbitraria, no se puede determinar si la suposicion hecha fue 
correcta hasta que se liaya completado la solucion. Para llevar a cabo esto, se debe 
considerar el signo del valor encontrado para cada una de las incognitas; un signo 
positivo significa que la direccion que se selecciono fue correcta-, un signo negativo 
significa que la direccion es opuesta a la direccion que se supuso. 

6. Para ser mas efectivo y eficiente a medida que se precede con la solucion, 
se deben observar las siguientes reglas: 

a) Si se puede encontrar una ecuacion que involucre a una sola incogni- 
ta, se debe escribir esa ecuacion y resolverla para esa incognita. De inmediato se de- 
be reemplazar esa incognita por el valor que se encontro en cualquier lugar que apa- 
rezea en los otros diagramas de cuerpo libre. Este proceso se debe repetir buscando 
ecuaciones de equilibrio que involucren a una sola incognita hasta que se hayan de- 
terminado todas las fuerzas internas y todas las reacciones desconocidas. 

b) Si no se puede encontrar una ecuacion que involucre a una sola in- 
cognita, se tendra que resolver un par de ecuaciones simultdneas. Antes de llevar 
a cabo esto, se debe verificar que se han mostrado los valores de todas las reac- 
ciones que se obtuvieron a partir del diagrama de cuerpo libre para el armazon 
completo. 

c) El numero total de ecuaciones de equilibrio para el armazon completo y 
para los elementos individuales sera mayor que el numero de fuerzas y reacciones 
desconocidas. Una vez que se han encontrado todas las reacciones y todas las fuerzas 
internas, se pueden emplear las ecuaciones que no se utilizaron para comprobar la 
exactitud de los calculos realizados. 
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Para el armazon y la carga que se muestran en la figura, deter- 
mine la fuerza que actua sobre el elemento ABC a) en B, b) en C. 



200 N 

120 mm 1 120 mm 1 120 mm 

Figura P6.75 

6.76 Determine la fuerza que actua sobre el elemento BD y las com- 
ponentes de la reaction en C. 

6.77 La varilla CD se ajusta a un collarfn en D, el cual puede moverse 
a lo largo de la varilla AB. La varilla AB, esta doblada en la forma de un arco 
circular. Para la position en la que 8 = 30°, determine a) la fuerza en la va- 
rilla CD y b) la reaction en B. 

6.78 Retome el problema 6.77 cuando 6 = 150°. 

/ Determine las componentes de todas las fuerzas que actuan so- 
bre el elemento ABCD cuando 8 — 0°. 


A in 


A in 




' 400 N 

Figura P6.76 

201b 



Figura P6.77 


6.80 Determine las componentes de todas las fuerzas que actuan so- 
bre el elemento ABCD cuando 8 = 90°. 

6.81 Para el armazon y la carga que se muestran en la figura, deter- a 
mine las componentes de todas las fuerzas que actuan sobre el elemento 
ABC. 



18 kN 

2 m 

t 

D * 

l 

2 m 

t 

) 

E 

r 

2 m 
1 

Pf 


-3.6 m- 


Retome el problema 6.81, y ahora suponga que la carga de 18 Figura P6.81 
kN se reemplaza por un par con el sentido de las manecillas del reloj y mag- 
nitud de 72 kN ■ m, que se aplica al elemento CDEF en el punto D. 
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326 6.83 y 6.84 Determine las componentes de las reacciones en A y E 

si se aplica una fuerza de 750 N dirigida verticalmente hacia abajo a) en B, 
b) en D. 




10 in. 



481b 



6.85 y 6.86 Determine las componentes de las reacciones en A y E 
si el armazon esta cargado con un par de 36 N • m de magnitud, que actua 
en el sentido de las manecillas del reloj y se aplica a) en B, b) en D. 

Determine las componentes de las reacciones en A y B, a) si se 
aplica una carga de 500 N como se muestra en la figura, b) si la carga de 500 
N se mueve a lo largo de su linea de action y se aplica en F. 

6.86 La carga de 48 lb que se muestra en la figura puede moverse a 
lo largo de su linea de action y, por tanto, puede aplicarse en A, D o E. De- 
termine las componentes de las reacciones en B y F si la carga de 48 lb se 
aplica a) en A, b) en D, c ) en E. 

6.89 La carga de 48 lb se elimina y ahora se aplica, sucesivamente, en 
A, D y E un par de 288 lb ■ in. que actua en el sentido de las manecillas del 
reloj. Determine las componentes de las reacciones en B y F si el par se 
aplica a) en A, b) en D y c) en E. 

6.90 a) Muestre que cuando un armazon sostiene a una polea en A, 
la carga equivalente del armazon y de cada una de las partes que lo consti- 
tuyen puede obtenerse quitando la polea y aplicando en A dos fuerzas igua- 
les y paralelas a las fuerzas que ejerce el cable sobre la polea. b) Muestre 
que si uno de los extremos del cable se fija al armazon en el punto B, tam- 
bien debe aplicarse en B una fuerza de magnitud igual a la tension en el ca- 
ble. 


180 mm 120 mm 




a) b) 

Figura P6.90 


Determine las componentes de las reacciones en B y E si se sabe 
que el radio de la polea es de 50 mm. 


Figura P6.91 
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6.92 Determine las componentes de las reacciones en D y E si se sabe 
que cada polea tiene un radio de 250 mm. 



6.93 Dos tubos de 9 in. de diametro (tubo 1 y tubo 2) se sostienen 
cada 7.5 ft mediante un armazon pequeno como el que se muestra en la fi- 
gura. Si el peso combinado de cada tubo y su contenido es de 30 lb/ft y se 
suponen superficies sin friction, determine las componentes de las reaccio- 
nes en Ay G. 



Figura P6.93 


6.94 Retome el problema 6.93, y ahora suponga que el tubo 1 se re- 
tira y que los armazones solo sostienen al tubo 2. 


6.95 Un remolque que pesa 2 400 lb esta enganchado a una camio- 
neta de 2 900 lb mediante un ancla de rotula en D. Determine a) las reac- 
ciones en cada una de las seis ruedas cuando la camioneta y el remolque es- 
tan en reposo, b) la carga adicional debida al remolque sobre cada una de 
las ruedas de la camioneta. 


2 400 lb 



Figura P6.95 


A fin de obtener una mejor distribution de peso sobre las cuatro 
ruedas de la camioneta del problema 6.95, se utiliza un gancho de compen- 
sation como el mostrado en la figura 6.96 para unir el remolque a la camio- 
neta. El gancho consiste en dos resortes de barra (en la figura solo se mues- 
tra uno) que se ajustan a cojinetes dentro de un soporte unido rfgidamente 
a la camioneta. Los resortes tambien estan conectados mediante cadenas al 
armazon del remolque y ambas cadenas pueden colocarse en tension por me- 
dio de ganchos especialmente disenados. a) Determine la tension T reque- 
rida en cada una de las cadenas si la carga adicional debida al remolque debe 
estar igualmente distribuida entre las cuatro ruedas de la camioneta. b) ^Cua- 
les son las reacciones resultantes en cada una de las seis ruedas de la com- 
bination remolque-camioneta? 



Figura P6.96 



328 Analisis de estructuras 6. La cabina y la unidad motriz de la retroexcavadora que se mues- 

tra en la figura esta conectada mediante un pemo vertical localizado 2 m de- 
tras de las ruedas de la cabina, y la distancia desde C hasta D es de 1 m. El 
centra de gravedad de la unidad motriz de 300 kN esta localizado en G m , 
mientras que los centres de gravedad de la cabina de 100 kN y de la carga 
de 75 kN se localizan, respectivamente, en G c y G[. Si se sabe que el tractor 
esta en reposo sin aplicar sus frenos, determine a) las reacciones en cada una 
de las cuatro ruedas y b) las fuerzas ejercidas sobre la unidad motriz en C y 
en D. 



Figura P6.99 


6.98 Retome el problema 6.97, y ahora suponga que se elimina la carga 
de 75 kN. 



6.99 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de las fuerzas que actuan sobre el elemento CFE en C y F. 

6.1 00 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de las fuerzas que actuan sobre el elemento CDE en C y D. 

6.101 y 6.102 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, de- 
termine las componentes de todas las fuerzas que actuan sobre el elemento 
ABE. 


Figura P6.100 




Figura P6.101 


Figura P6.102 
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6.103 Si se sabe que P = 15 lb y Q ~ 65 lb, determine las compo- 
nentes de las fuerzas ejercidas a) sobre el elemento BCDF en C y D, b) so- 
bre el elemento ACEG en E. 

6.104 Si se sabe que P = 25 lb y Q = 55 lb, determine las compo- 
nentes de las fuerzas ejercidas a) sobre el elemento BCDF en C y D, b) so- 
bre el elemento ACEG en E. 

6.105 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de las fuerzas que actuan sobre el elemento DABC en B y D. 

6.1 0( Retome el problema 6.105, y ahora suponga que la carga de 
6 kN ha sido retirada. 

6.1 07 El eje del arco ABC con tres articulaciones es una parabola con 
vertice en B. Si se sabe que P — 112 kN y Q — 140 kN, determine a) las 
componentes de la reaction enAyb) las componentes de la fuerza ejercida 
sobre el segmento AB en B. 



A B C 




6.1 08 El eje del arco ABC con tres articulaciones es una parabola con 
vertice en B. Si se sabe que P — 140 kN y Q — 112 kN, determine a) las 
componentes de la reaction enAyb) las componentes de la fuerza ejercida 
sobre el segmento AB en B. 

6.109 Si se sabe que las superficies en Ay D estan libres de friction, 
determine las fuerzas ejercidas en B y C sobre el elemento BCE. 
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6.111, 6.112 y 6.113 Los elementos ABC y CDE estan articulados 
en C y se sostienen mediante cuatro eslabones. Para las cargas mostradas en 
cada figura, determine la fuerza en cada eslabon. 





6.114 Los elementos ABC y CDE estan articulados en C y se sostie- 
nen mediante los cuatro eslabones AF, BG, DG y EH. Para la carga mos- 
trada determine la fuerza en cada eslabon. 

6.1 1 Retome el problema 6.113, y ahora suponga que la fuerza P se 
sustituye por un par de torsion que actua en el sentido de las manecillas del 
reloj con un momenta M 0 y se aplica sobre el elemento CDE en D. 

6.1 1 6 Retome el problema 6.114, y ahora suponga que la fuerza P se 
sustituye por un par de torsion que actua en el sentido de las manecillas del 
reloj con un momenta M 0 y se aplica sobre el elemento CDE en D. 

6.117 Cuatro vigas, cada una de las cuales tiene una longitud de 3a, 
se acoplan entre si mediante clavos simples en A, B, C y D. Cada viga esta 
unida a un apoyo que se encuentra a una distancia a de un extremo de la 
viga, como se muestra en la figura. Si se supone que en las conexiones solo 
se ejercen fuerzas verticales, determine las reacciones verticales en E, F, G 

y h. 



Figura P6.117 
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1 Cuatro vigas de madera, cada una de las cuales tiene una lon- 
gitud de 2a, se clavan entre si en sus puntos medios para formar el sistema 
de soporte que se muestra en la figura. Si se supone que en las conexiones 
solo se ejercen fuerzas verticales, determine las reacciones verticales en A, 
D, E y H. 


A 



Figura P6.118 


6.119 a 6.121 Cada uno de los armazones que se muestran en las fi- 
guras consta de dos elementos en forma de L conectados mediante dos es- 
labones rigidos. Para cada armazon determine las reacciones en los apoyos e 
indique si el armazon es rigido o no. 



Figura P6.119 



Figura P6.121 
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Fotografia 6.5 La lampara que se muestra 
puede colocarse en muchas posiciones. La 
fuerza en sus resortes y las fuerzas internas en 
sus nodos se pueden determinar mediante la 
consideracion de varios cuerpos libres. 


6.12. MAQUINAS 

Las maquinas son estructuras disenadas para transmitir y modificar 
fuerzas. No importa si estas son herramientas simples o incluyen me- 
canismos complicados, su proposito principal es transformar fuerzas de 
entrada en fuerzas de salida. Por ejemplo, considere unas pinzas de 
corte que se emplean para cortar un alambre (figura 6.22a). Si se apli- 
can dos fuerzas iguales y opuestas P y — P sobre sus mangos, estas ejer- 
ceran dos fuerzas iguales y opuestas Q y — Q sobre el alambre (figura 
6.22 b). 



Figura 6.22 

Para determinar la magnitud () de las fuerzas de salida cuando se 
conoce la magnitud P de las fuerzas de entrada (o a la inversa, para de- 
terminar P cuando se conoce Q), se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
de las pinzas por si solas, mostrando las fuerzas de entrada P y — P y las 
reacciones — Q y Q que el alambre ejerce sobre las pinzas (figura 6.23). 



Figura 6.23 



Sin embargo, como las pinzas forman una estructura que no es rfgida, se 
debe utilizar una de las partes que la constituyen como un cuerpo libre 
para poder determinar las fuerzas desconoeidas. Por ejemplo, en la fi- 
gura 6.24a, si se toman momentos con respecto a A, se obtiene la rela- 
tion Pa = Qb, la cual define a la magnitud de Q en terminos de P o a la 
magnitud de P en terminos de Q. Se puede emplear el mismo diagrama 
de cuerpo libre para determinar las componentes de la fuerza interna en 
A; de esta forma, se encuentra que A x = 0 y A y = P + () . 

En el caso de maquinas mas complejas, es necesario utilizar varios 
diagramas de cuerpo libre y, posiblemente, se tendran que resolver 
ecuaciones simultaneas que involucren fuerzas multiples internas. Los 
cuerpos libres se deben seleccionar de rnanera que incluyan a las fuer- 
zas de entrada y a las reacciones de las fuerzas de salida, y el numero 
total de componentes de fuerzas desconoeidas involucradas no debe 
ser mayor que el numero de ecuaciones independientes que estan dis- 
ponibles. Antes de tratar de resolver un problema, es recomendable 
conocer si la estructura considerada es determinada o no. Sin embar- 
go, no tiene caso discutir la rigidez de una maquina puesto que esta 
incluye partes moviles y, por ende, no debe ser rfgida. 


Figura 6.24 


PROBLEMA RESUELTO 6.7 



Un elevador hidraulico se emplea para levantar una caja de 
1 000 kg. El elevador consta de una plataforma y dos eslabo- 
nes identicos sobre los cuales los cilindros hidraulicos ejercen 
fuerzas iguales. (En la figura solo se muestra uno de los cilin- 
dros y uno de los eslabones.) Cada uno de los elementos EDB 
y CG tienen una longitud de 2 a y el elemento AD esta suje- 
to con un pemo en el punto medio de EDB. Si la caja se co- 
loca sobre la plataforma de modo que la mitad de su peso sea 
soportado por el sistema que se muestra, determine la fuer- 
za ejercida por cada cilindro para levantar la caja cuando 9 = 
60°, a = 0.70 my L = 3.20 m. Demuestre que el resultado 
obtenido es independiente de la distancia d. 



SOLUCION 

La maquina en consideration consta de la plataforma y del 
eslabon. Su diagrama de cuerpo libre incluye una fuerza de 
entrada F DJ/ ejercida por el cilindro, al peso jW, y a reaccio- 
nes en E y G, cuyas direcciones se muestran en la figura. Co- 
mo estan involucradas mas de tres incognitas, no se utilizara 
este diagrama de cuerpo libre. Se desensambla el mecanismo 
y se dibuja un diagrama de cuerpo libre para cada una de las 
partes que lo constituyen. Se observa que AD, BC y CG son 
elementos sujetos a dos fuerzas. Ya se supuso que el elemen- 
to CG esta en compresion; ahora se supone que los elemen- 
tos AD y BC estan en tension y las fuerzas ejercidas sobre 
estos se dirigen como se muestra en la figura. Se utilizaran 
vectores iguales y opuestos para representar las fuerzas ejer- 
cidas por los elementos sujetos a dos fuerzas sobre la plata- 
forma, sobre el elemento BDE y sobre el rodillo C. 
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( 1 ) 



Cuerpo libre: plataforma ABC. 


-^2F X = 0: F ad cos 0 = 0 F ad = 0 

+t2F !/ = 0: B + C-|W = 0 B + C=|\¥ 


Cuerpo libre: rodillo C. Se dibuja un triangulo de fuerzas y se ob- 
tiene F BC = C cot 0. 





Cuerpo libre: elemento BDE. Recordando que F AD = 0, 

+"j2M £ = 0: F dh cos (4> — 90°)a — B(2a cos 0 ) — F BC (2a sen 0) = 0 

F DH a sen (f> — B(2a cos 0) — (C cot 0)(2a sen 0) = 0 
F dh sen cf) — 2 (B + C) cos 0 = 0 

Recordando la ecuacion (1), se tiene que 


Fdh 


= W 


cos 6 
sen <f> 


( 2 ) 


y se observa que e/ resultado obtenido es independiente de d. 


◄ 


Primero se aplica la ley de los senos al triangulo EDFl, se escribe 



sen <f> sen 0 
EH ~ DH 


sen (J) 


EH 

DH 


sen 0 


Ahora, con la ley de los cosenos se tiene que 

(DH) 2 = a 2 + L 2 - 2 aL cos 0 

= (0.70) 2 + (3.20) 2 - 2(0.70)(3.20) cos 60° 
(DH) 2 = 8.49 DH = 2.91 m 


(3) 


Tambien se observa que 

W = mg= (1 000 kg)(9.81 iu/s 2 ) = 9 810 N = 981 kN 

Sustituyendo en (2) el valor de sen <fi obtenido en (3) y con los datos numeri- 
cos, se escribe 


Fdh = W 


DH 


cot 0 = (9.81 kN) 


2.91 


cot 60° 


F dh = 5.15 kN ◄ 


334 



RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Esta leccion estuvo dedicada al analisis de maquinas. Como estas estan disenadas para trans- 
mitir o modificar fuerzas, siempre contienen partes moviles. Sin embargo, las maquinas que 
se consideraran aqui siempre estaran en reposo y se estara trabajando con el conjunto de 
fuerzas requeridas para mantener el equilibria de la mdquina. 

Las fuerzas conocidas que actuan sobre una maquina reciben el nombre de fuerzas de en- 
trada. Una mdquina transforma las fuerzas de entrada en fuerzas de salida, como las fuer- 
zas de corte aplicadas por las pinzas de la figura 6.22. Las fuerzas de salida se determinan 
encontrando las fuerzas iguales y opuestas a las fuerzas de salida que se deben aplicar so- 
bre la maquina para mantener su equilibrio. 

En la leccion previa se analizaron armazones; ahora se utilizara casi el mismo procedimiento 
para analizar maquinas: 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la mdquina completa y utilizarlo para 
determinar tantas fuerzas desconocidas ejercidas sobre la maquina como sea posible. 

2. Desensamblar la mdquina y dibujar un diagrama de cuerpo libre para cada uno 
de los elementos que la constituyen. 

3. Considere primero a los elementos sujetos a dos fuerzas, se aplican fuerzas igua- 
les y opuestas a cada uno de los elementos sujetos a dos fuerzas en aquellos puntos donde 
estos se conectan a otros elementos. Si en este momenta no se puede establecer si el ele- 
mento esta en tension o en compresion, solo se supone que el elemento esta en tension y 
se dirigen ambas fuerzas hacia afuera del elemento. Como estas fuerzas tienen la misma 
magnitud desconocida, a ambas se les asigna el mismo nombre. 

4. Despues se consideran los elementos sujetos a fuerzas multiples. Para cada uno 
de estos elementos se deben mostrar todas las fuerzas que actuan sobre el mismo, incluyendo 
cargas y fuerzas aplicadas, reacciones y fuerzas internas en las conexiones. 

a) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiples esta conectado a un elemento 
sujeto a dos fuerzas, se aplica a aquella fuerza igual y opuesta a la fuerza dibujada en el 
diagrama de cuerpo libre de este, asignandole el mismo nombre. 

b) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiples esta conectado a otro elemen- 
to sujeto a fuerzas multiples, se usan componentes horizontales y verticales para repre- 
sentar a las fuerzas internas en dicho punto. Las direcciones que se seleccionan para cada 
una de las dos componentes de fuerza ejercidas sobre el primer elemento sujeto a fuerzas 
multiples son arbitrarias, pero se deben aplicar componentes de fuerza iguales y opuestas y 
con el mismo nombre al otro elemento. 

5. Se pueden esc ribir ecuaciones de equilibrio despues de que se han terminado los 
diagramas de cuerpo libre. 

a) Para simplificar la solucion siempre que sea posible se deben escribir y resolver 
ecuaciones de equilibrio que involucren a una sola incognita. 

b) Como la direccion de cada una de las fuerzas desconocidas se selecciono de 
manera arbitraria, al final de la solucion se debe determinar si la suposicion fue correcta 
o no. Para esto se considera el signo del valor encontrado para cada una de las incognitas. 
Un signo positivo indica que la suposicion fue correcta y un signo negativo indica que la su- 
posicion fue incorrecta. 

6. Por ultimo, se debe verificar la solucion sustituyendo los resultados obtenidos en 
una ecuacion de equilibrio que no se haya utilizado previamente. 
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6.1 22 Se aplica una fuerza de 84 lb sobre la prensa de fiador en C. Si 
se sabe que 6 = 90°, determine a) la fuerza vertical ejercida sobre el bloque 
en D , b) la fuerza ejercida sobre el elemento ABC en B. 

6.123 Retome el problema 6.122 cuando 6 = 0°. 

6. 124 La varilla de control CE pasa a traves de un orificio horizontal 
en el cuerpo del sistema de fiador que se muestra en la figura. Si se sabe 
que el eslabon BD tiene 250 mm de largo, determine la fuerza Q requerida 
para mantener al sistema en equilibrio cuando (3 = 20°. 



6.125 Retome el problema 6.124 cuando a) (3 = 0°, b) (3 = 6°. 


6.126 La prensa que se muestra en la figura se utiliza para grabar un 
sello pequeno en E. Si se sabe que P = 250 N, determine a) la componente 
vertical de la fuerza ejercida sobre el sello y b) la reaccion en A. 



Figura P6.128 



Figura P6.126 y P6.127 

6.127 La prensa que se muestra en la figura se utiliza para grabar un 
sello pequeno en E. Si se sabe que la componente vertical de la fuerza ejer- 
cida sobre el sello debe ser de 900 N, determine a) la fuerza vertical P re- 
querida y b) la reaccion correspondiente en A. 

6.1 26 En el sistema de suministro mostrado en la figura, el agua a pre- 
sion ejerce una fuerza hacia abajo de 135 N sobre la conexion vertical en A. 
Determine la tension en el eslabon fusible DE y la fuerza ejercida sobre el 
elemento BCE en B. 
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6.129 Un par M de 1.5 kN • m de magnitud se aplica en la manivela 
del sistema motriz mostrado en la figura. Para cada una de las dos posicio- 
nes mostradas, determine la fuerza P necesaria para mantener el equilibrio 
del sistema. 




a) b) 

Figura P6.129 y P6.130 


6.130 Una fuerza P de 16 kN de magnitud se aplica en el piston del 
sistema motriz mostrado en la figura. Para cada una de las dos posiciones 
mostradas, determine el par M necesario para mantener el equilibrio del sis- 
tema. 

6.131 El pasador en B se une al elemento ABC y puede deslizarse li- 
bremente a lo largo de una ranura en la placa fija que se muestra en la fi- 
gura. Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, determine el par M re- 
querido para mantener el equilibrio del sistema cuando d = 30°. 

6.132 El pasador en B se une al elemento ABC y puede deslizarse li- 
bremente a lo largo de una ranura en la placa fija que se muestra en la fi- 
gura. Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, determine el par M re- 
querido para mantener el equilibrio del sistema cuando 6 = 60°. 

6.133 El brazo ABC se conecta mediante pemos a un collar en B y a 
la manivela CD en C. Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, determine 
el par M necesario para mantener al sistema en equilibrio cuando 0=0°. 




6.134 El brazo ABC se conecta mediante pernos a un collar en B y a 
la manivela CD en C. Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, determine 
el par M necesario para mantener al sistema en equilibrio cuando 6 = 90°. 
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6.135 y 6.136 Dos barras se conectan mediante un bloque deslizante 
como se muestra en las figuras. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccion, 
determine el par M A necesario para mantener al sistema en equilibrio. 




D 



Figura P6.138 


6.1 37 y 6.1 38 La barra CD que esta unida al collarfn D y pasa a tra- 
ves de un collarfn soldado en el extremo B de la palanca AB. Sin tomar en 
cuenta el efecto de la friccion, determine el par M necesario para mantener 
al sistema en equilibrio cuando 6 = 30°. 



Figura P6.137 


6.139 Dos cilindros hidraulicos controlan la position del brazo robo- 
tico ABC. Si se sabe que en la position mostrada los cilindros estan parale- 
los, determine la fuerza ejercida por cada cilindro cuando P = 160 N y Q = 
80 N. 


150 mm 



|-« »-| 200 mm 

150 mm 

Figura P6.139 y P6.140 


6.140 Dos cilindros hidraulicos controlan la position del brazo robo- 
tico ABC. En la position mostrada los cilindros estan paralelos y arnbos se 
encuentran en tension. Si se sabe que F AE = 600 N y F DG = 50 N, deter- 
mine las fuerzas P y Q que se aplican sobre el brazo ABC en C. 
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Un tronco que pesa 800 lb de peso se levanta mediante un par 
de tenazas como se muestra en la figura. Determine las fuerzas ejercidas so- 
bre la tenaza DEF en E y en F. 

6.1 42 Un riel de ferrocarril con 39 ft de longitud y 44 lb/ft de peso se 
levanta mediante las tenazas que se muestran en la figura. Determine las 
fuerzas ejercidas sobre la tenaza BDF en D y en F. 




800 lb 


1.5 in. 


1.5 in. 


12 in. 


in. 


Figura P6.141 


6.143 Las tenazas que se muestran en la figura se usan para aplicar 
una fuerza total hacia arriba de 45 kN sobre el tapon de un tubo. Determine 
las fuerzas ejercidas sobre la tenaza ADF en D y F. 


25 mm 



Si el fiador mostrado en la figura se agrega a las tenazas del pro- 
blema 6.143 y se aplica una sola fuerza vertical en G, determine las fuerzas 
ejercidas sobre la tenaza ADF en D y en F. 


45 kN 
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6.145 Las pinzas que se muestran en la figura se usan para apretar 
una varilla de 0.3 in. de diametro. Si se aplican dos fuerzas de 60 lb sobre 
los mangos, determine a) la magnitud de las fuerzas ejercidas sobre la varilla, 
b) la fuerza ejercida por el pasador en A sobre la portion AB de las pinzas. 



6.146 A1 usar las pinzas cortadoras para pernos que se muestran en la 
figura, un trabajador aplica dos fuerzas de 300 N sobre sus mangos. Deter- 
mine la magnitud de las fuerzas ejercidas por las pinzas cortadoras sobre el 
perno. 


50 lb 


0.75 in. « 



0.5 in. 


I 50 lb 

Figura P6.147 



Determine la magnitud de las fuerzas de apriete ejercidas so- 
bre la tuerca a lo largo de la linea aa, cuando se aplican dos fuerzas de 50 lb 
sobre los mangos, corno se muestra en la figura. Suponga que los pernos A 
y D se deslizan libremente en las ranuras de las mandibulas. 


Determine la magnitud de las fuerzas de apriete generadas 
cuando dos fuerzas de 300 N se aplican como se muestra en la figura. 




6.149 Si se sabe que el armazon mostrado en la figura tiene una des- 
viacion a = 1 in. en B , determine la fuerza P requerida para mantener el 
equilibrio en la posicion mostrada. 

6.150 Si se sabe que el armazon mostrado en la figura tiene una des- 
viacion a = 0.5 in. en B, determine la fuerza P requerida para mantener el 
equilibrio en la posicion mostrada. 
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chillas y dos mangos. Los dos mangos estan unidos por medio del pemo C 
y las dos cuchillas mediante el perno D. La cuchilla de la izquierda y el mango 
de la derecha estan unidos por medio del perno A y la cuchilla de la dere- 
cha y el mango de la izquierda mediante el perno B. Determine la magni- 
tud de las fuerzas ejercidas sobre una rama pequena en E cuando se aplican 
dos fuerzas de 80 N en los mangos de las tijeras, como se muestra en la fi- 
gura. 


SON 

Figura P6.151 





6. 152 El brazo de extension telescopica ABC se emplea para levantar 
una plataforma con trabajadores de la construction. La masa conjunta de los 
trabaj adores y de la plataforma es de 200 kg y su centra de gravedad com- 
puesto se localiza directamente por encima de C. Para la position en la cual 
d = 20°, determine a) la fuerza ejercida en B por el cilindro hidraulico sim- 
ple BD y b) la fuerza ejercida sobre el soporte del sistema en A. 

6.153 El brazo de extension telescopica ABC puede descender hasta 
que el extremo C este proximo al suelo, de forma que los trabajadores pue- 
dan abordar con facilidad la plataforma. Para la position en la cual 6 = —20°, 
determine a) la fuerza ejercida en B por el cilindro hidraulico simple BD y 
b) la fuerza ejercida sobre el soporte del sistema en A. 

6. 15 La position del elemento ABC se controla mediante el cilindro 
hidraulico CD. Si se sabe que 6 = 30°, determine para la carga mostrada, a) 
la fuerza ejercida por el cilindro hidraulico sobre el pasador C, b) la reaction 
en B. 




Figura P6.154 
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6.155 El movimiento del cubo de la retroexcavadora que se muestra 
en la figura se controla mediante dos brazos y un eslabon articulado en D. 
Los brazos estan colocados simetricamente respecto de los pianos central, 
vertical y longitudinal de la retroexcavadora; en la figura solo se muestra el 
brazo AFJ y su cilindro de control EF. El eslabon simple GFIBD y su cilin- 
dro de control BC se encuentran localizados en el piano de simetria. Para la 
position y la carga mostradas en la figura, determine la fuerza ejercida por 
a) el cilindro BC y b ) el cilindro EF. 


12 

20 


24 


22 


Figura P6.155 



6.1 56 El cubo de la retroexcavadora que se muestra en la figura trans- 
porta una carga de 3200 lb. El movimiento del cubo se controla mediante 
dos mecanismos identicos, uno de los cuales se muestra en la figura. Si se 
sabe que el mecanismo mostrado sostiene la mitad de las 3200 lb de carga, 
determine la fuerza ejercida por a) el cilindro CD y b ) el cilindro FFl. 



Figura P6.156 
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6.157 El movimiento del cubo de la retroexcavadora que se muestra 
en la figura se controla mediante los cilindros hidraulicos AD, CG y EF. De- 
bido a un intento por sacar de su position una portion de losa, se ejerce una 
fuerza P de 2 kips sobre los dientes del cubo en J. Si se sabe que 6 = 45°, 
determine la fuerza ejercida por cada cilindro. 


15 in. 



Figura P6.157 


6. 15s Retome el problema 6.157, y ahora suponga que la fuerza P de 
2 kips actua en forma horizontal hacia la derecha (6 = 0°). 

6.159 Los engranes D y G mostrados en la figura estan rigidamente 
unidos a los ejes, los cuales se sostienen mediante cojinetes sin friction. Si 
r D = 90 mm y r G = 30 mm, determine a) el par M 0 que debe aplicarse para 
mantener el equilibrio y b) las reacciones en Ay B. 


'J 



Figura P6.159 
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E 

Figura P6.160 


6 60 En el sistema de engranes plaiietarios mostrado en la figura, el 
radio del engrane central A es a = 18 mm, el radio de cada engrane plane- 
tario es b y el radio del engrane exterior E es (a + 2b). Se aplica un par de 
magnitud M& = 10 N ■ m en el sentido del movimiento de las manecillas del 
reloj en el engrane central A, y se aplica un par de magnitud M s = 50 N • m 
en un sentido contrario al de las manecillas del reloj en el brazo BCD. Si el 
sistema esta en equilibrio, determine a) el radio b que deben tener los en- 
granes planetarios y b) la magnitud del par M E que debe aplicarse sobre el 
engrane exterior E. 

* 6.161 Dos ejes AC y CF, los cuales estan contenidos en el piano ver- 
tical x y, se conectan mediante una junta universal en C. Los cojinetes en B 
y D no ejercen ninguna fuerza axial. Un par con magnitud de 500 lb ■ in. (el 
cual actua en el sentido de las manecillas del reloj cuando se ve desde el eje 
positivo x) se aplica sobre el eje CF en F. En el instante en que el brazo de 
la pieza transversal unida al eje CF esta en posicion horizontal, determine 
a) la magnitud del par que debe aplicarse al eje AC en A para mantener el 
equilibrio y b) las reacciones en B, D y E. ( Sugerencia : La suma de los pa- 
res ejercidos sobre la pieza transversal debe ser igual a cero.) 




* 6.162 Retome el problema 6.161, y ahora suponga que el brazo de 
la pieza transversal unida al eje CF esta en posicion vertical. 

* 6.163 Las tenazas mecanicas de gran tamano que se muestran en la 
figura se emplean para asir una placa gruesa de metal HJ de 7 500 kg. Si se 
sabe que no existe deslizamiento entre las asideras de las tenazas y la placa 
en H y J, determine las componentes de todas las fuerzas que actuan sobre 
el elemento EFH. ( Sugerencia : Considere la simetria de las tenazas para es- 
tablecer las relaciones entre las componentes de la fuerza que actua sobre 
EFH en E y las componentes de la fuerza que actua sobre CDF en D. ) 


Figura P6.163 



REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 6 


En este capftulo se aprendio a determinar las fuerzas internes que 
mantienen unidas a las distintas partes de una estructura. 

La primera mitad del capftulo estuvo dedicada al analisis de ar- 
maduras, es decir, el analisis de estructuras constituidas por elemen- 
tos rectos que estdn conectados unicamente en sus extremos. Como 
los elementos son delgados e incapaces de soportar cargas laterales, 
todas las cargas deben estar aplicadas en las uniones o nodos; por 
tanto, una armadura esta constituida por pemos ij por elementos su- 
jetos a dosfuerzas [section 6.2], 

Se dice que una armadura es rigida si esta disenada de modo 
que no se deformara mucho o se colapsarabajo la action de una car- 
ga pequena. Una armadura triangular constituida por tres elemen- 
tos conectados en tres nodos es una armadura rigida (figura 6.25a). 
De la misma forma, tambien sera una armadura rigida la que se 
obtiene agregandole a dicha armadura triangular dos nuevos ele- 
mentos y conectandolos en un nuevo nodo (figura 6.25 b). Las arma- 
duras que se obtienen repitiendo este procedimiento reciben el 
nombre de armaduras simples. Se puede comprobar que en una ar- 
madura simple el numero total de elementos es m = 2 n — 3, don- 
de n es el numero total de nodos [section 6.3]. 



Por el metodo de los nodos [section 6.4] se pueden determinar 
las fuerzas en los distintos elementos de una armadura simple. Pri- 
mero, se obtienen las reacciones en los apoyos considerando a toda 
la armadura como un cuerpo libre. Despues se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre para cada perno, mostrando las fuerzas ejercidas sobre 
el mismo por los elementos o apoyos que este conecta. Como los ele- 
mentos que constituyen a la armadura son elementos rectos sujetos 
a dos fuerzas, la fuerza ejercida por un elemento sobre el perno esta 
dirigida a lo largo de dicho elemento y, por tanto, solo se desconoce 
su magnitud. En el caso de una armadura simple, siempre se pueden 
dibujar los diagramas de cuerpo libre de los pemos en un orden tal 
que unicamente se incluyen dos incognitas en cada diagrama. Estas 
fuerzas se obtienen a partir de las dos ecuaciones de equilibrio co- 
rrespondientes o — si solo estan involucradas tres fuerzas — a partir 
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Armaduras simples 


Metodo de los nodos 
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Metodo de secciones 


Armaduras compuestas 


del triangulo de fuerzas correspondiente. Si la fuerza ejercida por un 
elemento sobre un perno esta dirigida liacia el perno, dicho elemen- 
to esta en compresion; si la fuerza ejercida por un elemento sobre un 
perno esta dirigida liacia fuera de este, diclio elemento esta en ten- 
sion [problema resuelto 6.1], Algunas veces se simplifica el analisis 
de una armadura si se identifican primero los nodos que se encuen- 
tran bajo condiciones especiales de cargo [section 6.5] . El metodo de 
los nodos tambien se extiende para el analisis de armaduras espacia- 
les o tridimensionales [section 6.6], 

El metodo de secciones es mas eficaz que el metodo de los no- 
dos cuando unicamente se desea determinar la fuerza en un solo 
elemento — o en muy pocos elementos — [section 6.7], Por ejem- 
plo, para determinar la fuerza en el elemento BD de la armadura 
de la figura 6.26a, se pasa una section a traves de los elementos 
BD, BE y CE, se remueven dichos elementos y se usa la portion 
ABC de la armadura como un cuerpo libre (figura 6.26 b). Si se es- 
cribe = 0, se determina la magnitud de la fuerza F BD , la cual 
representa la fuerza en el elemento BD. Un signo positivo indica 
que el elemento esta en tension; un signo negativo indica que el 
elemento esta en compresion [problemas resueltos 6.2 y 6.3], 




Figura 6.26 


El metodo de secciones es util para el analisis de armadu ras com- 
puestas, esto es, armaduras que no se pueden construir a partir de la 
armadura triangular basica de la figura 6.25 a, pero que se obtienen 
conectando rfgidamente varias armaduras simples [section 6.8], Si las 
armaduras simples que constituyen a la armadura compuesta han si- 
do conectadas en forma apropiada (por medio de un perno y un esla- 
bon o por medio de tres eslabones que no son concurrentes ni para- 
lelos) y si la estructura resultante esta bien apoyada (por medio de un 
perno y un rodillo), la armadura compuesta sera estdticamente deter- 
rninada, rigida y completamente restringida. Entonces se satisface la 
siguiente condition necesaria — pero no suficiente — : m + r = 2 n, 
donde m es el numero de elementos, r es el numero de incognitas que 
representan a las reacciones en los apoyos y n es el numero de nodos. 
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La segunda parte del capitulo estuvo dedicada al analisis de 
armazones y maquinas. Ambas son estructuras que contienen ele- Armazones y maquinas 
mentos sujetos a fuerzas multiples, sobre los cuales actuan tres o 
mas fuerzas. Los armazones estan disenados para soportar cargas 
y usualmente son estructuras estacionarias totalmente restringidas. 

Las maquinas estan disenadas para transmitir o modificar fuerzas 
y siempre contienen partes moviles [section 6.9]. 

Para analizar un armazon, primero se considera al armazon Analisis de un armazon 
completo como un cuerpo libre y se escriben tres ecuaciones de 
equilibrio [section 6.10], Si el armazon permanece rfgido cuando 
se separa de sus apoyos, las reacciones involucran solo tres incog- 
nitas y se pueden determinar a partir de dichas ecuaciones de equi- 
librio [problemas resueltos 6.4 y 6.5], Por otra parte, si el armazon 
deja de ser rfgido cuando se separa de sus apoyos, las reacciones 
involucran mas de tres incognitas y no pueden determinarse todas 
las incognitas a partir de las ecuaciones de equilibrio para el arma- 
zon completo [section 6.11; problema resuelto 6.6], 

Cuando se desensambla el armazon y se identifican los diversos Elementos sujetos a fuerzas multiples 
elementos que lo constituyen como elementos sujetos a dos fuerzas 
o elementos sujetos a fuerzas multiples, se supone que los pernos for- 
man una parte integral de uno de los elementos que estos conectan. 

Se dibuja el diagrama de cuerpo libre de cada uno de los elementos 
sujetos a fuerzas multiples, observando que cuando dos elementos 
sujetos a fuerzas multiples estan conectados al mismo elemento su- 
jeto a dos fuerzas, este ultimo actua sobre los elementos sujetos a 
fuerzas multiples con fuerzas iguales y opuestas de magnitud desco- 
nocida pern cuya direction es conocida. Cuando dos elementos 
sujetos a fuerzas multiples estan conectados por un perno, estos 
ejercen entre si fuerzas iguales y opuestas cuya direction es desco- 
nocida, las cuales se deben representar por dos componentes desco- 
nocidas. Entonces se pueden resolver las ecuaciones de equilibrio 
obtenidas a partir de los diagramas de cuerpo libre de los elementos 
sujetos a fuerzas multiples para determinar las distil itas fuerzas in- 
ternas [problemas resueltos 6.4 y 6.5]. Tambien pueden emplearse 
las ecuaciones de equilibrio para completar la determination de las 
reacciones en los apoyos [problema resuelto 6.6], De heclio, si el ar- 
mazon es estdticamente determinado y ligiclo, los diagramas de cuerpo 
libre de los elementos sujetos a fuerzas multiples pueden proporcio- 
nar un numero de ecuaciones igual al numero de fuerzas desconoci- 
das (incluyendo las reacciones) [section 6.11], Sin embargo, como se 
sugirio, es conveniente considerar primero el diagrama de cuerpo li- 
bre para el armazon completo con el fin de minimizar el numero de 
ecuaciones que se deben resolver de manera simultanea. 

Para analizar una mdquina, esta se desensambla y con el mis- Analisis de una maquina 
mo procedimiento empleado para un armazon, se dibuja el diagra- 
ma de cuerpo libre de cada uno de los elementos sujetos a fuerzas 
multiples. Las ecuaciones de equilibrio correspondientes proporcio- 
nan las fuerzas de salida ejercidas por la maquina en terminos de las 
fuerzas de entrada que se le aplican, asi como las fuerzas intemas 
en cada una de las conexiones [section 6.12; problema resuelto 6.7], 
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6.1 64 Utilice el metodo de los nodos para determinar la fuerza en cada 
elemento de la armadura que se muestra en la figura. Establezca si los ele- 
mentos estan en tension o en compresion. 

6.165 Utilice el metodo de los nodos para determinar la fuerza en cada 
elemento de la armadura de doble tiro para techo que se muestra en la fi- 
gura. Establezca si los elementos estan en tension o en compresion. 




6 . 1 66 La armadura que se muestra en la figura esta disenada para sos- 
tener el techo de un mercado de alimentos. Para las cargas dadas, determine 
la fuerza en los elementos FG, EG y EFl. 


1.2 kN 



6.1 67 La armadura que se muestra en la figura esta disenada para sos- 
tener el techo de un mercado de alimentos. Para las cargas dadas, determine 
la fuerza en los elementos KM, LM y LN. 



6.168 Para el armazon y la carga que se muestran en la figura, deter- 
mine las componentes de todas las fuerzas que actuan sobre el elemento 
ABC. 

Retome el problema 6.168, y ahora suponga que la carga de 20 
kips se remplaza por un par con 100 kip • ft de magnitud, que actua en el 
sentido de las manecillas del reloj y que se aplica al elemento EDC en el 
punto D. 

6.170 Si se sabe que la polea tiene un radio de 0.5 m, determine las 
componentes de las reacciones en Ay E. 
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6.1 7 i Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine las 
reacciones en A, B, D y E. Suponga que la superficie en cada apoyo esta li- 
bre de friction. 

6.172 Para el sistema y la carga que se muestran en la figura, deter- 
mine a) la fuerza P requerida para mantener el equilibrio, b) la fuerza co- 
rrespondiente en el elemento BD y c ) la reaction correspondiente en C. 



50 N 


Figura P6.172 



1 000 lb 


Figura P6.171 


-9 in. — in.-*j 

ABsas=^- 


6.173 Un barril pequeiio que tiene un peso de 60 lb se levanta me- 
diante un par de tenazas como se muestra en la figura. Si se sabe que a = 
5 in., determine las fuerzas ejercidas sobre la tenaza ABD en B y D. 


6.174 Un estante de 20 kg se mantiene en position horizontal me- 
diante un brazo autoasegurable que consta de dos partes EDC y CDB, ar- Figura P6.173 
ticuladas en C y apoyadas una contra la otra en D. Determine la fuerza P re- 
querida para aflojar el brazo. 



50 mm 



Figura P6.174 


6 . 1 75 La Have de torsion especial para plomeros que se muestra en la 
figura es utilizada en areas confinadas (por ejemplo, bajo un lavabo o tina). 
Consiste esencialmente en una quijada BC articulada en B a una varilla larga. 
Si se sabe que las fuerzas ejercidas sobre la tuerca son equivalentes a un par 
en el sentido de las manecillas del reloj (cuando se ve desde arriba) con mag- 
nitud de 135 lb • in., determine a) la magnitud de la fuerza ejercida por el 
pasador B en la quijada BC, b) el par M 0 que se aplica a la Have de torsion. 



<Q>o 


Figura P6.175 


00 | CO 
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6.C Se debe disenar una armadura Pratt de acero para soportar tres 
cargas de 10 kips, como se muestra en la figura. La longitud de la armadura 
debe ser de 40 ft. La altura de la armadura, y por ende el angulo 8, asi como 
las areas de las secciones transversales de los diferentes elementos, deben 
seleccionarse para obtener el diseno mas economico. En especifico, el area 
de la section transversal de cada elemento se debe elegir de manera que el 
esfuerzo (fuerza dividida entre el area) en ese elemento sea igual a 20 kips/in. 2 
El esfuerzo permisible para el acero utilizado, el peso total del acero y, por 
tanto, su costo, deben ser tan pequenos como sea posible. a) Si se sabe que 
el peso especifico del acero usado es de 0.284 lb/in.' 3 , utilice software para 
calcular el peso de la armadura y el area de la section transversal de cada ele- 
mento que soporta carga, localizado a la izquierda de DE, para valores de 8 
que van de 20° a 80° con incrementos de 5°. b) Utilice incrementos mas pe- 
quenos y adecuados para determinar el valor optimo de 8 y los valores co- 
rrespondientes del peso de la armadura y de las areas de las secciones trans- 
versales de los diferentes elementos. Para sus calculos no tome en cuenta el 
peso de ningun elemento de fuerza cero. 


6.C2 El piso de un puente se apoya sobre largueros soportados por vi- 
gas transversales de piso como se muestra en la figura 6.3. Los extremos de 
las vigas se unen a los nodos superiores de dos armaduras, una de las cuales 
se muestra en la figura P6.C2. Como parte del diseno del puente, se desea 
simular el comportamiento de la armadura cuando pasa un camion de 12 kN 
sobre el puente. Si se sabe que la distancia entre los ejes del camion es b = 
2.25 m y se supone que el peso del camion se distribuye de igual forma so- 
bre sus cuatro ruedas, use software para calcular las fuerzas generadas por 
el camion en los elementos BH y GH para valores de x desde 0 hasta 17.25 
m, con incrementos de 0.75 m. A partir de los resultados obtenidos, deter- 
mine a) la fuerza de tension maxima en BH, b) la fuerza de compresion ma- 
xima en BH y c) la fuerza de tension maxima en GH. En cada caso indique 
el valor correspondiente de x. ( Nota\ Los incrementos se seleccionaron de 
forma que los valores deseados estuvieran entre aquellos que se van a tabu- 
lar.) 
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1 3.75 m 

Figura P6.C2 




Para el mecanismo mostrado en la figura, la position de la barra 
AC se controla mediante el brazo BD. Para la carga aplicada utilice software 
para calcular la reaccion en A y el par M, necesario para mantener al sistema 
en equilibrio, para valores de 6 desde -30° hasta 90°, con incrementos de 
10°. Como parte del proceso de diseno del mecanismo utilice incrementos 
mas pequenos adecuados para determinar a) el valor de 6 para el cual M es 
maxima y el valor correspondiente de M y b) el valor de 6 para el cual la 
reaccion en A es maxima y la magnitud correspondiente de esta reaccion. 

El diseno de un sistema robotico necesita del mecanismo de dos 
barras que se muestra en la figura. Las barras AC y BD se conectan mediante 
un bloque deslizante en D, corno se muestra en la figura. Sin tomar en cuenta 
el efecto de la friction, use software para calcular el par M A necesario para 
mantener las barras en equilibrio, considerando valores de 6 desde 0 hasta 
120°, con incrementos de 10°. Para los mismos valores de 6, determine la 
magnitud de la fuerza F ejercida por la barra AC sobre el bloque deslizante. 

Las tijeras podadoras de palanca compuesta que se muestran en 
la figura, pueden ajustarse mediante el perno A en varias posiciones de trin- 
quete sobre la cuchilla ACE. Si se sabe que la longitud AB es de 0.85 in., 
utilice software para determinar la magnitud de las fuerzas verticales aplica- 
das a la pequena rama para valores de d entre 0.4 in. y 0.6 in., con incre- 
mentos de 0.025 in. Como parte del diseno de las tijeras, utilice incremen- 
tos mas pequenos adecuados para determinar el valor minirno permisible de 
d si la fuerza en el eslabon AB no debe exceder 500 lb. 
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Figura P6.C4 



6.C6 La barra CD esta unida al collarfn D y pasa a traves de un colla- 
rin soldado en el extremo B de la palanca AB. Como un paso initial en el di- 
seno de la palanca AB, use software a fin de calcular la magnitud M del par 
necesario para mantener el equilibrio del sistema, usando valores de 8 entre 
15° y 90° con incrementos de 5°. Utilice incrementos mas pequenos ade- 
cuados a fin de determinar el valor de 6 para el cual M es minima y el valor 
correspondiente de M. 



150 N 


80 mm 


100 mm 


Figura P6.C6 


El puente George Washington conecta 
Manhattan, NuevaYork, con Fort Lee, 
Nueva Jersey. Este puente colgante 
soporta trafico en dos niveles sobre 
carriles que se sostienen mediante un 
sistema de vigas. Las armaduras se utili- 
zan tanto para conectar estos carriles y 
completar todo el claro del puente, como 
para formar las torres. El mismo claro del 
puente se encuentra sostenido mediante 
un sistema de cables. 
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7.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 7 FUERZAS EN 
VIGAS Y CABLES 

Introduccion 

Fuerzas internas en elementos 
Diferentes tipos de cargas y 
apoyos 

Fuerza cortante y momento flector 
en una viga 

Diagramas de fuerza cortante 
y de momento flector 
Relaciones entre carga, fuerza 
cortante y momento flector 
Cables con cargas concentradas 
Cables con cargas distribuidas 
Cable parabolico 
Catenaria 


En los capitulos anteriores se estudiaron dos problemas basicos que in- 
volucraban estructuras: 1) determination de las fuerzas externas que 
actuan sobre una estructura (capitulo 4) y 2) determination de las 
fuerzas que mantienen unidos a los distintos elementos que constituyen 
a una estructura (capitulo 6). Ahora se analizara el problema de la de- 
termination de las fuerzas internas que mantienen unidas a las distin- 
tas partes de un elemento dado. 

Primero se analizaran las fuerzas internas en los elementos de un 
armazon como la grua considerada en las secciones 6.1 y 6.10, obser- 
vando que mientras las fuerzas internas en un elemento recto sometido 
a la action de dos fuerzas solo pueden producir tension o compresion 
en dicho elemento, las fuerzas internas en cualquier otro tipo de ele- 
mento usualmente tambien producen corte y flexion. 

La mayor parte de este capitulo estara dedicada al analisis de las 
fuerzas internas en dos tipos importantes de estructuras de ingenierfa, 
llamadas: 


1. Vigas: las cuales usualmente son elementos prismaticos rec- 
tos y largos disenados para soportar cargas aplicadas en va- 
rios puntos a lo largo del elemento. 

2. Cables: son elementos flexibles capaces de soportar solo ten- 
sion y estan disenados para soportar cargas concentradas o 
distribuidas. Los cables se utilizan en muchas aplicaciones de 
ingenierfa, como en puentes colgantes y lineas de transmision. 




*7.2. FUERZAS INTERNAS EN ELEMENTOS 

Consideremos el elemento recto sujeto a la accion de dos fuerzas AB 
(figura 7.1a). De la section 4.6, se sabe que las fuerzas F y — F que ac- 
tuan en A y B, respectivamente, deben estar dirigidas a lo largo de AB 
en sentidos opuestos y deben tener la misma magnitud F. Ahora con- 
sidere que se corta al elemento en C. Para mantener el equilibrio de 
los cuerpos libres AC y CB obtenidos de esta manera, se debe aplicar 
sobre AC una fuerza — F igual y opuesta a F, y sobre CB una fuerza 
F igual y opuesta a — F (figura 7.1b). Estas nuevas fuerzas estan di- 
rigidas a lo largo de AB en sentidos opuestos y tienen la misma mag- 
nitud F. Como las dos partes AC y CB estaban en equilibrio antes de 
que se cortara el elemento, deben haber existido en este fuerzas in- 
ternas equivalentes a las nuevas fuerzas. Se concluye que en el caso de 
un elemento recto sujeto a la accion de dos fuerzas, las fuerzas inter- 
nas que ejercen entre si las dos partes del elemento son equivalentes 
a fuerzas axiales. La magnitud comun F de estas fuerzas no depende 
de la ubicacion de la section C y recibe el nombre d e fuerza en el ele- 
mento AB. En el caso considerado, el elemento esta en tension y se es- 
tirara bajo la accion de fuerzas internas. En el caso representado en la 
figura 7.2, el elemento esta en compresion y disminuira su longitud 
bajo la accion de las fuerzas internas. 

Ahora, considere un elemento sujeto a fuerzas multiples. Tomese 
por ejemplo el elemento AD de la grua analizada en la section 6.10; 
esta grua se muestra nuevamente en la figura 7.3 a y en la figura 7.3 b 
se muestra el diagrama de cuerpo libre del elemento AD. Ahora se cor- 
ta el elemento AD en J y se dibuja un diagrama de cuerpo libre para 
cada una de las porciones del elemento JD y AJ (figura 7.3c y d). Si se 
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considera el cuerpo libre JD, se encuentra que se mantendra su equi- 
librio si se aplica en J una fuerza F para balancear la componente ver- 
tical de T, una fuerza V para balancear la componente horizontal de T 
y un par M para balancear el momenta de T con respecto a J. De nue- 
vo se concluye que debieron haber existido fuerzas internas en J antes 
de que se cortara el elemento AD. Las fuerzas internas que actuan en 
la parte JD del elemento AD son equivalentes al sistema fuerza-par que 
se muestra en la figura 7.3c. De acuerdo con la tercera ley de Newton, 
las fuerzas internas que actuan sobre AJ deben ser equivalentes a un 
sistema fuerza-par igual y opuesto, como se muestra en la figura 7.3 d. 
Es obvio que la accion de las fuerzas internas en el elemento AD no 
se limita a producir tension o compresion como en el caso de los ele- 
mentos rectos sujetos a la accion de dos fuerzas; por otro lado, las fuer- 
zas internas tambien producen corte y flexion. La fuerza F es una fuer- 
za axial-, la fuerza V recibe el nombre de fuerza cortante y el momenta 
M del par se conoce como el momento flector o flexor en J. Se obser- 
va que cuando se determinan las fuerzas internas en un elemento, se 
debe indicar sobre que parte del elemento se supone que actuan di- 
chas fuerzas. En la figura 7.3e se bosquejan las deformaciones que ocu- 
rriran en el elemento AD. El analisis real de estas deformaciones es 
parte del estudio de la mecanica de materiales. 

Es necesario senalar que en un elemento sujeto a dos fuerzas que 
no es recto, las fuerzas internas tambien son equivalentes a un sistema 
fuerza-par. Esto se muestra en la figura 7.4, donde el elemento sujeto 
a dos fuerzas ABC ha sido cortado en D. 



Fotografi'a 7.1 El diseno del eje de una sierra 
circular debe tomar en cuenta las fuerzas internas 
que resultan de las fuerzas aplicadas a los 
dientes de la cuchilla. En un punto dado del eje, 
estas fuerzas internas son equivalentes a un 
sistema fuerza-par consistente en fuerzas axiales 
y cortantes y en un par que representa los 
momentos de corte y de torsion. 


B 




B 



Figura 7.4 



PROBLEMA RESUELTO 7.1 

Para el armazon mostrado en la figura, determine las siguientes fuerzas in- 
ternas: a) en el punto J del elemento ACF yb) en el punto K del elemento 
BCD. Este armazon ya fue considerado en el problema resuelto 6.5. 


1 200 N 3 600 N 2 400 N 

B K C D 



1 800 N 



1 200 N 


1.5 m 


v 3 600 N , 




B K 


rr 

▼ M 
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SOLUCION 

Reacciones y fuerzas en las conexiones. Se determinan las reac- 
ciones y las fuerzas que actuan sobre cada uno de los elementos del armazon; 
esto se llevo a cabo en el problema resuelto 6.5 y los resultados encontrados 
se repiten a continuation. 


a) Fuerzas internas en J. Se corta el elemento ACF en el punto J y 
se obtienen las dos partes que se muestran en la figura. Las fuerzas internas 
en J estan representadas por un sistema equivalente fuerza-par y se deter- 
minan al calcular el equilibrio de cualquiera de las partes en que ha sido di- 
vidido el elemento. Si se considera el diagrama de cuerpo libre A], se escribe 


+ 1 2M 7 = 0: 
+\2F r = 0: 


+S2,F y = 0: 


-(1 800 N)(1.2 m) + M = 0 
M = +2 160 N • m 
F - (1 800 N) cos 41.7° = 0 
F= +1344 N 

-V + (1 800 N) sen 41.7° = 0 
V = +1 197 N 


M = 2 160 N • m ◄ 
F = 1 344 N \ ◄ 

V = 1 197 N i/ ◄ 


Por tanto, las fuerzas internas en J son equivalentes a un par M, a una fuerza 
axial F y a una fuerza cortante V. El sistema fuerza-par intemo que actua so- 
bre la parte JCF es igual y opuesto. 

b) Fuerzas internas en K. Se corta el elemento BCD en K y se ob- 
tienen las dos partes que se muestran en la figura. Si se hace el diagrama de 
cuerpo libre BK , se escribe 


2 400 N 


+ r \2M K = 0: 

±ZF X = 0 ; 

+ t2F v = 0: 


(1 200 N)(1.5 m) + M = 0 
M = -1 800 N • m 
F = 0 

-1 200 N - V = 0 
V = -1 200 N 


M = 1 800 N • m J ◄ 
F = 0 ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se aprendio a determinar las fuerzas internas en un elemento del 
armazon. Las fuerzas internas en un punto dado de un elemento recto sujeto a dos 
fuerzas se reducen a una fuerza axial, pero en todos los demas casos dichas fuerzas 
internas son equivalentes a sistemas fuerza-par constituidos por una fuerza axial F, 
una fuerza cortante V y un par M que representa al momento flector en dicho punto. 

Para determinar las fuerzas internas en un punto dado J de un elemento de un ar- 
mazon, se deben seguir los siguientes pasos. 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para el armazon completo y se uti- 
liza para determinar las reacciones que sean posibles en los apoyos. 

2. Desensamblar el armazon y dibujar un diagrama de cuerpo libre para 
cada uno de sus elementos. Se deben escribir tantas ecuaciones de equilibrio co- 
mo sean necesarias para encontrar todas las fuerzas que actuan sobre el elemento 
en el cual esta localizado el punto J. 

3. Cortar el elemento en el punto J y dibujar un diagrama de cuerpo libre 
para cada una de las dos partes del elemento que se ban obtenido de esta forma, 
aplicando en el punto J de cada portion las componentes de fuerza y el par que 
representan las fuerzas ejercidas por la otra portion. Note que estas componentes 
de fuerza y pares tienen la misma magnitud pero sentidos opuestos. 

4. Seleccionar uno de los dos diagramas de cuerpo libre que se ban dibuja- 
do y utilizarlo para escribir tres ecuaciones de equibbrio para la portion correspon- 
diente del elemento. 

a) Si se suman momentos con respecto a J y se igualan a cero, se obtendra 
una ecuacion que proporcionara el momento flector en el punto J. 

b) Si se suman componentes en direcciones paralelas y perpendiculares 
al elemento en el punto J y se igualan a cero se obtendran, respectivamente, la fuer- 
za axial y la fuerza cortante. 

5. Cuando se escriban los resultados, se debe tener cuidado de especificar 
la parte del elemento que se utilizo, puesto que las fuerzas y los pares que actuan 
en las dos partes tienen sentidos opuestos. 

Puesto que la solution de los problemas propuestos correspondientes a esta leccion 
requieren la determination de las fuerzas que ejercen entre si los distintos elemen- 
tos de un armazon, se deben repasar los metodos utilizados en el capitulo 6 para 
resolver este tipo de problemas. Por ejemplo, cuando los armazones involucran po- 
leas y cables, se debe recordar que las fuerzas ejercidas por una polea sobre un ele- 
mento del armazon al cual esta unida tienen la misma magnitud y direction que las 
fuerzas ejercidas por el cable sobre la polea [problema 6.90], 
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Problemas 


7.1 y 7.2 Determine las fuerzas internas (fuerza axial, fuerza cortante 
y momenta Hector) en el punto J de la estructura indicada. 

Armazon y carga del problema 6.79. 

Armazon y carga del problema 6.80. 

Determine las fuerzas internas en el punto J cuando a = 90°. 


240 mm — ~ 




Figura P7.5 y P7.6 


Figura P7.3 y P7.4 

Determine las fuerzas internas en el punto J cuando a = 0°. 

Determine las fuerzas internas en el punto J de la estructura que 
se muestra en la figura. 

7.6 Determine las fuerzas internas en el punto K de la estructura que 
se muestra en la figura. 

Una barra semicircular esta cargada como se muestra en la figura. 
Determine las fuerzas internas en el punto J. 


120 N 



7.8 Una barra semicircular esta cargada como se muestra en la figura. 
Determine las fuerzas internas en el punto K. 


358 




Un arquero que apunta a un bianco esta jalando la cuerda del arco 
con una fuerza de 45 lb. Si se supone que la forma del arco se puede apro- 
ximar mediante una parabola, determine las fuerzas intemas en el punto J. 


8 in. 

^24 in.- — — 
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Para el arco del problema 7.9, determine la magnitud y la ubi- 
cacion de a) la fuerza axial maxima, b) la fuerza cortante maxima y c) el mo- 
menta flector maximo. 

Dos elementos, que consisten cada uno de una porcion recta y 
una porcion en forma de un cuarto de circulo, soportan una carga de 75 lb 
en A y se conectan de la forma que se muestra en la figura. Determine las 
fuerzas internas en el punto J. 




Figura P7.9 


7. 12 Dos elementos, que consisten cada uno de una porcion recta y 
una porcion en forma de un cuarto de circulo, soportan una carga de 75 lb 
en A y se conectan de la forma que se muestra en la figura. Determine las 
fuerzas internas en el punto K. 

7.13 Una barra semicircular esta cargada en la forma que se muestra 
en la figura. Determine las fuerzas internas en el punto J si se sabe que 6 = 
30°. 


280 N 



Una barra semicircular esta cargada en la forma que se muestra 
en la figura. Determine la magnitud y la ubicacion del momenta flector ma- 
ximo en la barra. 
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7.15 Si se sabe que el radio de cada polea es de 150 mm, que a = 
20° y no se toma en cuenta el efecto de la friccion, determine las fuerzas in- 
temas a) en el punto J,b) en el punto K. 



Figura P7.15 y P7.16 


7.16 Si se sabe que el radio de cada polea es de 150 mm, que a = 
30° y no se toma en cuenta el efecto de la friccion, determine las fuerzas in- 
ternas a) en el punto J, b) en el punto K. 

7.17 Si se sabe que el radio de cada polea es de 200 mm, no tome en 
cuenta el efecto de la friccion para determinar las fuerzas internas en el punto 
J del armazon que se muestra en la figura. 




Si sabe que el radio de cada polea es de 200 mm y sin tomar en 
cuenta el efecto de la friccion, determine las fuerzas internas en el punto K 
del armazon que se muestra en la figura. 

Una tuberfa de 5 in. de diametro esta sostenida cada 9 ft por un 
marco pequeiio, el cual consiste de dos elementos como se muestra en la fi- 
gura. Si se sabe que el peso combinado por unidad de longitud de la tube- 
rfa y su contenido es de 10 lb/ft, y sin tomar en cuenta el efecto de la fric- 
cion, determine la magnitud y la ubicacion del momenta flector maximo en 
el elemento AC. 

7 .20 Para el armazon del problema 7.19, determine la magnitud y ubi- 
cacion del momenta flector maximo en el elemento BC. 


Figura P7.19 


7.27 y 7.22 Una fuerza P se aplica a una barra doblada, la cual se sos- 
tiene mediante un rodillo y un apoyo de pasador. Para cada uno de los tres 
casos mostrados en las figuras, determine las fuerzas internas en el punto J. 
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Figura P7.22 


7.23 Una barra semicircular de peso W y section transversal uniforme 
se sostiene en la forma mostrada. Determine el momento flector en el punto 
J cuando 6 = 60°. 

7.24 Una barra semicircular de peso W y section transversal uniforme 
se sostiene en la forma mostrada. Determine el momento flector en el punto 
J cuando 6 = 150°. 

7.25 y 7.26 Una barra de peso W y section transversal uniforme esta 
doblada en la forma de un cuarto de arco circular y se sostiene como se rnues- 
tra en la figura. Determine el momento flector en el punto ] cuando 6 = 
30°. 





Figura P7.25 


Figura P7.26 


362 Fuerzas en vigas y cables 



a) Cargas concentradas 



h) Carga distribuida 

Figura 7.5 


Para la barra del problema 7.25, determine la ubicacion y mag- 
nitud del momenta flector maximo. 

7.28 Para la barra del problema 7.26, determine la ubicacion y mag- 
nitud del momenta flector maximo. 


VIGAS 

*7.3. DIFERENTES TIPOS DE CARGAS Y APOYOS 

Un elemento estructural disenado para soportar cargas que sean apli- 
cadas en varios puntos a lo largo del elemento se conoce como viga. 
En la mayorfa de los casos, las cargas son perpendiculares al eje de la 
viga y unicamente ocasionaran corte y flexion sobre esta. Cuando las 
cargas no formen angulo recto con la viga, tambien produciran fuerzas 
axiales en ella. 

Por lo general, las vigas son barras prismaticas rectas y largas. El 
diseno de una viga para que soporte de la manera mas efectiva las car- 
gas aplicadas es un procedimiento que involucra dos partes: 1) deter- 
minar las fuerzas cortantes y los momentos flectores producidos por las 
cargas, y 2) seleccionar la section transversal que resista de la mejor 
forma posible a las fuerzas cortantes y a los momentos flectores que se 
determinaron en la primera parte. Aquf se estudiara la primera parte 
del problema de disenar vigas, la segunda parte corresponde al estu- 
dio de la mecanica de materiales. 

Una viga puede estar sujeta a cargas concentradas Pi, P 2 , . . . , ex- 
presadas en newtons, libras o sus multiplos, kilonewtons y kilolibras (fi- 
gura 7.5a), a una carga distribuida w, expresada en N/m, kN/m, lb/ft o 
kips/ft (figura 7.5 b), o a una combination de ambas cargas. Cuando la 
carga w por unidad de longitud tiene un valor constante sobre una parte 
de la viga (como entre A y B en la figura 7.5 b), se dice que la carga esta 
uniformemente distribuida a lo largo de esa parte de la viga. La determi- 
nation de las reacciones en los apoyos se simplifica considerablemente 
si se reemplazan las cargas distribuidas por cargas concentradas equiva- 
lentes, como se explico en la section 5.8. Sin embargo, esta sustitucion 
no debe llevarse a cabo o, por lo menos, se debe realizar con cuidado, 
cuando se calculan las fuerzas internas (vea el problema resuelto 7.3). 

Las vigas se clasifican de acuerdo con la forma en que esten apo- 
yadas. En la figura 7.6 se muestran varios tipos de vigas que se usan 
con frecuencia. La distancia L existente entre los apoyos recibe el nom- 
bre de claro. Se debe senalar que las reacciones se determinaran siem- 
pre y cuando los apoyos involucren unicamente tres incognitas; de 
estar involucradas mas de tres incognitas, las reacciones seran estatica- 
mente indeterminadas y los metodos de la estatica no seran suficien- 
tes para determinarlas; bajo estas circunstancias, se deben tomar en 
consideration las propiedades de la viga relacionadas con su resisten- 
cia a la flexion. Aqui no se muestran vigas apoyadas en dos rodillos, las 
cuales estan solo parcialmente restringidas y se moveran bajo ciertas 
condiciones de carga. 

Algunas veces dos o mas vigas estan coneetadas por medio de ar- 
ticulaciones para formar una sola estructura continua. En la figura 7.7 
se muestran dos ejemplos de vigas articuladas en un punto H. Se de- 
be senalar que las reacciones en los apoyos involucran cuatro incogni- 


Vigas 

estaticamente 
determinadas 

|- L ►) 

a) Viga simplemente apoyada 



Vigas 

estaticamente 

indeterminadas 




d ) Viga continua 


I, 

|- L 

b ) Viga con voladizo 



e) Viga fija en un extremo y 
simplemente apoyada en el otro 
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en una viga 



c) Viga en voladizo 



/) Viga fija 


Figura 7.6 


tas, las cuales no pueden determinarse a partir del diagrama de cuerpo 
libre del sistema constituido por dos vigas. Sin embargo, estas pueden 
ser determinadas considerando por separado el diagrama de cuerpo li- 
bre para cada una de las vigas; aqui estan involucradas seis incognitas 
(incluyendo dos componentes de fuerza en la articulation) y estan dis- 
ponibles seis ecuaciones de equilibrio. 

*7.4. FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR 
EN UNA VIGA 

Considere una viga AB que esta sujeta a varias cargas concentradas y 
distribuidas (figura 7.8 a). Se busca determinar la fuerza cortante y el 
momenta flector en cualquier punto de la viga. Aunque en el ejemplo 
la viga esta simplemente apoyada, el metodo se puede aplicar a cual- 
quier tipo de viga estaticamente determinada. 

Primero se determinan las reacciones en A y en B seleccionando 
toda la viga como un cuerpo libre (figura 7.8 b); si se escribe 2M A = 0 
y 2M B = 0 se obtienen, respectivamente, R B y R A . 

Para determinar las fuerzas internas en C, se corta la viga en C y se 
dibujan los diagramas de cuerpo libre correspondientes a las partes AC 
y CB de la viga (figura 7.8c). Con el diagrama de cuerpo libre para la 
parte AC, se puede determinar la fuerza cortante V en C igualando a 
cero la suma de las componentes verticales de todas las fuerzas que 
actuan sobre AC. En forma similar se puede encontrar el momenta 
flector M en C igualando a cero la suma de los momentos con respecto 
a C de todas las fuerzas y todos los pares que actuan sobre AC. Sin em- 
bargo, otra alternativa seria utilizar el diagrama de cuerpo libre para la 
parte CB f y determinar la fuerza cortante V' y el momenta flector M' 
igualando a cero la suma de las componentes verticales y la suma de los 
momentos con respecto a C de todas las fuerzas y todos los pares que 
actuan sobre CB. Apesar de que la selection del cuerpo libre que se usa- 
ra puede facilitar el calculo de los valores numericos de la fuerza cortan- 
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Fotografi'a 7.2 Las fuerzas internas en el paso 
a desnivel varian conforme el camion lo cruza. 


*La fuerza y el par que representan las fuerzas internas que actuan sobre CB ahora seran 
representadas con V' y M', en lugar de representarlas con —V y — M como se liabfa he- 
cho anteriormente, con el fin de evitar confusiones cuando se aplique la convention de sig- 
nos que se va a presentar mas adelante en esta section. 
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a) Fuerzas intemas en la section 
(fuerza cortante positiva y momento flector positivo) 

C 



b ) Efecto de las fuerzas externas 
(fuerza cortante positiva) 


C : ) 


c) Efecto de las fuerzas externas 
(momento flector positivo) 

Figura 7.9 


te y el momento flector, hace que sea necesario indicar sobre que parte 
de la viga estan actuando las fuerzas internas consideradas. Por tanto, si 
se van a calcular y a registrar eon eficiencia los valores de la fuerza cor- 
tante y del momento flector en todos los puntos de la viga, se debe en- 
contrar una forma que permita evitar la especificacion cada vez de la 
portion de la viga que se utilizo como el cuerpo libre. Para lograr esto, 
se adoptaran las siguientes convenciones: 

Al determinar la fuerza cortante en una viga, siempre se supondra 
que las fuerzas internas V y V' estan dirigidas como se muestra en la fi- 
gura 7.8c. Cuando se obtiene un valor positivo para su magnitud comun 
V, esto indica que la suposicion hecha fue correcta y que en realidad las 
fuerzas cortantes estan dirigidas de la forma que se muestra en la figu- 
ra. Cuando se obtiene un valor negativo para V, esto indica que la supo- 
sicion hecha fue incorrecta y que las fuerzas cortantes estan dirigidas en 
el sentido opuesto. Por tanto, para definir completamente las fuerzas 
cortantes en un punto dado de la viga solo se necesita registrar la mag- 
nitud V con un signo positivo o negativo. Por lo general, se hace refe- 
renda al escalar V como la fuerza cortante en un punto dado de la viga. 

En forma similar, siempre se supondra que los pares internos M y 
M' estan dirigidos como se muestra en la figura 7.8c. Cuando se ob- 
tiene un valor positivo para su magnitud M, a la cual se hace referen- 
da comunmente como el momento flector, esto indicara que la supo- 
sicion hecha fue correcta mientras que un valor negativo indicara que 
la suposicion fue incorrecta. En resumen, con la convention de signos 
que se acaba de presentar se establece lo siguiente: 

Se dice que la fuerza cortante V y que el momento flector M en un 
punto dado de una viga son positivos cuando las fuerzas y los pares in- 
ternos que actuan sobre cada parte de la viga estan dirigidos como se 
muestra en la figura 7.9a. 

Estas convenciones son mas faciles de recordar si se observa que: 

La fuerza cortante en C es positi va cuando las fuerzas exter- 
nas (las cargos y las reacciones) que actuan sobre la viga tien- 
den a cortar a lo la rgo en C como se indica en la figu ra 7.9b. 


2. El momento flector en C es positivo cuando las fuerzas exter- 7 Diagramas de fuerza cortante 355 

/ i i i n 7 y de momento flector 

nas que actuan sobre la viga tienden ajlexionar a la viga, como 

se indica en lafigura 7.9c. 

Tambien puede ser util senalar que la situation descrita en la figu- 
ra 7.9, en la cual los valores de la fuerza cortante y del momento Hec- 
tor son positivos, es precisamente la situation que ocurre en la mitad 
izquierda de una viga apoyada que soporta una sola carga concentrada 
que actua en su punto medio. Este ejemplo en particular se presenta 
complete en la siguiente section. 


*7.5. DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE 
Y DE MOMENTO FLECTOR 


Aliora que se han definido claramente la fuerza cortante y el momento 
flector en lo referente a su magnitud y a su sentido, se pueden registrar 
sus valores en cualquier punto de una viga graficando diehos valores con- 
tra la distancia x medida desde un extremo de la viga. Las graficas que 
se obtienen de esta manera reciben el nombre de diagrama de fuerza 
cortante y diagrama de momento flector, respectivamente. Como ejem- 
plo, considere una viga apoyada AB que tiene un claro L y que esta so- 
metida a una sola carga concentrada P que actua en su punto medio D 
(figura 7. 10 a). Primero se determinan las reacciones en los apoyos a par- 
tir del diagrama de cuerpo libre para la viga completa (figura 7.10b); de 
esta forma, se encuentra que la magnitud de cada reaccion es igual a P/2. 

Despues se corta la viga en un punto C localizado entre AyDyse 
dibujan los diagramas de cuerpo libre para las partes AC y CB (figura 
7.10c). Si la fuerza cortante y el momento flector son positivos, se diri- 
gen las fuerzas internas V y V' y los pares internos MyM' como se in- 
dica en la figura 7.9 a. Si se considera el cuerpo libre AC y se escribe que 
la suma de las componentes verticales y la suma de los momentos con 
respecto a C de todas las fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre son 
iguales a cero, se encuentra que V = +P/2 y M = +Px/ 2. Por tanto, la 
fuerza cortante y el momento flector son positivos; lo anterior se puede 
corroborar observando que la reaccion en A tiende a cortar y a flexionar 
la viga en C de la forma mostrada en la figura 7.9 b y c. Se puede grafi- 
car V y M entre Ay D (figura 7.10e yf); la fuerza cortante tiene un va- 
lor constante V = P/2, mientras que el momento flector aumenta lineal- 
mente desde M = 0 en x — 0 hasta M = PL/4 en x = L/2. 

Aliora, si se corta la viga en un punto E localizado entre Dy By se con- 
sidera el cuerpo libre EB (figura 7.10d), se escribe que la suma de las com- 
ponentes verticales y la suma de los momentos con respecto a E de las fuer- 
zas que actuan sobre el cuerpo libre son iguales a cero. De esta forma se 
obtiene V = — P/2 y M = P(L — x)/2. Por tanto, la fuerza cortante es ne- 
gativa y el momento flector es positivo; lo anterior se puede corroborar ob- 
servando que la reaccion en B flexiona la viga en E de la forma indicada en 
la figura 7.9c pero tiende a cortarla de manera opuesta a la mostrada en la 
figura 7.9 b. Ahora se pueden completar los diagramas de fuerza cortante y 
momento flector de la figura 7. 10c y f la fuerza cortante tiene un valor cons- 
tante V = —P/2 entre DyB, mientras que el momento flector decrece li- 
nealmente desde M = PL/4 en x = L/2 hasta M = 0 en x = L. 

Es necesario senalar que cuando una viga solo esta sometida a car- 
gas concentradas, la fuerza cortante tiene un valor constante entre las 
cargas y el momento flector varia linealmente entre estas, pero cuando 
una viga esta sometida a cargas distribuidas, la fuerza cortante y el mo- 
mento flector varfan en forma diferente (vease problema resuelto 7.3). 
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Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momenta flector para la viga y las 
condiciones de carga que se muestran en la figura. 



SOLUCION 

Cuerpo libre: viga completa A partir del diagrama de cuerpo libre 
para toda la viga se encuentran las reacciones en B y en D: 

R b = 46 kN t R d = 14 kN | 

Fuerza cortante y momento flector. Primero se determinan las fuer- 
zas intemas justo a la derecha de la carga de 20 kN aplicada en A. Con- 
siderando la porcion de la viga que esta a la izquierda de la section 1 como 
un cuerpo libre y suponiendo que V y M son positivos (de acuerdo con la 
convention estandar), se escribe 


+T2F V = 0: -20 kN — Vi = 0 Vi = -20 kN 

+ f j2M 1 = 0: (20 kN)(0 m) + M 1 = 0 M, = 0 

Despues, se considera como un cuerpo libre a la porcion de la viga ubi- 
cada a la izquierda de la section 2 y se escribe 

+T2F V = 0: -20 kN - V 2 = 0 V 2 = -20 kN 

+1 2M 2 = 0: (20 kN)(2.5 m) + M 2 = 0 M 2 = -50 kN • m 


De forma similar, se determinan la fuerza cortante y el momento flec- 
tor en las secciones 3, 4, 5 y 6 a partir de los diagramas de cuerpo libre 
mostrados en la figura. Asi, se obtiene 


V 3 = +26 kN 
V 4 = +26 kN 
V 5 = -14 kN 
V 6 = -14 kN 


M 3 = —50 kN • m 
M 4 = +28 kN ■ m 
Mg = +28 kN ■ m 
M 6 = 0 


Para varias de las secciones anteriores, los resultados se obtienen mas facil- 
mente si se considera como un cuerpo libre la parte de la viga que esta a la 
derecha de la section de interes. Por ejemplo, considerando la porcion de 
la viga que esta a la derecha de la section 4, se escribe 

+t 2F V = 0: V 4 — 40 kN + 14 kN = 0 V 4 = +26 kN 

+^2:M 4 = 0: -M 4 + (14 kN)(2 m) = 0 M 4 = +28 kN • m 


Diagramas de fuerza cortante y de momento flector. Ahora se 
pueden graficar los seis puntos mostrados en los diagramas de fuerza cortan- 
te y de momento flector. Como se senalo en la section 7.5, la fuerza cortan- 
te tiene un valor constante y el momento flector varia linealmente entre car- 
gas concentradas; por tanto, se obtienen los diagramas de fuerza cortante y 
momento flector que se muestra en el diagrama. 


366 


PROBLEMA RESUELTO 7.3 



Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momenta flector para la viga AB. 
La carga distribuida de 40 lb/in. se extiende sobre 12 in. de la viga, desde A 
hasta C, y la carga de 400 lb se aplica en E. 


: 480 lb 

t 


B B, 


6 in. 


QlT 


-16 in.- 


E 

\ r 400 lb 
10 in.- 



SOLUCION 

Cuerpo libre: viga completa. Se determinan las reacciones consi- 
derando la viga completa como un cuerpo libre. 

+^M a = 0: B y { 32 in.) - (480 lb)(6 in.) - (400 lb)(22 in.) = 0 

B lf = +365 lb B (/ = 365 lb | 

A^Mb = 0: (480 lb) (26 in.) + (400 lb)(10 in.) - A(32 in.) = 0 

A = +515 lb A = 515 lb | 

-4»’ x = 0: B x = 0 B v = 0 

Ahora, la carga de 400 lb se reemplaza por un sistema equivalente fuerza- 
par que actua sobre la viga en el punto D. 

Fuerza cortante y momento flector. Desde A hasta C. Se deter- 
minan las fuerzas internas a una distancia % a partir del punto A consideran- 
do la parte de la viga que esta a la izquierda de la section 1 . La parte de la 
carga distribuida que actua sobre el cuerpo libre se reemplaza por su resul- 
tante y se escribe 

+t = 0: 515 - 40x - V = 0 V = 515 - 40% 

+ f jSM 1 = 0: —515% + 40x(-f%) + M = 0 M = 515% - 20% 2 

Como el diagrama de cuerpo libre mostrado puede utilizarse para todos los 
valores de % menores que 12 in., las expresiones obtenidas para V y M son 
validas a lo largo de la region 0 < % < 12 in. 

Desde C hasta D. Considerando la parte de la viga que esta a la 
izquierda de la section 2 y reemplazando nuevamente la carga distribuida 
por su resultante, se obtiene 

+t 2F V = 0: 515 - 480 - V = 0 V = 35 lb 

+1 SM 2 = 0: -515% + 480(x - 6) + M = 0 M = (2 880 + 35%) lb ■ in. 

Estas expresiones son validas en la region 12 in. < % < 18 in. 

Desde D hasta B. Con la portion de la viga que esta a la izquierda 
de la section 3, se obtienen los siguientes resultados para la region 18 in. < 
% < 32 in. 

+t 2F V = 0: 515 - 480 - 400 - V = 0 V = -365 lb 

+'( 2M 3 = 0: -515% + 480 (% - 6) - 1 600 + 400(x - 18) + M = 0 

M = (11 680 - 365%) lb ■ in. 

Diagramas de fuerza cortante y de momento flector. Ahora se 
pueden graficar los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para 
toda la viga. Se observa que el par que esta aplicado en D cuyo momento es 
igual a 1 600 lb • in. introduce una discontinuidad en el diagrama de mo- 
mento flector. 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se aprendio a determinar la fuerza cortante V y el momento flector 
M en cualquier punto de una viga. Tambien se aprendio a dibujar el diagrama de 
fuerza cortante y el diagrama de momento flector para la viga graficando, respecti- 
vamente, V y M contra la distancia x medida a lo largo de la viga. 

A. Determinacion de la fuerza cortante y el momento flector en una viga. 

Para determinar la fuerza cortante V y el momento flector M en un punto dado C 
de una viga, se deben seguir los siguientes pasos. 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para la viga completa y utilizarlo 
para determinar las reacciones en los apoyos de la viga. 

2. Cortar la viga en el punto C y, con las cargas originales, seleccionar una de 
las dos porciones de la viga que se ban obtenido. 

3. Dibujar el diagrama de cuerpo libre de la porcion de la viga que se haya 
seleccionado, mostrando: 

a) Las cargas y las reacciones ejercidas sobre esa parte de la viga, reem- 
plazando cada una de las cargas distribuidas por una carga concentrada equivalente, 
como se explico en la section 5.8. 

b) La fuerza cortante y el par flector que representan lasfuerzas inter - 

nas en C Para facilitar el registro de la fuerza cortante V y del momento flector 
M despues que estos han sido determinados, se debe seguir la convention indica- 
da en las figuras 7.8 y 7.9. Por tanto, si se usa la parte de la viga ubicada a la iz- 
quierda de C, se aplica en C una fuerza cortante V dirigida liacia abajo y un par 
flector M dirigido en un sentido contrario al movimiento de las manecillas del re- 
loj. Si se esta utilizando la porcion de la viga ubicada a la derecha de C, se aplica 
en C una fuerza cortante V' dirigida liacia arriba y un par flector M' dirigido en 
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj [problema resuelto 7.2], 

4. Escribir las ecuaciones de equilibria para la porcion de la viga que se 

Se resuelve la ecuacion = 0 para V y la ecuacion EM C = 0 

para M. 

5. Registrar los valores de V y M con el signo obtenido para cada uno de 

estos. Un signo positivo para V significa que las fuerzas cortantes en C sobre cada 
una de las dos porciones de la viga estan dirigidas como se muestra en las figuras 
7.8 y 7.9; un signo negativo significa que las fuerzas cortantes tienen un sentido 
opuesto. En forma similar, un signo positivo para M significa que los pares Hecta- 
res en C estan dirigidos como se muestra en las figuras y un signo negativo signi- 
fica que los pares flectores tienen un sentido opuesto. Ademas, un signo positivo 
para M significa que la concavidad de la viga en el punto C esta dirigida liacia arri- 
ba mientras que un signo negativo significa que dicha concavidad esta dirigida lia- 
cia abajo. 
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B. Dibujo de los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para 
ima viga. Estos diagramas se obtienen al graficar, respectivamente, V y M contra 
la distancia x medida a lo largo de la viga. Sin embargo, en la mayorfa de los casos 
solo se necesita calcular los valores de V y M en unos cuantos puntos. 

1. Para una viga que soporta unicamente cargas concentradas, se observa 
que [problema resuelto 7.2]: 

a) El diagrama de fuerza cortante consiste en segmentos de lineas hori- 
zontales. Por tanto, para dibujar el diagrama de fuerza cortante de la viga solo se 
necesitara calcular el valor de V justo a la izquierda o justo a la derecha de los pun- 
tos donde se aplican las cargas o las reacciones. 

b) El diagrama de momento flector consiste de segmentos de lineas rec- 
tus oblicuas. Por tanto, para dibujar el diagrama de momento flector de la viga so- 
lo se necesitara calcular el valor de M en los puntos donde se aplican las cargas o 
las reacciones. 

2. Para una viga que soporta cargas uniformemente distribuidas, es nece- 
sario senalar [problema resuelto 7.3] que bajo cada una de las cargas distribuidas 
se tiene lo siguiente: 

a) El diagrama de fuerza consiste de un segmento de una linea recta 
oblicua. Por tanto, solo se necesita calcular el valor de V donde empieza y termina 
la carga distribuida. 

b) El diagrama de momento flector consiste de un arco de parabola. En 
la mayorfa de los casos solo se necesita calcular el valor de M donde empieza y ter- 
mina la carga distribuida. 

3. Para una viga con una carga mas complicada, es necesario considerar el 
diagrama de cuerpo libre de una porcion de la viga de longitud arbitraria x y de- 
terminar V y M como funciones de x. Es posible que se tenga que repetir este pro- 
cedimiento varias veces puesto que por lo general V y M estan representadas con 
diferentes funciones en distintas partes de la viga [problema resuelto 7.3]. 

4. Cuando se aplica un par a una viga, la fuerza cortante tiene el mismo va- 
lor en ambos lados del punto de aplicacion del par pero en el diagrama de momen- 
to flector presentara una discontinuidad en dicho punto, incrementandose o dismi- 
nuyendo en una cantidad igual a la magnitud del par. Observe que un par se puede 
aplicar directamente a la viga o puede resultar a partir de la aplicacion de una car- 
ga sobre un elemento curvo que esta unido rfgidamente a la viga [problema resuel- 
to 7.3], 
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7.29 al 7.32 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) di- 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momento Hector y b) determine 
los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento flector. 



Figura P7.31 Figura P7.32 


7.33 y 7.34 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) di- 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector y b ) determine 
los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento flector. 
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7.35 y 7.36 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) di- 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector y b) determine 
los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento flector. 
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7.37 y 7.38 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) di- 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector y b) determine 
los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento flector. 




7.39 a 7.42 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) di- 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector y b ) determine 
los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento flector. 
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7.43 Si se supone que la reaction del suelo sobre la viga AB que se 
muestra en la figure esta dirigida hacia arriba y es uniformemente distribuida 
y a = 0.3 m, a) dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento flec- 
tor y b) determine los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del 
momento flector. 
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Retome el problema 7.43 si a = 0.5 m. 

7.45 y 7.46 Si la reaction del suelo sobre la viga AB que se muestra 
en las figures esta dirigida hacia arriba y es uniformemente distribuida, a) di- 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector y b) determine 
los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento flector. 
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Figure P7.46 


Si la reaction del suelo sobre la viga AB que se muestra en la fi- 
gure esta dirigida hacia arriba y es uniformemente distribuida y se sabe que 
P = wa, a) dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector y 
b) determine los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del mo- 
mento flector. 

Retome el problema 7.47 si se sabe que P = 3 wa. 

7.49 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector 
para la viga AB y determine la fuerza cortante y el momento flector a) justo 
a la izquierda de C, b) justo a la derecha de C. 
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7.50 Dos secciones pequenas de canal DF y EH se sueldan a la viga 
uniforme AB de peso W = 3 kN, para formar el elemento rigido estructural 
que se muestra en la figura. Este elemento se eleva mediante dos cables uni- 
dos en D y E. Si se sabe que 6 = 30° y no se toma en cuenta el peso de las 
secciones del canal, a) dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
Hector para la viga AB y b) determine los valores absolutos maxim os de la 
fuerza cortante y del momento Hector en la viga. 

7.51 Retome el problema 7.50 para 6 = 60°. 

7.52 a 7.54 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
Hector para la viga AB y determine los valores absolutos maximos de la fuerza 
cortante y del momento Hector. 



Figura P7.53 
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Figura P7.59 


Para el elemento estructural del problema 7.50, determine a) el 
angulo 6 para el cual el valor absoluto maximo del momento Hector en la 
viga AB es minimo y b) el valor correspondiente de lMl mfc . ( Sugerencia : Di- 
buje el diagrama de momento Hector e iguale los valores absolutos maximos 
positivos y negativos que se obtengan en el diagrama.) 

7.56 Para la viga del problema 7.43 determine a) la distancia a para 
la cual el valor absoluto maximo del momento Hector en la viga es minimo y 
b) el valor correspondiente de lMl mfa . (Vea la sugerencia del problema 7.55.) 

Para la viga del problema 7.47 determine a) la relation k = P/wa 
para la cual el valor absoluto maximo del momento Hector en la viga es minimo 
y b) el valor correspondiente de lMl mSx . (Vea la sugerencia del problema 7.55.) 

Una viga uniforme sera elevada mediante los cables de una grua 
unidos en Ay B. Determine la distancia a desde los extremos de la viga hasta 
los puntos donde los cables deberfan estar unidos si el valor absoluto maximo 
del momento Hector en la viga es minimo. ( Sugerencia : Dibuje el diagrama 
de momento Hector en terminos de a, L y el peso w por unidad de longitud, 
y despues iguale los valores absolutos de los momentos Hectares maximos de 
signo positivo y negativo que se hayan obtenido.) 

Para la viga que se muestra en la figura, determine a) la magni- 
tud P de las dos fuerzas ascendentes tal que el valor absoluto maximo del 
momento Hector en la viga sea minimo yb) el valor correspondiente de 
(Vea la sugerencia del problema 7.55.) 

7.60 Si P = Q = 150 lb, determine a) la distancia a para la cual el va- 
lor absoluto maximo del momento Hector en la viga AB es minimo y b) el 
valor correspondiente de lMl m4x . (Vea la sugerencia del problema 7.55.) 




Figura P7.60 


Retome el problema 7.60, y ahora suponga que P = 300 lb y 
Q = 150 lb. 
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*7.62 A fin de reducir el momenta flector de la viga en voladizo AB 
que se muestra en la figura, se fijan de manera permanente un cable y un 
contrapeso en el extremo B. Determine la magnitud del contrapeso para la 
cual el valor absoluto maximo del momenta flector en la viga es minirno, asi 
como el valor correspondiente de lMl mSx . Considere a) el caso en el que la 
carga distribuida se aplica permanentemente sobre la viga y b) el caso mas 
general en el que la carga distribuida puede aplicarse o retirarse. 



*7.6. RELACIONES ENTRE CARGA, FUERZA CORTANTE 
Y MOMENTO FLECTOR 


Si una viga sostiene mas de dos o tres cargas concentradas, o cuando so- 
porta cargas distribuidas, es muy probable que el metodo para graficar 
las fuerzas cortantes y los momentos flectores descrito en la section 7.5 
se vuelva muy laborioso. La elaboration del diagrama de fuerza cortan- 
te y, especialmente, la del diagrama de momenta flector, se simplifica- 
ran en gran medida si se toman en consideration ciertas relaciones que 
existen entre la carga, la fuerza cortante y el momenta flector. 

Considerese una viga simplemente apoyada AB que soporta una 
carga distribuida w por unidad de longitud (figura 7.11 a), y sean C y 
C' dos puntos sobre la viga separados por una distancia Ax entre si. La 
fuerza cortante y el momenta flector ubicados en C estaran represen- 
tados, respeetivamente, con V y M, las cuales se supondran positivas; 
la fuerza cortante y el momenta flector localizados en C' seran repre- 
sentados mediante V + AV y M + AM. 

Ahora se separa el tramo de viga CC' y se traza su diagrama de 
cuerpo libre (figura 7.11b). Las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre 
incluyen una carga de magnitud w Ax y las fuerzas y los pares intemos 
que actuan en C y C'. Como se ha supuesto que la fuerza cortante y 
el momenta flector son positivos, las fuerzas y los pares estaran dirigi- 
dos en la forma indieada por la figura. 

Relaciones entre carga y fuerza cortante. Se escribe que la 
suma de las componentes verticales de las fuerzas que actuan sobre el 
cuerpo libre CC' es igual a cero: 

V - (V + AV) - w Ax = 0 
AV = —iv Ax 


Al dividir ambos lados de la ecuacion anterior entre Ax, y haciendo 
luego que Ax tienda a cero, se obtiene 


dV 

lk = ~ W 


(7.1) 


La formula (7.1) indica que para una viga de la forma que muestra la 
figura 7.11a, la pendiente dV/dx de la curva de fuerza cortante es ne- 
gativa; ademas, el valor numerico de la pendiente en cualquier punto 
es igual a la carga por unidad de longitud en dicho punto. 




Figura 7.11 


b) 
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Si se integra la ecuacion (7.1) entre los puntos C y D, se obtiene 



wAx 



b) 

Figura 7.11 ( repetida ) 


(7.2) 
(7.2') 

Observese que tambien se pudo haber obtenido este resultado consi- 
derando el equilibrio de la portion CD de la viga, puesto que el area 
bajo la curva de carga representa la carga total aplicada entre C y D. 

Es necesario senalar que la ecuacion (7.1) no es vdlida en un punto 
donde se aplica una carga concentrada; como se vio en la section 7.5, 
la curva de fuerza cortante es discontinua en dicho punto. En forma 
similar, las ecuaciones (7.2) y (7.2') dejan de ser validas cuando se apli- 
can cargas concentradas entre C y D, puesto que dichas ecuaciones no 
toman en consideration el cambio brusco en la fuerza cortante oca- 
sionado por una carga concentrada. Por tanto, las ecuaciones (7.2) y 
(7.2') solo se deben aplicar entre cargas concentradas sucesivas. 



V D ~ V c = —(area bajo la curva de carga entre C y D) 


Relaciones entre la fuerza cortante y el momento f lector. Re- 

gresando al diagrama de cuerpo libre de la figura 7.11b, ahora se escri- 
be que la suma de los momentos con respecto a C' es igual a cero y se 
obtiene 

Ax 

(M + AM) - M - V Ax + w Ax— = 0 
AM = VAx - lw(Axf 


Si se dividen ambos lados de la ecuacion anterior entre Ax y se hace 
que Ax tienda a cero, se obtiene 



(7.3) 


La ecuacion (7.3) indica que la pendiente dM/dx de la curva de mo- 
mento flector es igual al valor de la fuerza cortante. Esto es cierto en 
cualquier punto donde la fuerza cortante tenga un valor bien definido, 
es decir, en cualquier punto donde no se aplique una fuerza concen- 
trada. Ademas, la ecuacion (7.3) tambien muestra que la fuerza cor- 
tante es igual a cero en aquellos puntos donde el momento flector es 
maximo. Esta propiedad facilita el calculo de los puntos donde es mas 
probable que la viga falle bajo flexion. 

Si se integra la ecuacion (7.3) entre los puntos C y D, se obtiene 

M d ~ M c = jVdx (7.4) 

M d — M c = area bajo la curva de fuerza cortante entre C y D (7.4') 

Observese que se debe considerar que el area bajo la curva de fuerza 
cortante es positiva en aquellos lugares donde la fuerza cortante es posi- 
tiva y que el area es negativa donde la fuerza cortante es negativa. Las 
ecuaciones (7.4) y (7.4') son validas cuando se aplican cargas concen- 
tradas entre C y D, y siempre y cuando se haya dibujado correctamente 
la curva de fuerza cortante. Sin embargo, dichas formulas dejan de ser 
validas si se aplica un par en un punto localizado entre C y D, puesto 
que las formulas en cuestion no consideran el cambio brusco en el mo- 
mento flector ocasionado por un par (vease problema resuelto 7.7). 





Ejemplo. Considere una viga apoyada AB que tiene un claro L y que so- 
porta una carga distribuida de manera uniforme w (figura 7.12a). A partir del 
diagrama de cuerpo libre para toda la viga se determina la magnitud de las reac- 
ciones en los apoyos R A = R B = wL/2 (figura 7.12Z?). Despues, se dibuja el dia- 
grama de fuerza cortante. Cerca del extremo A de la viga, la fuerza cortante es 
igual a R a , esto es, igual a ivL/2, como puede corroborarse considerando una 
portion muy pequena de la viga como un cuerpo libre. Entrances, utilizando la 
ecuacion (7.2) se puede determinar la fuerza cortante V a cualquier distancia x 
a partir de A. Asi se escribe 

V — V A = — w dx = —ivx 
J o 

V = V A — ivx = — — wx = ~ x 

En este sentido, la curva de fuerza cortante es una linea recta oblicua que cru- 
za el eje x en x = L/2 (figura 7.12c). Ahora considere el momenta fleeter, 
primero se observa que M A = 0. Entonces, el valor M del momenta flector a 
cualquier distancia x a partir de A se puede obtener a partir de la ecuacion 
(7.4); asi se tiene que 

M-M a = I Vdx 
M = w(^ - xj dx = y(Lx - x 2 ) 

La curva de momenta flector es una parabola. El maximo valor del momen- 
ta flector ocurre cuando x = L/2, puesto que V (y, por tanto, dM/dx) es igual 
a cero para dicho valor de x. Si se sustituye x = L/2 en la ultima ecuacion, 
se obtiene M mAx = tcL 2 /8. ■ 

En la mayorfa de las aplicaciones de ingenierfa solo se necesita co- 
nocer el valor del momenta flector en unos cuantos puntos especificos. 
Una vez que se ha dibujado el diagrama de fuerza cortante y despues de 
que se ha determinado el valor de M en uno de los extremos de la viga, 
se puede obtener el valor del momenta flector en cualquier punto, 
calculando el area bajo la curva de fuerza cortante y utilizando la ecua- 
cion (7.4'). Por ejemplo, como M A = 0 para la viga de la figura 7.12, el 
maximo valor del momenta flector para la viga se puede obtener rnidien- 
do el area del triangulo sombreado en el diagrama de fuerza cortante: 
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En este ejemplo, la curva de carga es una linea recta horizontal, la cur- 
va de fuerza cortante es una linea recta oblicua y la curva de momento flec- 
tor es una parabola. Si la curva de carga hubiera sido una linea recta obli- 
cua (polinomio de primer grado), la curva de fuerza cortante habrfa sido 
una parabola (polinomio de segundo grado) y la curva de momento flector 
hubiera sido cubica (polinomio de tercer grado). Las curvas de fuerza cor- 
tante y momento flector siempre seran, respectivamente, uno y dos grados 
mayores que la curva de carga. Por tanto, una vez que se han calculado unos 
cuantos valores de la fuerza cortante y del momento flector, se deberan po- 
der bosquejar los diagramas de fuerza cortante y momento flector sin to- 
ner que determinar las funciones V(x) y M(x). Los bosquejos obtenidos 
seran mas precisos si se hace uso del hecho de que en cualquier punto don- 
de las curvas son continuas, la pendiente de la curva de fuerza cortante es 
igual a — w y la pendiente de la curva de momento flector es igual a V. 


PROBLEMA RESUELTO 7.4 


20 kips 12 kips 1.5 kips/ft 



Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momenta Hector para la viga y las 
condiciones de carga mostradas en la figura. 


SOLUCION 


4 ft . 



Cuerpo libre: viga completa. Si se considera a toda la viga como un 
cuerpo libre, se determinan las reacciones: 

+"j = 0: 

D( 24 ft) — (20 kips)(6 ft) — (12 kips)(14 ft) — (12 kips)(28 ft) = 0 

D = +26 kips D = 26 kips f 

+| SFy = 0: A.y 20 kips — 12 kips + 26 kips — 12 kips = 0 

Ay = +18 kips A y = 18 kips | 

-^2F X = 0: A x = 0 A x = 0 

Tambien se debe senalar que tanto en A como en E el momenta flector es 
igual a cero; por tanto, se obtienen dos puntos (indicados por medio de pe- 
queiios circulos) del diagrama de momento flector. 

Diagrama de fuerza cortante. Como cTV/dx = —w, se encuentra que 
la pendiente del diagrama de fuerza cortante es igual a cero (esto es, que la 
fuerza cortante es constante) entre cargas concentradas y reacciones. La fuer- 
za cortante en cualquier punto se determina dividiendo la viga en dos partes 
y considerando a cualquiera de dichas partes como un cuerpo libre. Por ejem- 
plo, utilizando la portion de la viga que esta a la izquierda de la section 1 , se 
obtiene la fuerza cortante entre ByC: 

+t2F ly = 0: +18 kips -20 kips -V=0 V = — 2 kips 

Ademas, tambien se encuentra que la fuerza cortante es igual a + 12 kilolibras 
(kips) justo a la derecha del punto D y que la fuerza cortante es igual a cero en 
el extremo E. Como la pendiente dV/dx = —w es constante entre D y F, el 
diagrama de fuerza cortante es una linea recta entre estos dos puntos. 


Diagrama de momento flector. Se recuerda que el area bajo la cur- 
va de fuerza cortante entre dos puntos es igual al cambio en el momento 
flector entre esos mismos dos puntos. Por conveniencia, se calcula el area de 
cada portion del diagrama de fuerza cortante y se indica el valor obtenido 
en ese mismo diagrama. Como se sabe que el momento flector M A en el ex- 
tremo izquierdo es igual a cero, se escribe 


M b ~M a = +108 
M c — M b = — 16 
M d -M c = -140 
M e — M d = +48 


M b = +108 kips ■ ft 
M c = +92 kips • ft 
M d = — 48 kips ■ ft 
M e = 0 


Como se sabe que M E es igual a cero, se obtiene una comprobacion de los 
calculos realizados. 

Entre las cargas concentradas y reacciones la fuerza cortante es cons- 
tante; por tanto, la pendiente dM/dx es constante y se dibuja el diagrama de 
momento flector conectando los puntos conocidos con lineas rectas. Entre 
D y E, donde el diagrama de fuerza cortante es una linea recta oblicua, el 
diagrama de momento flector es una parabola. 

A partir de los diagramas para V y M se observa que V mfts = 18 kips y 
M m ax = 108 kips • ft. 
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PROBLEMA RESUELTO 7.5 


20 kN/m 

mum 


dc 


-6 m- 


-3 iii- 



Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momenta flector para la viga y las 
condiciones de carga mostradas en la figura y determine la ubicacion y mag- 
nitud del momenta flector maximo. 


SOLUCION 

Cuerpo libre: viga completa. Si se considera toda la viga como un 
cuerpo libre, se obtienen las reacciones 

R a = 80 kN t R c = 40 kN t 

Diagrama de fuerza cortante. La fuerza cortante justo a la derecha 
del punto A es V A = +80 kN. Como el cambio en la fuerza cortante entre 
dos puntos es igual al negativo del area bajo la curva de carga entre los mis- 
mos dos puntos, se obtiene V B escribiendo 

V B - V A = -(20 kN/m)(6 m) = -120 kN 

V B = -120 + V A = -120 + 80 = -40 kN 

Como la pendiente dV/dx = — w es constante entre A y B, el diagrama de 
fuerza cortante entre estos dos puntos esta representado por una linea rec- 
ta. Entre B y C, el area bajo la curva de carga es igual a cero; por tanto, 

V c - V B = 0 V c = V B = -40 kN 
y la fuerza cortante es constante entre B y C. 

Diagrama de momenta flector. Se observa que el momenta flector 
en cada uno de los extremos de la viga es igual a cero. Para determinar el 
maximo momento flector se tiene que localizar la ubicacion de la seccion D 
de la viga donde V = 0. Asi se escribe 


Vd V a — wx 

0 - 80 kN = -(20 kN/rn )x 


y, resolviendo para x: x = 4 m 4 

El maximo momento flector ocurre en el punto D donde se tiene que 
dM/dx = V = 0. Se calculan las areas de las distintas porciones del diagrama 
de fuerza cortante y se indican los valores obtenidos (entre parentesis) en ese 
mismo diagrama. Como el area del diagrama de fuerza cortante entre dos pun- 
tos es igual al cambio en el momento flector entre esos mismos dos puntos, se 
escribe 

M d — M a = +160 kN • m M D = +160 kN • m 

M b ~ M d = -40 kN • m M B = +120 kN • m 

M c ~ M b = -120 kN • m M c = 0 

El diagrama de momento flector consta de un arco de parabola seguido por 
un segmento de linea recta; la pendiente de la parabola en A es igual al valor 
de V en dicho punto. 

El maximo momento flector es igual a 

M m& = M D =+ 160kN-m ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 7.6 



Elabore los diagramas de fuerza cortante y de momenta flector para la viga 
en voladizo que se muestra en la figura. 


SOLUCION 

Diagrama de fuerza cortante. Se encuentra que en el extremo libre 
de la viga V A = 0. Por otra parte, entre A y B, el area bajo la curva de carga 
es igual a ^w 0 a. Con la information anterior, se encuentra el valor de V B es- 
cribiendo 

V B ~ V A — —\u> 0 a V B ~ ~\w 0 a 

Entre B y C, la viga no soporta ninguna carga externa; por tanto V c = V B . 
En A, se tiene que w = iv 0 , y de acuerdo con la ecuacion (7.1), la pendien- 
te de la curva de fuerza cortante esta dada por dV/dx = — w 0 , mientras que 
en B la pendiente es dV/dx = 0. Entre A y B, la carga decrece linealmente 
y el diagrama de fuerza cortante es parabolico. Entre B y C, w = 0 y el dia- 
grama de fuerza cortante es una linea horizontal. 

Diagrama de momento flector. Se observa que en el extremo libre de 
la viga M a = 0. Se calcula el area bajo la curva de fuerza cortante y se escribe 

Mb M a — Mb = 's'WqCI^ 

M c ~ M b — ~\w 0 a(L — a) 

M c = -|m 0 a(3L - a) 


El bosquejo del diagrama de momento flector se completa recordando que 
dM/dx = V. Se encuentra que entre A y B el diagrama esta representado por 
una curva cubica con pendiente cero en A, y entre B y C esta representado 
con una linea recta. 



PROBLEMA RESUELTO 7.7 

Sobre la viga sencilla apoyada AC actua un par de magnitud T que se aplica 
en el punto B. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector 
para la viga. 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre: viga completa. Se toma toda la viga 
como un cuerpo libre y se obtiene 

I\ T 

K„.-T Rc- r i 

Diagramas de fuerza cortante y momento flector. La fuerza cor- 
tante en cualquier seccion es constante e igual aT/L. Como el par esta apli- 
cado en B, el diagrama de momento flector es discontinuo en dicho punto; 
asi el momento flector decrece bruscamente en una cantidad igual a T. 


378 


RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se aprendio a utilizar las relaciones que existen entre la carga, la 
fuerza cortante y el momento flector para simplificar la tarea de dibujar los dia- 
gramas de fuerza cortante y momento flector. Estas relaciones son 

dV 

—r~ = —IV 
dx 

™=V 

dx 

V D — V c = —(area bajo la curva de carga entre C y D) 

M D — M c = (area bajo la curva de fuerza cortante entre C y D) 

Tomando en cuenta las relaciones anteriores, se puede utilizar el siguiente proce- 
dimiento para dibujar los diagramas de fuerza cortante y momento flector para una 
viga. 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para toda la viga y utilizarlo para 
determinar las reacciones en sus apoyos. 

2. Dibujar el diagrama de fuerza cortante. Al igual que en la leccion anterior, 
esto se puede llevar a cabo cortando la viga en varios puntos y considerando el dia- 
grama de cuerpo libre de una de las partes de la viga que se obtienen de esta for- 
ma [problema resuelto 7.3]. Sin embargo, se puede considerar uno de los siguien- 
tes procedimientos alternatives. 

a) La fuerza cortante V en cualquier punto de la viga es igual a la s uma 
de las reacciones y de las cargas que se encuentran a la izquierda de dicho 
punto : una fuerza que actua hacia arriba se considera como positiva y una fuerza 
que actua hacia abajo se considera como negativa. 

b) Para una viga que soporta una carga distribuida, se puede comenzar 
a partir de un punto donde se conoce el valor de V y utilizar consecutivamente la 
ecuacion (7.2') para encontrar el valor de V en todos los demas puntos de interes. 


(7.1) 

(7.3) 

(7.2') 

(7.4') 


3. Dibujar el diagrama de momento flector utilizando el siguiente procedi- 
miento. 

a) Se calcula el area bajo cada porcion de la curva de fuerza cortante, 

asignandole un signo positivo a las areas localizadas por encima del eje x y un signo 
negativo a las areas localizadas por debajo del eje x. 

b) Se aplica consecutivamente la ecuacion (7.4') [problemas resueltos 7.4 
y 7.5], comenzando a partir del extremo izquierdo de la viga, donde M = 0 (excepto 
si en ese extremo se aplica un par o si la viga es una viga en voladizo con su ex- 
tremo izquierdo fijo). 

c) Se debe tener cuidado de mostrar una discontinuidad en el diagrama de mo- 
mento flector en el punto en el que se aplica un par sobre la viga, incremen- 
tando el valor de M en dicho punto en una cantidad igual a la magnitud del par, si 

(i continua ) 
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este ultimo tiene un sentido a favor del novimiento de las manecillas del reloj o dis- 
minuyendo el valor de M en una cantidad igual a la magnitud del par, si este ul- 
timo tiene un sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj [problema 
resuelto 7.7], 

4. Determinar la ubicacion y la magnitud de |Af| m „- v . El maxi mo valor abso- 
lute del momenta fleeter ocurre en uno de los dos puntos en los que dM/dx = 0, 
esto es, de acuerdo con la ecuacion (7.3), en un punto donde V es igual a cero o 
cambia de signo. Por tanto, se tiene que: 

a) Se determina a partir del diagrama de fuerza cortante, el valor de 
M en el que V cambia de signo; esto ocurrira en los puntos donde actuan car- 
gas concentradas [problema resuelto 7.4]. 

b) Se determinan los puntos en los que V = 0 y los valor es correspon- 
dientes de \M\ esto ocurrira bajo una carga distribuida. Para encontrar la distan- 
cia x entre el punto C, donde empieza la carga distribuida, y un punto D, donde la 
fuerza cortante es igual a cero, se emplea la ecuacion (7.2'); aqui, para V c se usa 
el valor conocido de la fuerza cortante en el punto C, para V D se usa el valor de 
cero y se expresa el area bajo la curva de carga como una funcion de x [problema 
resuelto 7.5], 

5. La calidad de los dibujos de los diagramas se puede mejorar si se re- 

cuerda que, de acuerdo con las ecuaciones (7.1) y (7.3), en cualquier punto dado, 
la pendiente de la curva V es igual a ~w y la pendiente de la curva M es igual a V. 

6. Por ultimo, para vigas que soportan una carga distribuida que esta ex- 
presada como una funcion w(x), se debe recordar que la fuerza cortante V se 
puede obtener integrando la funcion —iv(x) y el momenta fleeter M puede obte- 
nerse integrando V(x) [ecuaciones (7.3) y (7.4)]. 


Problemas 


2 kN/m 


7.63 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.29. 

7.64 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.30. 

7.65 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.31. 

7.66 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.32. 

7.67 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.33. 

7.68 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.34. 

7.69 y 7.70 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) di- 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momenta flector y b) determine 
los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momenta flector. 

Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.39. 

7.72 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.40. 

7.73 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.41. 

Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.42. 

7,75 y 7./ Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) di- 
buje los diagramas de fuerza cortante y de momenta flector y b) determine 
los valores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momenta flector. 


5 kip • ft 

Ol 


2 kips 4 kips 


-5ft- 


-5ft- 


-5 ft- 


Figura P7.75 


7.77 y 7.78 Para la viga y las cargas que se muestran en las figuras, 
a) dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momenta flector y b) deter- 
mine la magnitud y la ubicacion del momenta flector maximo. 
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Figura P7.77 
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Figura P7.78 
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7.79 y 7.80 Para la viga y las cargas que se muestran en las figuras, 
a) dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momenta flector y b) deter- 
mine la magnitud y la ubicacion del momenta flector maximo. 
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Figura P7.70 
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Figura P7.79 
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300 lb/ft 



Figura P7.81 


7 a) Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector 
para la viga AB, b ) determine la magnitud y la ubicacion del valor absoluto 
maximo del momento flector. 

7.82 Retome el problema 7.81, y ahora suponga que la fuerza de 300 
lb aplicada en D se dirige hacia arriba. 

Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) dibuje los dia- 
gramas de fuerza cortante y de momento flector y b) determine la magnitud 
y la ubicacion del valor absoluto maximo del momento flector. 
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Figura P7.85 
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Figura P7.88 
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Figura P7.89 
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Figura P7.83 


Retome el problema 7.83, y ahora suponga que el par de 20 
kN • m se aplica en B en contra del movimiento de las manecillas del reloj. 

7.85 y 7.86 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) es- 
criba las ecuaciones de las curvas de fuerza cortante y momento flector y 
b) determine la magnitud y la ubicacion del momento flector maximo. 

Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) escriba las ecua- 
ciones de las curvas de fuerza cortante y momento flector y b) determine la 
magnitud y la ubicacion del momento flector maximo. 



Figura P7.87 




La viga AB descansa sobre el suelo y soporta la carga parabolica 
que se muestra en la figura. Si se supone que las reacciones del suelo son 
uniformemente distribuidas y dirigidas hacia arriba a) escriba las ecuaciones 
para las curvas de la fuerza cortante y del momento flector y b) determine 
el momento flector maximo. 

La viga AB se somete a una carga uniformemente distribuida y 
a dos fuerzas desconocidas P y Q. Si se ha calculado experimentalmente que 
el valor del momento flector en D es de +800 N • m y en E es de +1 300 
N • m, a) determine P y Q y b) dibuje los diagramas de fuerza cortante y de 
momento flector para la viga. 

7.90 Retome el problema 7.89, y ahora suponga que el valor calculado 
del momento flector en D es de +650 N ■ m y de +1 450 N - men E. 
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*7.91 La viga AB se somete a la carga uniformemente distribuida que 7 - 7 - Cables con cargas concentradas 383 

se muestra en la figura y a dos fuerzas desconocidas P y Q. Si se sabe que 
el calculo experimental del valor del momento flector es de +6.10 kip • ft en 
D y de +5.50 kip • ft en E, a) determine P y Q y b) dibuje los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flector para la viga. 
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Figura P7.91 


*7.92 Retome el problema 7.91, y ahora suponga que el valor calcu- 
lado del momento flector en D es de +5.96 kip • ft y de +6.84 kip • ft en E. 


CABLES 

*7.7. CABLES CON CARGAS CONCENTRADAS 

Los cables se utilizan en muchas aplicaciones de ingenierfa como puen- 
tes colgantes, lrneas de transmision, telefericos, contravientos para to- 
rres altas, etc. Los cables pueden dividirse en dos categorfas de acuer- 
do con las cargas que actuan sobre ellos: 1) cables que soportan cargas 
concentradas y 2) cables que soportan cargas distribuidas. En esta sec- 
cion se examinaran solo los cables de la primera categorfa. 

Considere un cable unido a dos puntos fijos Ay B que soporta n 
cargas concentradas verticales Pj, P 2 , . . . , P„ (figura 7.13 a). Se supone 
que el cable es flexible, esto es, que su resistencia a la flexion es pe- 
quena y se puede despreciar. Ademas, tambien se supone que el peso 
del cable es susceptible de ser ignorado en comparacion con las cargas 
que soporta. Por tanto, cualquier porcion del cable entre dos cargas con- 
secutivas se puede considerar como un elemento sujeto a dos fuerzas y, 
por consiguiente, las fuerzas internas en cualquier punto del cable se re- 
ducen a una fuerza de tension dirigida a lo largo del cable. 

Se supone que cada una de las cargas se encuentra en una linea ver- 
tical dada, esto es, que la distancia horizontal desde el apoyo A hasta ca- 
da una de las cargas es conocida; ademas, tambien se supone que se 
conocen las distancias horizontal y vertical entre los apoyos. Se busca 
determinar la forma del cable, esto es, la distancia vertical desde el apo- 
yo A hasta cada uno de los puntos Ci, C 2 , . . . , C n , y tambien se desea 
encontrar la tension T en cada uno de los segmentos del cable. 

Primero se dibuja un diagrama de cuerpo libre para todo el cable 
(figura 7.13fo). Como la pendiente de las porciones del cable unidas en 
Ay B no se conoce, cada una de las reacciones en A y B deben repre- 
sentarse con dos componentes. Por tanto, estan involucradas cuatro in- 
cognitas y las tres ecuaciones de equilibrio que se tienen disponibles 
no son suficientes para determinar las reacciones en A y B. 1 De esta 
manera, se debe obtener una ecuacion adicional considerando el equi- 
librio de una porcion del cable. Lo anterior es posible si se conocen las 
coordenadas x y y de un punto D del cable. Dibujando el diagrama de 

f Es obvio que el cable no es un cuerpo rfgido; por tanto, las ecuaciones de equilibrio 
representan condiciones necesarias pero no suficientes (vease seccion 6.11). 






Fotografia 7.3 Como el peso del cable del 
transporte para esquiadores que se muestra en 
la foto es despreciable comparado con el peso 
de las sillas y los esquiadores, los metodos de 
esta seccion pueden usarse para determinar la 
fuerza en cualquier punto del cable. 



a) 



b) 


Figura 7.13 
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a) 



b) 

Figura 7.14 



a) 

Figura 7.13 (repetida) 


b ) 


cuerpo libre del segmento AD del cable (figura 7.14a) y escribiendo 
= 0, se obtiene una relation adieional entre las componentes es- 
calares A x y A„ y se pueden determinar las reacciones en A y B. Sin 
embargo, el problema continuaria siendo indeterminado si no se cono- 
cieran las coordenadas de D, a menos que se proporcionara otra rela- 
tion entre A x y A y ( o entre B x y B y ). Como se indica por medio de las 
lineas discontinuas en la figura 7.13 b, el cable podria colgar en varias 
formas posibles. 

Una vez que se han determinado A x y A tJ se puede encontrar fa- 
cilmente la distancia vertical desde A hasta cualquier punto del cable. 
Por ejemplo, considerando el punto C 2 se dibuja el diagrama de cuer- 
po libre de la portion AC 2 del cable (figura 7. 14b). Si se escribe 2M Ca = 
0, se obtiene una ecuacion que se puede resolver para f/ 2 . Al escribir 
2F X = 0 y 2F„ = 0 se obtienen las componentes de la fuerza T que re- 
presenta la tension en la portion del cable que esta a la derecha de C 2 . 
Se observa que T cos 0 = ~A X ; por tanto, la componente horizontal de 
la fuerza de tension siempre es la misma en cualquier punto del cable. 
Se concluye que la tension T es maxima cuando cos 9 es mmirno, es- 
to es, en la portion del cable que tiene el mayor angulo de inclination 
0. Obviamente, dicha portion del cable debe ser adyacente a uno de 
los apoyos del cable. 


*7.8. CABLES CON CARGAS DISTRIBUIDAS 

Considere un cable que esta unido a dos puntos fijos Ay By que sopor- 
ta una carga distribuida (figura 7.15a). En la section anterior se vio que 
para un cable que soporta cargas concentradas, la fuerza interna en cual- 
quier punto es una fuerza de tension dirigida a lo largo del cable. En el 
caso de un cable que soporta una carga distribuida, este cuelga toman- 
do la forma de una curva y la fuerza interna en el punto D es una fuer- 
za de tension T dirigida a lo largo de la tangente de la curva. En esta 
section se aprendera a determinar la tension en cualquier punto de un 
cable que soporta una carga distribuida dada. En las secciones siguien- 
tes se determinara la forma que adopta el cable para dos tipos particu- 
lares de cargas distribuidas. 

Considerando el caso mas general de carga distribuida, se dibuja 
el diagrama de cuerpo libre de la portion del cable que se extiende 
desde el punto mas bajo C hasta un punto D del cable (figura 7.15 b). 


T 
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Figura 7.15 




b) 


c) 


Las fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre son la fuerza de tension 
T 0 en C, la cual es horizontal, la fuerza de tension T en D, la cual esta 
dirigida a lo largo de la tangente al cable en D y la resultante W de la 
fuerza distribuida, soportada por la portion CD del cable. Si se dibuja 
el triangulo de fuerzas correspondiente (figura 7.15c), se obtienen las 
siguientes relaciones: 

T cos 0 = T 0 T sen 0 = W (7.5) 


/ VV 

T = VTl + W 2 tan 0 = — (7.6) 

1 o 


A partir de las relaciones (7.5), es evidente que la componente hori- 
zontal de la fuerza de tension T es la misma en cualquier punto y que 
la componente vertical de T es igual a la magnitud W de la carga me- 
dida a partir del punto mas bajo. Las relaciones (7.6) muestran que la 
tension T es minima en el punto mas bajo y maxima en uno de los dos 
puntos de apoyo. 


*7.9. CABLE PARABOLICO 

Ahora suponga que el cable AB soporta una carga distribuida de ma- 
nera uniforme a lo largo de la horizontal (figura 7.16a). Se puede su- 
poner que los cables de los puentes colgantes estan cargados de esta 
forma puesto que el peso del cable es pequeno en comparacion con el 
peso de la calzada. La carga por unidad de longitud ( medida en forma 
horizontal ) se representa con w y se expresa en N/m o en lb/ft. Selec- 
cionando ejes coordenados con su origen en el punto mas bajo C del 
cable, se encuentra que la magnitud W de la carga total soportada por 
el segmento del cable que se extiende desde C hasta el punto D de 
coordenadas x y y esta dada por W = wx. De esta forma, las relacio- 
nes (7.6) que definen la magnitud y la direction de la fuerza en D, se 
convierten en 


T = VTl + w z x 2 tan 0 = (7.7) 

1 o 

Ademas, la distancia desde D hasta la linea de action de la resultante 
W es igual a la mitad de la distancia horizontal que hay desde C hasta 
D (figura 7.16 h). Si se suman momentos con respecto a D, se escribe 


x 

WX 2 ~ 



a) 



+ ^SM d = 0: 


T 0 y = 0 


Figura 7.16 




(7.8) 
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a) 




Figura 7.17 


y, resolviendo para y, se obtiene 


Esta es la ecuacion de una parabola con un eje vertical y con su verti- 
ce en el origen del sistema de coordenadas. Por tanto, la curva forma- 
da por cables que estan cargados uniformemente a lo largo de la hori- 
zontal es una parabola. + 

Cuando los apoyos Ay B del cable tienen la misma elevation, la 
distancia L entre los apoyos se conoce como el claro del cable y la dis- 
tancia vertical h desde los apoyos hasta el punto mas bajo se llama la fle- 
cha del cable (figura 7.17a). Si se conocen el claro y la flecha del cable 
y si la carga por unidad de longitud horizontal w esta dada, se puede en- 
contrar la tension minima T 0 sustituyendo x = L/2 y y = h en la ecua- 
cion (7.8). Entonces, las ecuaciones (7.7) proporcionaran la tension y la 
pendiente en cualquier punto del cable y la ecuacion (7.8) definira la for- 
ma del cable. 

Cuando los apoyos tienen elevaciones diferentes, no se conoce la po- 
sition del punto mas bajo del cable y se deben determinar las coordena- 
das x A , y A y x B , ijb de los apoyos. Con ese proposito, se expresa que las 
coordenadas de Ay B satisfacen la ecuacion (7.8) y que x B — x A = L y 
ijn — y A = d, donde Lyd representan, respectivamente, las distancias 
horizontal y vertical entre los dos apoyos (figura 7.17 b y c ). 

La longitud del cable desde su punto mas bajo C hasta su apoyo 
B se puede obtener a partir de la formula 



(7.9) 


Si se obtiene la diferencial de la ecuacion (7.8) se obtiene la derivada 
dy/dx = wx/T 0 ; si se sustituye este resultado en la ecuacion (7.9) y se 
utiliza el teorema del binomio para expandir el radical en una serie in- 
finita, se obtiene 




y, como wx B /2T 0 = y B , 


s b ~ X B 


h + fi 

'Mb_Y _ 



3 

X B ) 

5 

X B ! \ 


(7.10) 


La serie converge para valores de la relation y b/x b menores que 0.5; 
en la mayorfa de los casos, dicha relation es menor y solo es necesario 
calcular los dos primeros terminos de la serie. 


*Los cables que cuelgan bajo la action de su propio peso no estan cargados uniforme- 
mente a lo largo de la horizontal y, por tanto, no forman una parabola. Sin embargo, cuan- 
do el cable esta lo suficientemente tenso, el error que se comete al suponer una forma pa- 
rabolica para cables que cuelgan bajo la action de su propio peso es pequeno. En la siguiente 
section se presentara una exposition completa sobre este tipo de cables. 



PROBLEMA RESUELTO 7.8 


E 



El cable AE soporta tres cargas verticales en los puntos indicados. Si el pun- 
to C esta a 5 ft por debajo del apoyo izquierdo, determine: a) la elevation de 
los puntos B y D, y b) la pendiente maxima y la tension maxima en el cable. 


SOLUCION 

Reacciones en los apoyos. Las componentes de reaction A ;r y A y se 
determinan de la siguiente forma: 



Cuerpo libre: todo el cable 

+*)2,M e = 0 : 

A x (20 ft) — A y ( 60 ft) + (6 ldps)(40 ft) + (12 ldps)(30 ft) + (4 ldps)(15 ft) = 0 
20A X - 60A V + 660 = 0 

Cuerpo libre: ABC 

+*)ZM C = 0: -A x (5 ft) - A ;/ (30 ft) + (6 kips)(10 ft) = 0 

— 5A X - 30A y + 60 = 0 

Si se resuelven en forma simultanea las dos ecuaciones, se obtiene 

A x = — 18 laps A x = 18 laps <— 

A,j = +5 kips A = 5 kips | 

a) Elevation de los puntos B y D. 

Cuerpo libre: AB. Considerando la portion AB del cable como un 
cuerpo libre, se escribe 

+*j2M B = 0: (18 kips)y B — (5 kips)(20 ft) = 0 

y B = 5.56 ft por debajo de A ^ 

Cuerpo libre: ABCD. Con el uso de la portion ABCD del cable como 
un cuerpo libre, se escribe 

+ )SM d = 0: 

— (18 kips)j/ D — (5 kips)(45 ft) + (6 kips)(25 ft) + (12 kips)(15 ft) = 0 

y D — 5.83 ft por encima de A A 

b) Pendiente y tension maximas. Se observa que la pendiente ma- 
xima ocurre en la portion DE. Como la componente horizontal de la tension 
es constante e igual a 18 kilolibras, se escribe 


„ 14.17 

tan d = 

15 ft 

e = 43.4' 

18 kips 

^ max n 

COS 6 

7,„ax = 24.8 kip: 


387 


PROBLEMA RESUELTO 7.9 



Un cable ligero esta unido a un apoyo eii A, pasa sobre una polea pequena 
enBy soporta una carga P. Si se sabe que la flecha del cable es de 0.5 m y 
que la masa por unidad de longitud del cable es de 0.75 kg/m, determine: 

a) la magnitud de la carga P, b) la pendiente del cable en B y c) la longitud 
total del cable desde A hasta B. Como la relation entre la flecha y el claro 
es pequena, suponga que el cable es parabolico. Ademas, se ignora el peso 
del tramo del cable que va desde B hasta D. 



W = 147.2 N 



SOLUCION 

a) Carga P. Se representa con C al punto mas bajo del cable y se di- 
buja el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la portion CB del cable. 
Suponiendo que la carga esta uniformemente distribuida a lo largo de la ho- 
rizontal, se escribe 

w = (0.75 kg/m)(9.81 m/s 2 ) = 7.36 N/m 

La carga total para el tramo CB del cable esta dada por 

W = wx B = (7.36 N/m)(20 m) = 147.2 N 

y se aplica justo a la mitad entre C y B. Sumando momentos con respecto a 
B, se escribe 

+^M b = 0: (147.2 N)(10 m) - T o (0.5 m) = 0 T 0 = 2 944 N 

A partir del triangulo de fuerzas se obtiene 

t b = V rg + W 2 

= V(2 944 N) 2 + (147.2 N) 2 = 2 948 N 
Como la tension en ambos lados de la polea es la misma, se encuentra que 

P = T b = 2 948 N ◄ 


b) Pendiente del cable en B Ademas, a partir del triangulo de fuer- 
zas se obtiene que 

W 147.2 N 

tan0= T^ = 294lN =0 ' 05 


e = 2.9° 



B 



t 

y B r°- 5m 

— x b 

= 20 m ► 

X 


c) Longitud del cable. Aplicando la ecuacion (7.10) entre C y B, se 
escribe 


s B — x B 


1 + 


m 


= (20 m( 


2 / 0.5 m \ 2 
1 + - 


= 20.00833 m 


3 \ 20 m 

La longitud del cable entre A y B es el doble de este valor, 

Longitud = 2 s B = 40.0167 m M 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas propuestos correspondientes a esta section se tendran que apli- 
car las ecuaciones de equilibrio a cables que se encuentran en un piano vertical. Se 
supone que un cable no puede resistir flexion, por tanto, la fuerza de tension en el 
cable siempre esta dirigida a lo largo del mismo. 

A. En la primera parte de esta lection se consideraron cables sujetos a car- 
gas concentradas Como no se toma en cuenta el peso del cable, este permane- 
ce recto entre las cargas. 

La solution de un problema constara de los siguientes pasos: 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para todo el cable mostrando las 
cargas y las componentes horizontal y vertical de la reaction en cada uno de los 
apoyos. Se usa este diagrama de cuerpo libre para escribir las ecuaciones de equi- 
librio correspondientes. 

2. Se enfrentard una situation en la cual se tienen cuatro componentes des- 
conocidas y solo se cuenta con tres ecuaciones de equilibrio (vease la figura 
7.13). Por tanto, se debe encontrar alguna information adicional, como la position 
de un punto sobre el cable o la pencliente del cable en un punto dado. 

3. Despues de que se ha identificado el punto del cable donde existe infor- 
mation adicional se corta el cable en dicho punto y se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre correspondiente a una de las dos secciones del cable que se han ob- 
tenido de esta manera. 

a) Si se conoce la position del punto donde se ha cortado el cable, escri- 
biendo XM = 0 con respecto a dicho punto para el nuevo cuerpo libre, se obten- 
dra la ecuacion adicional que se requiere para resolver las cuatro componentes des- 
conocidas de las reacciones [problema resuelto 7.8], 

b) Si se conoce la pendiente de la portion del cable que se ha cortado, es- 
cribiendo XF C = 0 y XF (/ = 0 para el nuevo cuerpo libre, se obtendran dos ecua- 
ciones de equilibrio que, junto con las tres ecuaciones originales, pueden resolver- 
se para las cuatro componentes de reaction y para la tension del cable en el punto 
donde este fue cortado. 

4. Para encontrar la elevation en un punto dado del cable y la pendiente 

y la tension en el mismo una vez que se han encontrado las reacciones en los apo- 
yos, se debe cortar el cable en dicho punto y dibujar un diagrama de cuerpo libre 
para una de las dos secciones que se han obtenido de esta manera. Si se escribe 
XM = 0 con respecto al punto en cuestion se obtiene su elevation. Al escribir X F x = 
0 y XF, y = 0 se obtienen las componentes de la fuerza de tension, a partir de las 
cuales se encuentra facilmente la magnitud y la direction de esta ultima. 

(i continua ) 
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5. Para un cable que soporta solo cargas verticales , se observa que la com- 
ponente horizontal de la fuerza de tension es la misrna en cualquier punto. Se con- 
cluye que, para un cable como este, la tension maxima ocurre en la parte mas in- 
clinada del cable. 


B. En la s egunda parte de esta seccion se consideraron cables que sopor- 
tan una carga uniformemente distribuida a lo largo de la horizontal. En este 
caso la forma del cable es parabolica. 

La solution de un problema requerira de uno o mas de los siguientes conceptos: 


1. Si se coloca el origen del sistema de coordenadas en el punto mas bajo 
del cable y se dirigen los ejes x y y, respectivamente, hacia la derecha y hacia arri- 
ba, se encuentra que la ecuacion de la parabola es 


l J 



(7.8) 


La tension minima en el cable ocurre en el origen, donde el cable es horizontal y 
la tension maxima ocurre en el apoyo donde la pendiente es maxima. 


2. Si los apoyos del cable tienen la misma elevacion, la flecha h del cable es 
la distancia vertical desde el punto mas bajo del cable hasta la linea horizontal que 
une a los dos apoyos. Para resolver un problema que involucra un cable paraboli- 
co de este tipo, se debe escribir la ecuacion (7.8) para uno de los apoyos; dicha 
ecuacion se puede resolver para una incognita. 

3. Si los apoyos del cable tienen elevaciones distintas, se debera escribir la 
ecuacion (7.8) para cada uno de los apoyos (vease la figura 7.17). 

4. Para encontrar la longitud del cable desde el punto mas bajo hasta uno de 
los apoyos, se puede utilizar la ecuacion (7.10). En la mayorfa de los casos solo se 
deberan calcular los dos primeros terminos de la serie. 


Problemas 


7.93 Dos cargas se sostienen del cable ABCD mostrado en la figura. 
Si se sabe que h B = 1.8 m, determine a) la distancia h c , b) las componen- 
tes de la reaction en D y c) el valor maximo de la tension en el cable. 



Si el valor maximo de la tension en el cable ABCD es de 15 kN, 
determine a) la distancia h B y b ) la distancia li c . 

Si dc — 8 ft, determine a) la reaction enAyb) la reaction en E. 

Si d c = 4.5 ft, determine a) la reaction en A y b) la reaction 

en E. 

Si d c = 3 m, determine a) las distancias d B y d D , b) la reaction 

en E. 

Determine a) la distancia d c para la que la portion DE del ca- 
ble queda en position horizontal, b) las reacciones correspondientes en A 

y e . 

7.99 Si dc — 15 ft, determine a) las distancias d B y d D , b) la tension 
maxima en el cable. 




Figura P7.95 y P7.96 


2 m 2 ni 



7, 100 Determine a ) la distancia d c para la cual la portion BC del ca- 
ble queda en position horizontal, b) las componentes correspondientes de la 
reaction en E. 
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7 0 1 El cable ABC sostiene dos cargas, como se muestra en la figura. 
Si se sabe que b = 4 ft, determine a) la magnitud requerida de la fuerza ho- 
rizontal P y b) la distancia correspondiente a. 



Figura P7.101 y P7.102 


02 El cable ABC sostiene dos cargas, como se muestra en la figura. 
Determine las distancias a y b cuando se aplica una fuerza horizontal P de 
60 lb de magnitud en A. 

7.103 Si se sabe que m B = 70 kg y m c = 25 kg, determine la magni- 
tud de la fuerza P requerida para mantener el equilibrio. 



7.104 Si se sabe que m B = 18 kg y rn c = 10 kg, determine la magni- 
tud de la fuerza P requerida para mantener el equilibrio. 

7.105 Si a = 3 m, determine las magnitudes de P y Q requeridas para 
mantener al cable en la forma que se muestra en la figura. 



7.106 Si a = 4 m, determine las magnitudes de P y Q requeridas para 
mantener al cable en la forma que se muestra en la figura. 



Un alambre que tiene una masa por unidad de longitud de 0.65 
kg/m, se suspende de dos soportes a la misma elevacion, los cuales estan se- 
parados por una distancia de 120 m. Si la flecha es de 30 m, determine a) la 
longitud total del alambre, b) la tension maxima en el alambre. 

7.108 En la fi gura se muestran dos cables del mismo calibre que se 
atan a la torre de transmision en B. Como la torre es delgada, la componente 
horizontal de la resultante de las fuerzas ejercidas por los cables en B debe 
ser cero. Si la masa por unidad de longitud de los cables es de 0.4 kg/m, de- 
termine a) la flecha requerida /) y b) la tension maxima en cada cable. 


Figura P7.108 


7.109 Cada uno de los cables del puente Golden Gate sostiene una Problemas 393 

carga w = 11.1 kips/ft a lo largo de la horizontal. Si el claro L es de 4 150 ft 
y la flecha h es de 464 ft, determine a) la tension maxima en cada cable y 
b) la longitud de cada uno de estos. 


7.110 El claro central del puente George Washington, tal y como se 
construyo originalmente, consiste de una via uniforme suspendida por cua- 
tro cables. La carga uniforme que sostiene cada cable a lo largo de la hori- 
zontal era w = 9.75 kips/ft. Si el claro L es de 3 500 ft y la flecha h es de 
316 ft, determine para la configuration original a) la tension maxima en cada 
cable y b) la longitud de cada uno de estos. 

7.111 La masa total del cable AC es de 25 kg. Si se supone que la 
masa del cable esta distribuida uniformemente a lo largo de la horizontal, 
determine la flecha h y la pendiente del cable en A y en C. 

7 . 1 12 Un alambre de 50.5 m de longitud que tiene una masa por uni- 
dad de longitud de 0.75 kg/m se usa para cubrir una distancia horizontal de 
50 m. Determine a) la flecha aproximada del alambre, b) la tension maxima 
en el alambre. [Sugerencia: Use los dos primeros terminos de la ecuacion 
(7.10).] 



Figura P7.111 


7.1 1 3 Un cable de longitud L + A se suspende entre dos puntos que 
tienen la misma elevation y que estan separados por una distancia L. a) Si 
A es pequeno comparado con L y el cable es parabolieo, determine la flecha 
aproximada en terminos de L y A. b) Si L = 100 ft y A = 4 ft determine 
la flecha aproximada. [ Sugerencia : Use solo los primeros dos terminos de la 
ecuacion (7.10).] 


7.114 El claro central del puente Verrazano-Narrows consiste en dos 
vias suspendidas por cuatro cables. El diserio del puente toma en cuenta 
el efecto de cambios extremos de temperatura, los cuales generan que en el 
centra del claro la flecha vane desde h w = 386 ft en el invierno hasta h s = 
394 ft en el verano. Si el claro tiene L = 4 260 ft, determine el cambio en 
la longitud de los cables debido a las variaciones extremas de temperatura. 

7.115 Cada uno de los cables de los claros laterales del puente Gol- 
den Gate sostienen una carga w = 10.2 kips/ft a lo largo de la horizontal. Si 
se sabe que para los claros laterales la distancia maxima vertical h desde cada 
uno de los cables a la linea recta AB es de 30 ft y que esta se localiza en el 
punto medio del claro como se muestra en la figura, determine a) la tension 
maxima en cada cable y b) la pendiente en B. 



Figura P7.115 


10.2 kips/ft 
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7.116 Una tuberfa de vapor que pesa 45 lb/ft y que pasa entre dos edi- 
ficios, los cuales estan separados por una distancia de 40 ft, se sostiene me- 
diante un sistema de cables como el mostrado en la figura. Si se supone que 
el peso del cable es equivalente a una carga uniformemente distribuida de 
5 lb/ft, determine a) la ubicacion del punto C mas bajo del cable y b) la ten- 
sion maxima en el cable. 



7.117 El cable AB soporta una carga uniformemente distribuida a lo 
largo de la horizontal, como se muestra en la figura. Si en B el cable forma 
un angulo d B = 35° con la horizontal, determine a) la tension maxima en el 
cable, b) la distancia vertical a desde A hasta el punto mas bajo del cable. 



Figura P7.117 y P7.118 



7.118 El cable AB soporta una carga uniformemente distribuida a lo 
largo de la horizontal, como se muestra en la figura. Si el punto mas bajo del 
cable esta ubicado a una distancia a = 0.6 m debajo de A, determine a) la 
tension maxima en el cable, b) el angulo d B que forma el cable con la hori- 
zontal en B. 

*7.119 En la figura se muestra un cable AB de claro L y una viga sim- 
plemente apoyada en A'B' que tienen el mismo claro y se someten a las mis- 
mas cargas verticales. Demuestre que la magnitud del momento flector en 
un punto C' en la viga es igual al producto TJi, donde T 0 es la magnitud de 
la componente horizontal de la fuerza de tension en el cable y h es la dis- 
tancia vertical entre el punto C y una linea recta que une a los puntos de 
apoyo Ay B. 

7.120 a 7.123 Utilice la propiedad establecida en el problema 7.119 
para resolver los problemas que se indican a continuation, primero resuelva 
el problema correspondiente relacionado con vigas. 

7.120 Problema 7.94a. 

7.121 Problema 7.97a. 

7.122 Problema 7.99a. 

7.123 Problema 7.100a. 


*7.124 Muestre que la curva formada por un cable que sostiene una 7.10. Catenaria 395 

carga distribuida w(x) esta definida por la ecuacion diferencial d 2 ij/dx 2 = 
w(x)/T 0 , donde T 0 es la tension en el punto mas bajo. 

*7.125 Utilice la propiedad indicada en el problema 7.124 para de- 
terminar la curva formada por un cable de claro L y flecha h, que tiene una 
carga distribuida tv = w 0 cos (tec/L), donde x se rnide a partir del punto me- 
dio del claro. Tambien determine el valor maximo y el valor mrnimo de la 
tension en el cable. 

*7.126 Si el peso por unidad de longitud del cable AB es ivq/cos 2 6, 
demuestre que la curva formada por el cable es un arco circular. (Sugeren- 
cia\ Use la propiedad indicada en el problema 7.124.) 



*7.10. CATENARIA 


Aliora considerese un cable AB que soporta una carga uniformemente 
distribuida a lo largo del mismo cable (figura 7.18a). Los cables que 
cuelgan bajo la action de su propio peso estan cargados de esta forma. 
La carga por unidad de longitud, medida a lo largo del cable, se repre- 
senta con w y se expresa en N/m o en lb/ft. La magnitud W de la car- 
ga total soportada por un tramo del cable de longitud s, el cual se ex- 
tiende desde el punto mas bajo C hasta un punto D, esta dada por W = 
ws. Al sustituir este valor de W en la ecuacion (7.6), se obtiene la ten- 
sion presente en el punto D: 

T = VTq + w 2 s 2 

Para simplificar los calculos subsecuentes, se introduce la eonstante c = 
T 0 /w. Entonces se escribe 

T 0 = wc W = ws T = ivVc 2 + s 2 (7.11) 



Fotografia 7.4 En esta seccion se exponen las 
fuerzas sobre los apoyos y las fuerzas internas 
en los cables de las lineas electricas que se 
muestran en la fotografia. 



Figura 7.18 
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To 

c) 


Figura 7.18 (repetida) 


En la figura 7.18b se muestra el diagrama de cuerpo libre para la 
porcion CD del cable. Sin embargo, este diagrama no puede utilizarse 
para obtener directamente la ecuacion de la curva que adopta el cable 
puesto que no se conoce la distancia horizontal desde D hasta la linea de 
action de la resultante W de la carga. Para obtener dieha ecuacion, pri- 
mero se escribe que la proyeccion horizontal de un pequeno elemento 
de cable de longitud ds es dx = ds cos 0. Se observa a partir de la figu- 
ra 7.18c que 0 = T 0 /T y con las ecuaciones (7.11), se escribe 


dx = ds cos 0 



wc ds 

tcVc 2 + s 2 


ds 

Vl + s 2 /c z 


Si se selecciona el origen O del sistema de coordenadas a una distancia 
directamente por debajo de C (figura 7.18a) y se integra desde C(0, c) 
hasta D(x, y ), se obtiene t 


x = 


f 


ds 


0 Vl + s 2 /c 2 


= c 


senh 1 — 


= c senh 1 — 
o c 


Esta ecuacion, que relaciona la longitud s de la portion CD del cable 
y la distancia horizontal x, se puede escribir de la siguiente forma: 


s = c senh — 
c 


(7.15) 


Ahora se puede obtener la relation entre las coordenadas x y y es- 
cribiendo dy = dx tan 0. Observe que a partir de la figura 7.18c que 
tan 0 = W/T 0 y con las ecuaciones (7.11) y (7.15), se escribe 

, , W 7 s . , x , 

dy = dx tan 0 = — dx = — dx = senh — dx 
T 0 c c 

Si se integran desde C(0, c) hasta D(x, y) y con las ecuaciones (7.12) y 
(7.13), se obtiene la siguiente expresion 


^Esta integral se puede encontrar en todas las tablas de integrates estandar. La funcion 

z = senh -1 u 

(que se tee “arco seno hiperbolico de u”) es el inverso de la funcion u = senh * (que se tee 
"seno hiperbolico de z”). Esta funcion y la funcion v = cosh z (que se tee “coseno hiper- 
bolico de z”) estan definidas de la siguiente forma: 

u = senh s = j(e z — e~ z ) v = cosh z = ^(e z + e~ z ) 

Los valores numericos de las funciones senh z y cosh z se encuentran en las tablas clefun- 
ciones hiperbolicas. Ademas, estas funciones tambien se pueden calcular en la mayorfa de 
las calculadoras, ya sea directamente o a partir de las defmiciones que se acaban de pre- 
sentar. Se recomienda al estudiante consultar cualquier libro de calculo para una descrip- 
cion completa de las propiedades de estas funciones. En esta section solo se utilizan las 
siguientes propiedades, las cuales se pueden derivar directamente a partir de las defini- 
ciones que se presentaron con anterioridad: 

d senh z d cosh z 

1 = cosh z ; = semi z 

dz dz 

senh 0 = 0 cosh 0=1 
cosh 2 z — senh 2 z = 1 


(7.12) 

(7.13) 

(7.14) 



7.1 0. Catenaria 


397 


u — c = senh — dx = c 
J Jn r. 


cosh — 


= cl cosh 1 1 


y — c = c cosh c 

J c 


la cual se reduce a 


ii — c cosh — 
J c 


(7.16) 


Esta es la ecuacion de una catenaria con eje vertical. La ordenada c 
del punto mas bajo C recibe el nombre de pardmetro de la catenaria. 
Elevando al cuadrado ambos lados de las ecuaciones (7.15) y (7.16), 
restandolas y tomando en cuenta la ecuacion (7.14), se obtiene la si- 
guiente relation entre y y s: 



(7.17) 


Al resolver la ecuacion (7.17) para .s 2 y llevando este resultado a la ulti- 
ma de las relaciones (7.11), se pueden escribir dichas relaciones de la 
siguiente forma: 


T 0 = toe W = tos T = wy (7.18) 

La ultima relation indica que la tension en cualquier punto D del ca- 
ble es proportional a la distancia vertical desde D hasta la linea hori- 
zontal que representa al eje x. 

Cuando los apoyos Ay B del cable tienen la misma elevation, la 
distancia L entre los apoyos recibe el nombre de claro del cable y 
la distancia vertical h desde los apoyos hasta el punto mas bajo C se 
conoce como la fleclia del cable. Estas definiciones son las mismas que 
las proporcionadas para el caso de cables parabolicos, pero se debe se- 
nalar que, debido a la forma en que se seleccionaron los ejes coorde- 
nados, ahora la flecha h esta dada por 


h =y A ~ c 


(7.19) 


Tambien se debe senalar que ciertos problemas sobre catenarias involu- 
cran ecuaciones trascendentales, las cuales deben resolverse por medio 
de aproximaciones sucesivas (vease problema resuelto 7.10). Sin embar- 
go, cuando el cable esta bastante tenso, se puede suponer que la carga 
esta uniformemente distribuida a lo largo de la horizontal y la catenaria 
puede reemplazarse por una parabola. Esto simplifica en gran medida 
la solution del problema y el error que se introduce es pequeno. 

Cuando los apoyos Ay B tienen distintas elevaciones, no se conoce 
la position del punto mas bajo del cable. Entonces, el problema puede 
resolverse en forma similar a la senalada para cables parabolicos, ex- 
presando que el cable debe pasar a traves de los apoyos, que x B ~ x A = 
L y que y B ~ ija — d, donde L y cl representan, respectivamente, las 
distancias horizontal y vertical entre los dos apoyos. 






PROBLEMA RESUELTO 7.10 


A 


B 



Un cable uniforme que pesa 3 lb/ft se suspende entre dos puntos Ay B, co- 
mo se muestra en la figura. Determine a) los valores de la tension maxima y 
minima en el cable y b) la longitud del cable. 



SOLUCION 

Ecuacion del cable. El origen de las coodenadas se coloca a una dis- 
tancia c por debajo del punto mas bajo del cable. De esta forma, la ecuacion 
del cable esta dada por la ecuacion (7.16), 

(/ = c cosh — 

J c 

Las coordenadas del punto B son las siguientes 

x B = 250 ft ijb = 100 + c 

Si se sustituyen estas coordenadas en la ecuacion del cable, se obtiene 

, 250 

100 + c = c cosh 

c 

100 , 250 

+ 1 = cosh 

c c 

El valor de c se determina suponiendo valores de prueba sucesivos, corno se 
muestra en la siguiente tabla: 


c 

250 

c 

100 

c 

10° + 1 
c 

250 

cosh 

c 

300 

0.833 

0.333 

1.333 

1.367 

350 

0.714 

0.286 

1.286 

1.266 

330 

0.758 

0.303 

1.303 

1.301 

328 

0.762 

0.305 

1.305 

1.305 


Tomando c = 328, se tiene que 

y B = 100 + c = 428 ft 

a) Valores maximo y minirno de la tension. Con las ecuaciones 
(7.18), se obtiene 

T mfn = T 0 = me = (3 lb/ft)(328 ft) 

T m4x = T b = wy B = (3 lb/ft)(428 ft) T, liax = 1 284 lb ◄ 

b) Longitud del cable. La mitad de la longitud del cable se en- 
cuentra al resolver la ecuacion (7.17): 

2/1 - s z CB = c 2 s 2 cb = »/l - c 2 = (428) 2 - (328) 2 s CB = 275 ft 

Por tanto, la longitud total del cable esta dada por 

sab = 2s C b = 2(275 ft) s AB = 550 ft ◄ 


398 


RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En la ultima seccion de este capitulo se aprendio a resolver los problemas que in- 
volucran a un cable que soporta una cargo uniformemente distribuida a lo largo del 
mismo. La forma que adopta el cable es la de una catenaria y esta definida por la 
ecuacion: 


y = c cosh — (7.16) 

J c 

1. Es necesario recordar que el origen de las coordenadas para una cate- 
naria esta localizado a una distancia c directamente por debajo del punto 
mas bajo de la catenaria. La longitud del cable desde el origen hasta cualquier 
punto se expresa como 


X 

s = c senh — (7.15) 

c 

2. Primero se deben identificar todas las cantidades conocidas y descono- 
cidas. Entonces se considera cada una de las ecuaciones que fueron presentadas 
en la seccion [ecuaciones (7.15 a 7.19)] y se resuelve una ecuacion que contiene 
solo una incognita. Se sustituye el valor encontrado de esta forma en otra ecuacion 
y se resuelve esta ultima para otra incognita. 

3. Si se proporciona la flecha h, se utiliza la ecuacion (7.19) para reemplazar 
y por h + c en la ecuacion (7.16) si x es conocida [problema resuelto 7.10], o en la 
ecuacion (7.17) si se conoce s, y se resuelve la ecuacion obtenida para la constan- 
te c. 

4. Muchos de los problemas que se encontrardn involucran una solucion 

por medio de prueba y error de una ecuacion que involucra a un seno o a un cose- 
no hiperbolicos. El trabajo se puede simplificar llevando un registro de los calculos 
realizados en una tabla, como se hizo en el problema resuelto 7.10, o aplicando un 
enfoque de metodos numericos mediante el uso de una computadora o calculadora. 





Problemas 


7.127 Un cable de 30 m cuelga entre dos edificios, como se muestra 
en la figura. Se sabe que la tension maxima es de 500 N y que el punto mas 
bajo del cable esta a 4 m sobre el suelo. Determine a) la distancia horizon- 
tal entre los edificios, b) la rnasa total del cable. 




Figura P7.127 


7.128 Una cinta de medicion de acero tiene 200 ft de longitud y pesa 
4 lb. Si la cinta se tiende entre dos puntos que tienen la misma altura y se 
estira hasta que la tension en cada extremo es de 16 lb, determine la dis- 
tancia horizontal entre los extremos de la cinta. No tome en cuenta la elon- 
gation de la cinta debida a la tension. 


7.1 29 Un cable de tranvia aereo cuya longitud es de 200 m y que tiene 
una masa por unidad de longitud de 3.5 kg/m esta suspendido entre dos pun- 
tos a la misma altura. Si se sabe que la flecha es de 50 m, determine a) la 
distancia horizontal entre los soportes, b ) la tension maxima en el cable. 

7.130 Un cable de transmision electrica de 400 ft de longitud y que 
pesa 2.5 lb/ft se suspende entre dos puntos que tienen la misma altura. Si se 
sabe que la flecha es de 100 ft, determine la distancia horizontal entre los 
apoyos, asi como la tension maxima en el cable. 

7.131 En la figura se muestra un alambre con una longitud de 20 m y 
una masa por unidad de longitud de 0.2 kg/m, el cual se une a un apoyo fijo 
en A y a un collann en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, deter- 
mine a) la fuerza P para la cual h = 8 m y b) el claro correspondiente L. 

7.132 En la figura se muestra un alambre con una longitud de 20 m y 
una masa por unidad de longitud de 0.2 kg/m, el cual se une a un apoyo fijo 
en A y a un collann en B. Si se sabe que la magnitud de la fuerza horizontal 
aplicada al collann es P = 20 N, determine a) la flecha h y b) el claro L. 

7.133 En la figura se muestra un alambre con una longitud de 20 m 
y una masa por unidad de longitud de 0.2 kg/m, el cual se une a un apoyo 
fijo en A y a un collann en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, 
determine a) la flecha h para la que L = 15 m y b) la fuerza P correspon- 
diente. 


Determine la flecha de una cadena de 30 ft que se encuentra 
unida a dos puntos con la misma elevation y que estan separados por una 
distancia de 20 ft. 
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7.135 Un alambre de 90 m de longitud se suspende entre dos puntos 
que estan a la misma altura separados por una distancia de 60 m. Si se sabe 
que la tension maxima es de 300 N, determine a) la flecha del alambre y 
b) la masa total del mismo. 

7.1 36 Un contrapeso D esta unido a un cable que pasa a traves de una 
pequena polea en A y despues se une a un apoyo en B. Si se sabe que L = 
45 ft y h = 15 ft, determine a) la longitud del cable de A a B, b) el peso por 
unidad de longitud del cable. No tome en cuenta el peso del cable de A 
a D. 


7. 137 Una cuerda uniforme de 50 in. de longitud pasa por una pe- 
quena polea en B y se encuentra unida a un apoyo fijo en A. Si L = 20 in. 
y no se toma en cuenta el efecto de la friction, determine el menor de los 
dos valores de li para los cuales la cuerda esta en equilibrio. 

Un cable que pesa 2 lb/ft se suspende entre dos puntos que es- 
tan a la misma altura separados por una distancia de 160 ft. Determine la 
flecha minima permisible para el cable si la tension maxima no debe exce- 
der 400 lb. 

7.139 El motor M mostrado en la figura se usa para devanar lenta- 
mente el cable. Si se sabe que la masa por unidad de longitud del cable es 
de 0.4 kg/m, determine la tension maxima en el cable cuando h = 5 m. 



801b 

Figura P7.136 



Figura P7.137 


-10 m- 



M 


7.140 El motor M mostrado en la figura se usa para devanar lenta- 
mente el cable. Si se sabe que la masa por unidad de longitud del cable es 
de 0.4 kg/m, determine la tension maxima en el cable cuando h = 3 m. 

Un cable uniforme que pesa 3 lb/ft se mantiene en la position 
mostrada mediante una fuerza horizontal P aplicada en B. Si P = 180 lb y 
0 A = 60°, determine a) la ubicacion del punto B y b) la longitud del cable. 

7.142 Un cable uniforme que pesa 3 lb/ft se mantiene en la position 
mostrada mediante una fuerza horizontal P aplicada en B. Si P = 150 lb y 
Q a = 60°, determine a) la ubicacion del punto B y b) la longitud del cable. 


Figura P7.139 y P7.140 



Figura P7.141 y P7.142 


7.1 43 Como se muestra en la figura, a la izquierda del punto B un ca- 
ble muy largo ABDE descansa sobre una superficie rugosa horizontal. Si se 
sabe que la masa del cable por unidad de longitud es de 2 kg/m, determine 
la fuerza F cuando a = 3.6 m. 




Figura P7.143 y P7.144 


44 Como se muestra en la figura, a la izquierda del punto B un ca- 
ble muy largo ABDE descansa sobre una superficie rugosa horizontal. Si se 
sabe que la masa del cable por unidad de longitud es de 2 kg/m, determine 
la fuerza F cuando a = 6 m. 


402 


Fuerzas en vigas y cables 


145 El cable ACB que se muestra en la figura tiene una masa por 
unidad de longitud de 0.45 kg/m. Si se sabe que el punto mas bajo del ca- 
ble se localiza a una distancia a = 0.6 m por debajo del apoyo A, determine 
a) la ubicacion del punto mas bajo C y b) la tension maxima en el cable. 




7 . 146 El cable ACB que se muestra en la figura tiene una masa por 
unidad de longitud de 0.45 kg/m. Si se sabe que el punto mas bajo del ca- 
ble se localiza a una distancia a = 2 m por debajo del apoyo A, determine 
a) la ubicacion del punto mas bajo C y b) la tension maxima en el cable. 

* 7.1 47 El cable AB de 10 ft esta unido a los dos collarines que se mues- 
tran en la figura. El collarfn en A se puede deslizar libremente a lo largo de 
la barra; un tope unido a la barra evita que el collarfn B se pueda mover. 
Desprecie el efecto de la friction y el peso de los collarines y determine la 
distancia a. 

Retome el problema 7.147, y ahora suponga que el angulo 8 
formado por la barra y la horizontal es de 45°. 


7.149 Si se denota con 8 el angulo formado por un cable uniforme y 
la horizontal, demuestre que en cualquier punto a) s = c tan 8 y b) y = c 
sec 8. 


* 7. 150 a) Determine el claro horizontal maximo permisible de un ca- 
ble uniforme que tiene un peso w por unidad de longitud, si la tension en 
este no debe exceder de un valor dado T m . b) Utilice el resultado del inciso 
a) para determinar el claro maximo de un alambre de acero para el cual w 
= 0.25 lb/ft y T m = 8 000 lb. 

* 7.1 51 Un cable que tiene una masa por unidad de longitud de 3 kg/m, 
se sostiene en la forma mostrada en la figura. Si se sabe que el claro L es de 
6 m, determine los dos valores de la flecha h para los cuales la tension ma- 
xima es de 350 N. 



Figura P7.151, P7.152 y P7.153 


* 7.152 Para el cable mostrado en la figura, determine la relation en- 
tre la flecha y el claro para la cual la tension maxima en el cable AB es igual 
al peso total del mismo. 

En la figura se muestra un cable de peso w por unidad de lon- 
gitud que se sostiene entre dos puntos que tienen la misma altura y los cua- 
les estan separados por una distancia L. Determine a) la relation entre la fle- 
cha y el claro para la cual la tension maxima sea lo mas pequena posible y 
b) los valores correspondientes de 8 B y T m . 


REPASO Y RESUMEN 
DEL CAP1TULO 7 


En este capftulo se aprendio a determinar las fuerzas internas que 
mantienen unidas a las diversas partes de un elemento dado en una 
estructura. 

Al considerar primero un elemento recto snjeto a dos fuerzas AB 
[section 7.2], se recuerda que un elemento de este tipo esta someti- 
do en A v B a fuerzas iguales y opuestas F y — F que estan dirigidas a 
lo largo de AB (figura 7.19 a). Si se corta el elemento AB en C y se di- 
buja el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la parte AC, se 
concluye que las fuerzas internas que existian en el elemento AB en 
C son equivalentes a una fuerza axial — F igual y opuesta a F (figura 
7. 1 9b). Se observa que en el caso de un elemento sujeto a dos fuer- 
zas que no es recto, las fuerzas internas se reducen a un sistema 
fuerza-par y no a una sola fuerza. 



Si se considera despues un elemento sujeto a fuerzas multiples AD 
(figura 7.20a), se corta en J y se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
correspondiente a la parte JD, se concluye que las fuerzas internas en 
J son equivalentes a un sistema fuerza-par que consta de la fuerza axial, 
F, la fuerza cortante V y un par M (figura 7.20 b). La magnitud de la 
fuerza cortante mide la fuerza cortante en el punto J y se hace referencia 
al momenta del par como el momento flector en J. Puesto que, si se 
hubiera considerado el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la 
parte A], se hubiera obtenido un sistema fuerza-par igual y opuesto es 
necesario especificar que portion del elemento AD se utilizo cuando 
se registraron las respuestas [problema resuelto 7.1]. 

La mayor parte del capftulo se dedico al analisis de las fuerzas 
internas en dos tipos importantes de estructuras de ingenierfa: las 
vigas y los cables. Las vigas comunmente son elementos prismati- 
cos rectos y largos disenados para soportar cargas que se aplican en 
varios puntos a lo largo del elemento. En general, las cargas son per- 
pendiculares al eje de la viga y solo producen corte y flexion en esta. 
Las cargas pueden estar concentradas en puntos espetificos o dis- 


Fuerzas en elementos rectos sujetos 
a dos fuerzas 


D D 



a) 

Figura 7.20 


Fuerzas en elementos sujetos 
a fuerzas multiples 


Fuerzas en vigas 
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Fuerza cortante y momenta flector 
en una viga 


V' 



V 


Fuerzas internas en la section 
(fuerza cortante y momento flector positivo) 

Figura 7.21 


tribuidas a lo largo de toda la longitud o a lo largo de una portion 
de la viga. La viga misma puede estar apoyada de varias formas; 
puesto que en este libro solo se consideran vigas estatieamente de- 
terminadas, el analisis se limito a vigas simplemente apoyadas, vigas 
con volados y vigas en voladizo [section 7.3]. 

Para obtener la fuerza cortante V y el momento flector M en un 
punto dado C de una viga, primero se determinan las reacciones en 
los apoyos considerando toda la viga como un cuerpo libre. Entonces, 
se eorta a la viga en C y se usa el diagrama de cuerpo libre correspon- 
diente a una de las dos partes obtenidas de esta manera para determi- 
nar los valores de V y M. Para evitar cualquier confusion en relation 
con el sentido de la fuerza cortante V y el par M (los cuales actuan en 
direcciones opuestas en las dos porciones de la viga), se adopto la con- 
vention de signos que se ilustra en la figura 7.21 [section 7.4], Una vez 
que se han determinado los valores de la fuerza cortante y el momen- 
to flector en unos cuantos puntos seleccionados de la viga, usualmen- 
te es posible dibujar un diagrama de fuerza cortante y un diagrama de 
momento flector que representan, respectivamente, la fuerza cortante 
y el momento flector en cualquier punto de la viga [section 7.5] . Cuan- 
do una viga solo esta sometida a cargas concentradas, la fuerza cortan- 
te tiene un valor eonstante entre las cargas y el momento flector varfa 
linealmente entre estas [problema resuelto 7.2]. Por otra parte, cuan- 
do una viga esta sometida a cargas distribuidas, la fuerza cortante y el 
momento flector varian en forma diferente [problema resuelto 7.3]. 


La construction de los diagramas de fuerza cortante y momento 
flector se facilita si se toman en consideration las siguientes relacio- 
nes. Representando con w la carga distribuida por unidad de longi- 
tud (la cual se supone positiva si esta dirigida hacia abajo), se tiene 
que [section 7.5]: 


dV 

—r~ = —IV 
dx 


(7.1) 


Relaciones entre carga, fuerza cortante y 
momento flector 



(7.3) 


o, despues de integrar las ecuaciones anteriores, 

V D ~ Vc = “(area bajo la curva de carga entre C y D) (7.2') 
M d — M c = area bajo la curva de fuerza cortante entre CyD (7.4') 

La ecuacion (7.2') hace que sea posible dibujar el diagrama de fuerza 
cortante de una viga a partir de la curva que representa a la carga 
distribuida que actua sobre dicha viga y del valor de V en un ex- 
tremo de la misma. En forma analoga, la ecuacion (7.4') hace que 
sea posible dibujar el diagrama de momento flector a partir del dia- 
grama de fuerza cortante y del valor de M en un extremo de la viga. 
Sin embargo, las cargas concentradas introducen discontinuidades 
en el diagrama de fuerza cortante y los pares concentrados implican 
discontinuidades en el diagrama de momento flector, ninguno de es- 
tos estan tornados en consideration en las ecuaciones (7.2') y (7.4') 
[problemas resueltos 7.4 y 7.7]. Por ultimo, a partir de la ecuacion 
(7.3) se observa que los puntos de la viga donde el momento flec- 
tor es maximo o mfnimo son tambien los puntos donde la fuerza cor- 
tante es igual a cero [problema resuelto 7.5]. 


La segunda mitad del capftulo estuvo dedieada al analisis de cables 
flexibles. Primero se considero un cable con un peso despreciable que 
soporta cargas concentradas [section 7.7]. Al suponer todo el cable AB 
como un cuerpo libre (figura 7.22) se observo que las tres ecuaciones de 
equilibrio que estan disponibles no son suficientes para determinar las 
cuatro incognitas que representan a las reacciones en los apoyos Ay B. 
Sin embargo, si se conocen las coordenadas de un punto D del cable, se 
puede obtener una ecuacion adieional considerando el diagrama de 
cuerpo libre para la portion AD o DB del cable. Una vez que se han de- 
terminado las reacciones en los apoyos, se puede encontrar la elevation 
de cualquier punto del cable y la tension en cualquier portion del mis- 
mo a partir del diagrama de cuerpo libre apropiado [problema resuelto 
7.8]. Se senalo que la componente horizontal de la fuerza T que repre- 
senta a la tension es la misma en cualquier punto del cable. 


Despues se consideraron cables que soportan cargas distribui- 
das [section 7.8]. Utilizando como cuerpo libre un tramo del cable 
CD que se extiende desde el punto mas bajo C hasta un punto arbi- 
trario D del cable (figura 7.23), se observo que la componente hori- 
zontal de la fuerza de tension T en D es constante e igual a la tension 
T 0 en C, mientras que su componente vertical es igual al peso W de 
la portion de cable CD. La magnitud y la direction de T se obtuvie- 
ron a partir del triangulo de fuerzas: 

/ w 

T = Vt§ + W 2 tan 6 = — (7.6) 

f o 


En el caso de una carga uniformemente distribuida a lo largo cle 
la horizontal — como en el caso de un puente colgante (figura 7.24) — 
la carga soportada por la portion CD esta dada por W = wx, donde 
w es la carga constante por unidad de longitud horizontal [section 
7.9]. Tambien se encontro que la forma de la curva adoptada por el 
cable es una parabola cuya ecuacion esta dada por 


y 


iv x 
27 ^ 


(7.8) 


y que la longitud del cable se puede encontrar utilizando la expan- 
sion en series dada en la ecuacion (7.10) [problema resuelto 7.9]. 

En el caso de una carga uniformemente distribuida a lo largo del 
mismo cable — por ejemplo, un cable colgando bajo su propio peso 
(figura 7.25) — la carga soportada por la portion CD esta dada por 
W = ws, donde s es la longitud medida a lo largo del cable y w es la 
carga constante por unidad de longitud [section 7.10]. Se selecciono 
el origen O de los ejes coordenados a una distancia c = T 0 / w por de- 


bajo de C, y se derivaron las relaciones 


s = c senh — 
c 

(7.15) 

!/ = c cosh — 
c 

(7.16) 

2 2 2 

IJ -s — C 

T 0 = ivc W = ivs T = ivy 

(7.17) 

(7.18) 


las cuales pueden emplearse para resolver problemas que involu- 
eran cables que cuelgan bajo la action de su propio peso [problema 
resuelto 7.10]. La ecuacion (7.16) define la forma adoptada por el 
cable y es la ecuacion de una catenaria. 


Repaso y resumen del capitulo 7 405 

Cables con cargas concentradas 



*3 


Figura 7.22 

Cables con cargas distribuidas 



Cable parabolico 



Figura 7.24 

Catenaria 
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Se ha determinado experimentalmente que el momento flector 
en el punto K del armazon mostrado es de 300 N ■ m. Determine a) la ten- 
sion en las barras AE y FD, b) las fuerzas intemas correspondientes en el 
punto J. 

7.155 Si se sabe que el radio de cada polea es de 200 mm y no se toma 
en cuenta el efecto de la friction, determine las fuerzas intemas en el punto 
J del armazon que se muestra en la figura. 



Un canal de acero que tiene un peso por unidad de longitud 
w = 20 lb/ft forma un lado del tiro de ciertas escaleras. Para cada una de las 
condiciones de apoyo mostradas, determine las fuerzas internas en el centra 
C del canal debidas a su propio peso. 




Figura P7.156 
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Figura P7.157 y P7.158 


Para la viga que se muestra en la figura, determine a) la mag- 
nitud de P de las dos cargas concentradas para las cuales el valor absoluto 
maximo del momento flector es lo mas pequeno posible y b) el valor co- 
rrespondiente de IMI miix . 

7.158 Si se sabe que la magnitud de cada carga concentrada P es de 
75 lb, a) dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para 
la viga AB y b) determine los valores absolutos maximos de la fuerza cortante 
y del momento flector. 
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Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) dibuje los dia- 
gramas de fuerza cortante y de momento llector y b) determine los valores 
absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento llector. 

7 SO Para la viga mostrada en la figura, dibuje los diagramas de fuerza 
cortante y de momento Hector y determine el valor absoluto maximo del mo- 
mento Hector, sabiendo que a) P = 6 kips y b) P = 3 kips. 

7.161 Para la viga y las cargas mostradas en la figura a) escriba las 
ecuaciones de las curvas de la fuerza cortante y del momento Hector, b) de- 
termine el momento Hector maximo. 




Figura P7.161 
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Figura P7.160 


7.162 Una tuberfa de petroleo esta sostenida cacla 6 ft mediante sus- 
pensores verticales fijos a un cable como se muestra en la figura. Debido al 
peso combinado de la tuberfa y su contenido, cada suspensor experimenta 
una tension de 400 lb. Si se sabe que d c — 12 ft, determine a) la tension 
maxima en el cable y b) la distancia d D . 



Retome el problema 7.162, y ahora suponga que d c — 9 ft. 


7.164 Un cable de transmision con una masa por unidad de longitud 
de 0.8 kg/m, esta atado entre dos aisladores que tienen la misma elevation y 
que se encuentran separados por una distancia de 75 m. Si la flecha del ca- 
ble es de 2 m, determine a) la tension maxima en el cable y b) la longitud 
del cable. 

7.165 El cable ACB soporta una carga uniformemente distribuida a lo 
largo de la horizontal, como se muestra en la figura. El punto mas bajo C se 
localiza a 9 m a la derecha de A. Determine a) la distancia vertical a, b) la 
longitud del cable, c) las componentes de la reaction en A. 



Figura P7.165 


Problemas de computadora 



A 3 ^= B A 


■* a * 4 * — 

Figura P7.C1 


7. Cl Se va a disenar una viga saliente para soportar varias cargas con- 
centradas. Uno de los primeros pasos en el diseno de la viga es determinar 
los valores del momento flector que pueden esperarse en los apoyos Ay B 
y bajo cada una de las cargas concentradas. Use software a fin de calcular di- 
chos valores para la viga y las cargas arbitrarias que se muestran en la figura. 
Use el software para la viga y las cargas del a) problema 7.36, b) problema 
7.37, c) problema 7.38. 


7.C2 Se van a aplicar varias cargas concentradas y una carga unifor- 
memente distribuida sobre la viga simplemente apoyada AB. Como primer 
paso del diseno de la viga, use software a fin de calcular la fuerza cortante y 
el momento flector en la viga para las cargas arbitrarias que se muestran en 
la figura, utilice incrementos dados Ax. Use este software para la viga del 
a) problema 7.39 con Ax = 0.25 m; b) problema 7.41 con Ax = 0.5 ft; c) pro- 
blema 7.42 con Ax = 0.5 ft. 



Figura P7.C2 


7.C3 En la figura se muestra una viga AB articulada en B y sostenida 
mediante un rodillo en D, la cual se debe disenar con eficiencia maxima para 
soportar una carga distribuida uniformemente a partir de su extremo A hasta 
su punto central C. Como parte del proceso de diseno, use software para de- 
terminar la distancia a desde el extremo A hasta el punto D que es donde el 
rodillo debe colocarse para minimizar en la viga el valor absoluto del mo- 
mento flector M. ( Nota : Un analisis preliminar breve mostrara que el rodi- 
llo debe colocarse debajo de la carga para que el valor maximo negativo de 
M ocurra en D , mientras que su valor maximo positivo ocurra en algun lu- 
gar entre D y C. Tambien vea la sugerencia para el problema 7.55.) 
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7„C4 El piso de un puente consistira en tablones angostos apoyados Problemas de computadora 409 

sobre dos soportes simples de viga, uno de los cuales se muestra en la figura. 

Como parte del diseno del puente es deseable simular el efecto que tendra 
sobre la viga un camion de 3 000 lb en movimiento. La distancia entre los 
ejes del camion es de 6 ft, y se supone que el peso del mismo se distribuye 
de igual manera sobre sus cuatro medas. a) Utilice software para calcular la 
magnitud y ubicacion del momenta Hector maximo en la viga como una fun- 
cion de x para —3 ft a 10 ft, utilizando incrementos de 0.5 ft. b) Utilice in- 
crementos mas pequenos si es necesario y determine el valor maximo del 
momenta flector que ocurre en la viga cuando el camion se rnueve sobre el 
puente y determine el valor correspondiente de x. 



*7.C5 Use software a fin de graficar los diagramas de fuerza cortante 
y momenta flector para la viga del problema 7.C1. Utilice este software y un 
incremento Ay < L/100 a fin de graficar los diagramas V y M para la viga y 
las cargas del a) problema 7.36, b) problema 7.37, c) problema 7.38. 

*7.C6 Use software a fin de graficar los diagramas de fuerza cortante 
y momenta flector para la viga del problema 7.C2. Utilice este software y un 
incremento Ay < L/100 a fin de graficar los diagramas V y M para la viga y 
las cargas del a) problema 7.39, b ) problema 7.41, c) problema 7.42. 

7.C7 Use software en el proceso de diseno de los soportes de un ca- 
ble, para calcular las componentes horizontal y vertical de la reaction en el 
soporte A n con base en los valores de las cargas P i, P 2 , . .., P n - 1 > las distan- 
cias horizontales d i, d 2 , . .., d n y las dos distancias verticales ho y h^. Utilice 
este software para resolver los problemas 7.95 b, 7.96 b y 7.97fo. 

7.C8 Una instalacion tipica para lineas de transmision consiste en un 
cable de longitud s AB , de peso w por unidad de longitud, suspendido como 
se muestra en la figura entre dos puntos que tienen la misma altura. Use soft- 
ware de computadora para construir una tabla que pueda ser usada en el di- 
seno de futuras instalaciones. La tabla debe contener las cantidades adi- 
mensionales h/L, s AB /L, TJwL y T mA JwL para valores de c/L desde 0.2 hasta 
0.5, con incrementos de 0.025, y desde 0.5 hasta 4, con incrementos de 0.5. 




Figura P7.C8 


7.C9 Utilice software para resolver el problema 7.132 con valores de 
P entre 0 y 50 N con incrementos de 5 N. 


La fuerza de traccion que desarrolla la 
locomotora de un tren depende de la 
resistencia a la friccion entre las ruedas y 
los rieles. Ante la posibilidad de que ocu- 
rran deslizamientos, como cuando el tren 
viaja por una pendiente o sobre rieles 
mojados, se deposita arena encima de los 
rieles para aumentar la friccion. 
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8.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 8 FRICCION 

Introduccion 

Leyes de la friccion seca. 

Coeficientes de friccion 

Angulos de friccion 

Problemas que involucran friccion 

seca 

Cunas 

Tornillos de rosea cuadrada 
Chumaceras. Friccion en ejes 
Cojinetes de empuje. Friccion 
en discos 

Friccion en ruedas. Resistencia a 
la rodadura o rodamiento 
Friccion en bandas 


En los capitulos anteriores se supuso que las superficies en contacto 
eran superficies sin friccion o superficies rugosas. Si estas eran super- 
ficies sin friccion, la fuerza que cada una de las superficies ejercia so- 
bre la otra era normal a las superficies y las dos se podian mover de 
manera libre una respecto a la otra. Si estas eran superficies rugosas, 
se supuso que se podian presentar fuerzas tangenciales para impedir 
el movimiento de una superficie con respecto a la otra. 

El anterior fue un punto de vista muy simplificado. En realidad, no 
existen superficies sin friccion perfectas. Cuando dos superficies estan 
en contacto, siempre se presentan fuerzas tangenciales, llamadas/uer- 
zas de friccion, cuando se trata de mover una de las superficies con res- 
pecto a la otra. Por otra parte, estas fuerzas de friccion estan limitadas 
en magnitud y no impediran el movimiento si se aplican fuerzas lo sufi- 
cientemente grandes. Por tanto, la distincion entre superficies sin fric- 
cion y superficies rugosas es una cuestion de grado. Esto se estudiara 
con mas detalle en el presente capitulo, el cual esta dedicado al estudio 
de la friccion y a su aplicacion en situaciones de ingenieria comunes. 

Existen dos tipos de friccion: la friccion seca, que algunas veces es 
llamada friccion de Coulomb, y la friccion de fluidos. La friccion de 
fluidos se desarrolla entre capas de fluido que se mueven a diferentes 
velocidades, y es de gran importancia en problemas que involucran el 
flujo de fluidos a traves de tuberfas y orificios o cuando se trabaja con 
cuerpos que estan sumergidos en fluidos en movimiento. Ademas, la 
friccion en fluidos tambien es basica en el analisis del movimiento de 
mecanismos lubricados. Este tipo de problemas se consideran en los li- 
bros sobre mecanica de fluidos. El presente estudio esta limitado a la 
friccion seca, esto es, a problemas que involucran cuerpos rigidos que 
estan en contacto a lo largo de superficies que no estan lubricadas. 

En la primera parte del capitulo se analiza el equilibrio de distin- 
tos cuerpos rigidos y estructuras de friccion seca en las superficies que 
estan en contacto. Mas adelante se estudian ciertas aplicaciones de in- 
genieria especificas en las cuales la friccion seca juega un papel im- 
portante: cunas, tornillos de rosea cuadrada, chumaceras, cojinetes de 
empuje, resistencia a la rodadura y friccion en bandas. 


8.2. LEYES DE LA FRICCION SECA. COEFICIENTES 
DE FRICCION 

Las leyes de la friccion seca se pueden ejemplificar mediante el siguien- 
te experimento. Un bloque de peso W se coloca sobre una superficie 
horizontal plana (figura 8.1 a). Las fuerzas que actuan sobre el bloque 
son su peso W y la reaction de la superficie. Como el peso no tiene 
una componente horizontal, la reaction de la superficie tampoco la tie- 
ne; por tanto, la reaction es normal a la superficie y esta representada 
por N en la figura 8.1 a. Ahora, suponga que se aplica sobre el bloque 
una fuerza horizontal P (figura 8.1b). Si P es pequena, el bloque no se 
movera; por tanto, debe existir alguna otra fuerza horizontal que equi- 
libre a P. Esta otra fuerza es la fuerza de friccion estatica F, la cual es 
en realidad la resultante de diversas fuerzas que actuan sobre toda la 
superficie de contacto entre el bloque y el piano. No se conoce con 
exactitud la naturaleza de estas fuerzas, pero generalmente se supone 
que las mismas se deben a irregularidades de las superficies en con- 
tacto y, en cierta medida, a la atraccion molecular. 
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Si se incrementa la fuerza P, tambien se incrementa la fuerza de B - 2 - Le y es de la fncci6n seca - Coeficientes 4-j 3 
friccion F, la cual continua oponiendose a P hasta que su magnitud al- 
canza un cierto valor mdximo F m (figura 8.1c). Si P se incrementa aun 



a) 

Figura 8.1 


b) 



c) 


mas, la fuerza de friccion ya no la puede equilibrar y el bloque comien- 
za a deslizarse. f En cuanto empieza a moverse el bloque, la magnitud 
de F disminuye de F m a un valor menor F k . Lo anterior se debe a que 
existe una menor interpenetration entre las irregularidades de las 
superficies en contacto cuando dichas superficies se mueven una con 
respecto a la otra. A partir del momenta en que el bloque empieza a 
moverse, este continua deslizandose con una veloeidad que va aumen- 
tando mientras que la fuerza de friccion, representada por F/_ v deno- 
minada fuerza de friccion cinetica, permanece constante. 

La evidencia experimental muestra que el maximo valor F m de la 
fuerza de friccion estatica es proporcional a la componente normal N 
de la reaction de la superficie. Asf, se tiene que 



( 8 . 1 ) 


donde fi s es una constante llamada coeficiente de friccion estatica. De 
forma similar, la magnitud F k de la fuerza de friccion cinetica puede 
expresarse de la siguiente forma: 


F k = F-kN 


( 8 . 2 ) 


donde n k es una constante denominada coeficiente de friccion cine- 
tica. Los coeficientes de friccion fx s y fx k no dependen del area de 
las superficies en contacto, sino que dependen en gran medida de la 
naturaleza de las superficies en contacto. Como dichos coeficientes 
tambien dependen de la condition exacta de las superficies, sus va- 
lores casi nunca se conocen con una precision mayor a 5 por ciento. 
En la tabla 8.1 se presentan valores aproximados de los coeficientes de 
friccion estatica para distintas superficies secas. Los valores correspon- 
ds necesario senalar que, conforme se incrementa la magnitud F de la fuerza de fric- 
cion desde 0 hasta F m , el punto de aplicacion A de la resultante N de las fuerzas de con- 
tacto normales se mueve hacia la derecha, de rnanera que los pares forrnados, respecti- 
vamente, por P y F y por W y N permanecen en equilibrio. Si N alcanza el punto B antes 
que F alcance su valor maximo F m , el bloque se volcara con respecto a B antes de que 
pueda comenzar a deslizarse (veanse problemas 8.15 y 8.16) 
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P 1 



1 1 

F = 0 


N = P + W 
N 

a) Sin friccion ( P x = 0) 



F = P X 

F<^,N 

N N = P,j + W 


b) Sin movimiento (P x < F m ) 



c) Movimiento inminente ► (P x = 



F k <F x 

F k = FkN 
N N = P t/ + W 

d) Movimiento ► (P x > F m ) 

Figura 8.2 


dientes de friccion cinetica son alrededor de 25 por ciento menores. 
Como los coeficientes de friccion son cantidades adimensionales, los 
valores proporcionados en la tabla 8.1 se pueden utilizar tanto con uni- 
dades del SI eomo con las unidades de uso comun en Estados Unidos. 


Tabla 8.1. Valores aproximados 
de los coeficientes de friccion 
estatica para superficies secas 


Metal sobre metal 

0.15-0.60 

Metal sobre madera 

0.20-0.60 

Metal sobre piedra 

0.30-0.70 

Metal sobre cuero 

0.30-0.60 

Madera sobre madera 

0.25-0.50 

Madera sobre cuero 

0.25-0.50 

Piedra sobre piedra 

0.40-0.70 

Tierra sobre tierra 

0.20-1.00 

Hule sobre concreto 

0.60-0.90 


Con base en la description que se expuso en los parrafos anterio- 
res es posible afirmar que pueden ocurrir cuatro situaciones diferen- 
tes cuando un cuerpo rigido esta en contacto con una superficie hori- 
zontal: 

Las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo no tienden a moverlo a 
lo largo de la superficie de contacto; por tanto, no hay fuerza 
de friccion (figura 8.2a). 

2. Las fuerzas aplicadas tienden a mover al cuerpo a lo largo de la 
superficie de contacto pero no son lo suficientemente grandes 
para ponerlo en movimiento. La fuerza de friccion F que se ha 
desarrollado puede eneontrarse resolviendo las ecuaciones de 
equilibrio para el cuerpo. Como no hay evidencia de que F ha 
aleanzado su valor maximo, no se puede utilizar la ecuacion 
F m = HsN para determinar la fuerza de friccion (figura 8.2 b). 

3. Las fuerzas aplicadas hacen que el cuerpo este a punto de co- 
menzar a deslizarse, en este momento se dice que el movi- 
miento es inminente. La fuerza de friccion F ha aleanzado su 
valor maximo F m y, junto con la fuerza normal N, equilibra las 
fuerzas aplicadas. Se pueden utilizar tanto las ecuaciones de 
equilibrio como la ecuacion F m = p , S N. Tambien es necesario 
senalar que la fuerza de friccion tiene un sentido opuesto al 
sentido del movimiento inminente (figura 8.2c). 

4. El cuerpo se desliza bajo la action de las fuerzas aplicadas y 
ya no se pueden aplicar las ecuaciones de equilibrio. Sin em- 
bargo, ahora F es igual a F*. y se puede utilizar la ecuacion 
Fjc = El sentido de F/ c es opuesto al sentido del movi- 
miento (figura 8.2 d). 
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Algunas veces es conveniente reemplazar la fuerza normal N y la fuer- 
za de friccion F por su resultante R. Considere un bloque de peso W 
que descansa sobre una superficie horizontal plana. Si no se aplica una 
fuerza horizontal al bloque, la resultante R se reduce a la fuerza nor- 
mal N (figura 8.3a). Sin embargo, si la fuerza aplicada P tiene una com- 
ponente horizontal P, que tiende a mover el bloque, la fuerza R ten- 
dra una componente horizontal F y, por tanto, formara un angulo </> 
con la normal a la superficie (figura 8.3 b). Si se incrementa P, hasta 
que el movimiento se vuelva inminente, el angulo entre R y la vertical 
aumenta y alcanza un valor maxi mo (figura 8.3c). Este valor recibe el 
nombre de angulo de friccion estatica y se representa con </>,. Con ba- 
se en la geometrfa de la figura 8.3c, se observa que 


tan (j) s 



N 


tan 4> s = /jl s 


(8.3) 


Si en realidad llega a ocurrir el movimiento, la magnitud de la fuer- 
za de friccion decae a F k ; en forma similar, el angulo <jj entre R y N 
decae a un valor menor 4> k , llamado angulo de friccion cinetica (figura 
8.3d). Con base en la geometrfa de la figura 8.3 d, se escribe 


tan (hi. 


Fk 

N 


N 


tan <f) k = fL k 


(8.4) 


Se demostrara con otro ejemplo como el angulo de friccion se pue- 
de utilizar con ventaja para el analisis de cierto tipo de problemas. Con- 
siderese un bloque que descansa sobre una tabla y que esta sujeto a 
las fuerzas correspondientes a su peso W y a la reaction R de la tabla. 
Se le puede dar a la tabla cualquier inclination que se desee. Si la ta- 
bla permanece horizontal, la fuerza R ejercida por la tabla sobre el blo- 
que es perpendicular a la tabla y equilibra al peso W (figura 8.4a). Si 
se le da a la tabla un pequeno angulo de inclination 8. la fuerza R se 
desviara de la perpendicular a la tabla por el mismo angulo 8 y conti- 
nuara equilibrando a W (figura 8.4b); entonces, R tendra una compo- 
nente normal N de magnitud N = W cos 8 y una componente tangen- 
tial F de magnitud F = W sen 8. 

Si se continua incrementando el angulo de inclination el movi- 
miento sera inminente en poco tiempo. En ese momenta, el angulo 



Figura 8.3 







Figura 8.4 



Fotografia 8.1 El coeficiente de friccion estatica 
entre un paquete y la banda transportadora 
inclinada debe ser lo suficientemente grande 
para permitir que los paquetes sean 
transportados sin resbalar. 


entre R y la normal habra alcanzado su valor maximo (figura 8.4c). 
El valor del angulo de inclinacion correspondiente al moviiniento in- 
minente recibe el nombre de angulo de reposo. Obviamente, el angu- 
lo de reposo es igual al angulo de friccion estatica <f) s . Si se incremen- 
ta aun mas el angulo de inclinacion 6, comienza el movimiento y el 
angulo entre R y la normal decae al valor menor 0^. (figura 8.4 d). La 
reaccion R ya no es vertical y las fuerzas que actuan sobre el bloque 
estan desequilibradas. 

8.4. PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN FRICCION SECA 

En muchas aplicaciones de ingenieria se encuentran problemas que in- 
volucran friccion seca. Algunos tratan con situaciones simples como la 
del bloque que se desliza sobre un piano, que se describio en la sec- 
cion anterior. Otros involucran situaciones mas complicadas como en 
el problema resuelto 8.3; muchos tratan con la estabilidad de cuerpos 
rigidos en movimiento acelerado y seran estudiados en la parte de di- 
namica. Ademas, cierto numero de maquinas y mecanismos comunes 
pueden analizarse aplicando las leyes de friccion seca. Estos incluyen 
curias, tornillos, chumaceras, cojinetes de empuje y transmisiones de 
banda, los cuales seran estudiados en las secciones siguientes. 

Los metodos que deben utilizarse para resolver problemas que in- 
volucran friccion seca son los mismos que se emplearon en los capitu- 
los anteriores. Si un problema involucra solo un movimiento de trasla- 
cion, sin que sea posible una rotation, usualmente se puede tratar al 
cuerpo bajo consideration como si fuera una particula y, por tanto, se 
pueden usar los metodos del eapitulo 2. Si el problema involucra una 
posible rotation, el cuerpo se debe considerar como un cuerpo rigido 
y se pueden emplear los metodos del eapitulo 4. Si la estructura que 
se estudia esta hecha de varias partes, se debe utilizar el principio de 
action y reaction como se hizo en el eapitulo 6. 

Si actuan mas de tres fuerzas sobre el cuerpo bajo consideration 
(incluyendo las reacciones en las superficies de contaeto), la reaccion 
en cada superficie sera representada por sus componentes N y F y el 
problema se resolvera con las ecuaciones de equilibrio. Si solo actuan 
tres fuerzas sobre el cuerpo considerado, puede ser mas conveniente 
representar cada reaccion por medio de la fuerza unica R y resolver el 
problema dibujando un triangulo de fuerzas. 

La mayorfa de los problemas que involucran la friccion pertene- 
cen a uno de los siguientes tres gnipos : en el primer grupo de proble- 
mas todas las fuerzas aplieadas estan dadas y los coeficientes de fric- 
cion se conocen; en estos casos, se desea determinar si el cuerpo 
considerado permanecera en reposo o se deslizara. La fuerza de fric- 
cion F requerida para mantener el equilibrio es desconocida (su mag- 


nitud no es igual a p, s N) y debe determinarse, junto con la fuerza nor- 
mal N, dibujando un diagrama de cuerpo libre y resolviendo las ecua- 
ciones cle equilibria (figura 8.5 a). Despues, se compara el valor encon- 
trado de la magnitud F de la fuerza de friccion con el valor maximo 
F m = /jl s N. Si F es menor o igual que F m , el cuei'po permanecera en 
reposo. Si el valor de F encontrado es mayor que F rn no se puede man- 
tener el equilibrio y ocurre el movimiento; entonces, la magnitud real 
de la fuerza de friction es F * = ju*N. 

En los problemas del segundo grupo, todas las fuerzas aplicadas es- 
tan dadas y se sabe que el movimiento es inminente; se desea determinar 
el valor del coeficiente de friction estatica. Aqui, nuevamente se determi- 
na la fuerza de friction y la fuerza normal dibujando un diagrama de cuer- 
po libre y resolviendo las ecuaciones de equilibrio (figura 8.5 b). Como se 
sabe, el valor encontrado para F es el valor maximo F m , se puede encon- 
trar el coeficiente de friction al escribir y resolver la ecuacion F m = fx s N. 

En los problemas del tercer grupo se proporciona el coeficiente de 
friction estatica y se sabe que el movimiento en una direction dada es 
inminente; se desea determinar la magnitud o la direction de una de las 
fuerzas aplicadas. La fuerza de friction se debe mostrar en el diagrama 
de cuerpo libre con un sentido opuesto al del movimiento inminente y 
con una magnitud F m = /x v A 7 (figura 8.5c). Entonces se pueden escribir 
las ecuaciones de equilibrio y se puede determinar la fuerza deseada. 

Como se senalo antes, cuando solo estan involucradas tres fuerzas 
puede ser mas conveniente representar la reaction de la superficie por 
medio de una sola fuerza R y resolver el problema dibujando un trian- 
gulo de fuerzas. Una solution de este tipo se emplea en el problema re- 
suelto 8.2. 

Cuando dos cuerpos A y B estan en contacto (figura 8.6a), las fuer- 
zas de friction ejercidas, respectivamente, por A sobre B y por B sobre 
A son iguales y opuestas (tercera ley de Newton). Al dibujar el diagrama 
de cueipo libre correspondiente a uno de los cuerpos es importante in- 
cluir la fuerza de friction apropiada con su sentido correcto. Por tanto, 
siempre se debe tener presente la siguiente regia: el sentido de la fuer- 
za defriccion que actua sobre A es opuesta al sentido del movimiento (o 
al del movimiento inminente) de A visto desde B (figura 8.6 b)} El sen- 
tido de la fuerza de friction que actua sobre B se determina en forma si- 
milar (figura 8.6c). Observe que el movimiento de A visto desde B es un 
movimiento relativo. Por ejemplo, si el cueipo A esta fijo y el cueipo B 
esta en movimiento, el cuerpo A tendra un movimiento relativo con res- 
pecto a B. Ademas, si tanto B como A se estan moviendo hacia abajo pe- 
ro B se mueve mas rapido que A, se observara que, visto desde B, el cuer- 
po A se mueve hacia arriba. 


t 


En este sentido, es el mismo que el del movimiento de B visto desde A. 
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Figura 8.5 





PROBLEMA RESUELTO 8.1 



Como se muestra en la figura, una fuerza de 100 lb actua sobre un bloque 
de 300 lb que esta colocado sobre un piano inclinado. Los coeficientes de 
friction entre el bloque y el piano son fi s = 0.25 y fi k = 0.20. Determine si 
el bloque esta en equilibrio y encuentre el valor de la fuerza de friction. 



300 11 ) 



SOLUCION 

Fuerza requerida para mantener el equilibrio. Primero se deter- 
mina el valor de la fuerza de friction requerida para mantener el equilibrio. 
Si F esta dirigida hacia abajo y hacia la izquierda, se dibuja el diagrama de 
cueqx> libre del bloque y se escribe 

+/^F X = 0: 100 lb - f(300 lb) - F = 0 

F = —80 lb F = 80 lb /* 

+\2F y = 0: N - 1(300 lb) = 0 

N = +240 lb N = 240 lb\ 

La fuerza F requerida para mantener el equilibrio es una fuerza de 80 lb di- 
rigida hacia arriba y hacia la derecha; por tanto, el bloque tiende a moverse 
hacia abajo a lo largo del piano. 

Fuerza maxima de friccion. La magnitud de la fuerza maxima de 
friction que puede desarrollarse es 

F m = p, s N F m = 0.25(240 lb) = 60 lb 

Como el valor de la fuerza requerida para mantener el equilibrio (80 lb) es 
mayor que el valor maximo que se puede obtener (60 lb), no se mantendra 
el equilibrio y el bloque se deslizara hacia abajo a lo largo del piano. 

Valor real de la fuerza de friccion. La magnitud de la fuerza de 
friccion que realmente se tiene se determina de la siguiente forma: 

Freal = F k = p. k N 

= 0.20(240 lb) = 48 lb 

El sentido de esta fuerza es opuesto al sentido del movimiento; por tanto, la 
fuerza esta dirigida hacia arriba y hacia la derecha: 

Freal = 48 lb Z 1 ◄ 

Es necesario senalar que las fuerzas que actuan sobre el bloque no estan en 
equilibrio; la resultante de dichas fuerzas es 

f(300 lb) - 100 lb - 48 lb = 32 lb 1 / 
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PROBLEMA RESUELTO 8.2 



Dos fuerzas actuan sobre un bloque de apoyo como se muestra en la figura. 
Si se sabe que los coeficientes de friccion entre el bloque y el piano inclina- 
do son fi s — 0.35 y /i k = 0.25, determine: a) la fuerza P que se requiere pa- 
ra hacer que el movimiento del bloque hacia arriba a lo largo del piano in- 
clinado sea inminente, b) la fuerza de friccion cuando el bloque continua 
moviendose hacia arriba y c) la fuerza minima P requerida para evitar que 
el bloque se deslice hacia abajo. 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Para cada uno de los incisos se dibuja 
un diagrama de cuerpo libre del bloque y un triangulo de fuerzas que inclu- 
ya la fuerza vertical de 800 N, la fuerza horizontal P y la fuerza R ejercida 
por el piano inclinado sobre el bloque. En cada uno de los casos considera- 
dos, se debe determinar la direction de R. Es necesario senalar que como P 
es perpendicular a la fuerza de 800 N, el triangulo de fuerzas es un triangu- 
lo rectangulo, el cual puede resolverse de manera facil para encontrar P. Sin 
embargo, en la mayorfa de los problemas el triangulo de fuerzas sera un trian- 
gulo oblicuo y debera resolverse aplieando la ley de los senos. 


a) Fuerza P para que el bloque empiece a moverse hacia arriba 


SOON 


SOON 



tan <j) s = p s 
= 0.35 
<j> s = 19.29° 
25° + 19.29° = 44.29° 



P = (800 N) tan 44.29° P = 780 


b) Fuerza P para mantener al bloque en movimiento 



◄ 


◄ 


c) Fuerza P para evitar que el bloque se deslice hacia abajo 


800 N 



25° - 19.29° 


= 19.29° 



P = (800 N) tan 5.71° 


P = 80.0 N«— ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 8.3 



La mensula movil que se muestra en la f'lgura puede colocarse a cualquier al- 
tura a lo largo del tubo de 3 in. de diametro. Si el coeficiente de friccion es- 
tatica entre el tubo y la mensula es de 0.25, determine la distancia minima x a 
la cual se puede soportar la carga W, sin tomar en cuenta el peso de la men- 
sula. 



SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre de 
la mensula. Cuando W se coloca a la distancia minima x medida desde el eje 
del tubo, la mensula esta a punto de deslizarse y las fuerzas de friccion en A y 
B han alcanzado sus valores maximos: 

F a = h s N a = 0.251 V A 
F b = fi s N B = 0.25 N b 


Ecuaciones de equilibrio 

^2. F x = 0: N b - N a = 0 

n b = n a 

+ tSF v = 0: F A + F B -W = 0 

0.25 N a + 0.25 N b = W 


Asi, como se ha encontrado que N B es igual a N A , 

0.50 N a = W 
N a = 2W 


+^M b = 0: N a ( 6 in.) - F a (3 in.) - W(x ~ 1.5 in.) = 0 

6 N a - 3(0.25 N a ) ~ Wx + 1.5W = 0 
6(2 W) - 0.75(2W) - Wx + 1.5W = 0 

Al dividir entre W todos los terminos de la ecuacion anterior y resolver para x, 

x = 12 in. ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se estudiaron y se aplicaron las leyes de friction seca. Anteriormente, solo 
se habfan encontrado: a) superficies sin friccion que podian moverse libremente una con 
respecto a la otra y b) superficies rugosas que no permitian un movimiento relativo de una 
superficie con respecto a la otra. 

A. Al resolver problemas que involucran friccion seca, se deben tomar en cuenta los 
siguientes puntos: 

1. La reaccion R ejercida por una superficie sobre un cuerpo libre se puede des- 
componer en una componente normal N y una componente tangencial F. La componente 
tangencial se conoce como la fuerza de friccion. Cuando un cuerpo esta en contacto con 
una superficie fija, la direction de la fuerza de friccion F es opuesta a la direction del mo- 
vimiento real o inminente del cuerpo. 

a) No ocurrira movimiento siempre y cuando F no exceda el valor maximo F m = 
p s N, donde p s es el coeficiente de friccion estatica. 

b) Ocurrira movimiento si se requiere un valor de F mayor que F m para mantener 
el equilibrio. A medida que ocurra el movimiento, el valor real de F disminuye a F k = p k N, 
donde p es el coeficiente de friccion cinetica [problema resuelto 8.1]. 

2. Cuando solo estan involucradas tres fuerzas es preferible un enfoque alternative 
para el analisis de la friccion [problema resuelto 8.2], La reaccion R se define por medio de 
su magnitud R y del angulo <fi que se forma con la normal a la superficie. No ocurrira mo- 
vimiento siempre y cuando <fi no exceda el valor maximo <p s , donde tan <f> s = p s . Ocurrira 
movimiento si se requiere un valor <f> mayor que 4> s para mantener el equilibrio y el valor 
real de <f> disminuira a 4> k , donde tan (f k = p, k . 

3. Cuando dos cuerpos estan en contacto se debe determinar el sentido del movimien- 
to real o relativo inminente en el punto de contacto. Sobre cada uno de los dos cuerpos se 
debe mostrar una fuerza de friccion F en una direction opuesta a la direction del movimien- 
to real o inminente del cuerpo visto desde el otro cuerpo. 

B. Metodos de solucion. El primer paso para encontrar la solution consiste en dibujar un 
diagrama de cuerpo libre del cuerpo en consideration, descomponiendo la fuerza ejercida so- 
bre cada una de las superficies donde existe friccion en una componente normal N y en una 
fuerza de friccion F. Si estan involucrados varios cuerpos, se debe dibujar un diagrama de cuer- 
po libre para cada uno de ellos representando y dirigiendo las fuerzas en cada superficie de 
contacto de la misma manera que se hizo cuando se analizaron armazones en el capftulo 6. 

Los problemas que se deberan resolver en esta section pueden pertenecer a una de las cin- 
co categories siguientes: 

1. Todas las fuerzas aplicadas y los coeficienies de friccion son conocidos y se debe 
determinar si el equilibrio se mantiene o no. Observese que en esta situation la fuerza 
de friccion es desconocida y no se puede suponer que es igual a p s N. 

a) Se deben escribir las ecuaciones de equilibrio para determinar N y F. 

b) Se debe calcular la fuerza maxima de friccion permisible, F m = p S N. Si F < 
F m se mantiene el equilibrio. Si F > F m , ocurre el movimiento y la magnitud de la fuerza 
de friccion es F k = p k N [problema resuelto 8.1], 


(continue) 
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2. Todas las fuerzas aplicadas son conocidas y se debe encontrar el minimo valor 
permisible de p s para el cual se mantiene el equilibria. Se debe suponer que el mo- 
vimiento es inminente y se debe determinar el valor correspondiente de p s . 

a) Se deben escribir las ecuaciones de equilibria para determinar N y F. 

b) Como el movimiento es inminente, F — F m . Se sustituyen los valores encontra- 
dos para IV y F en la ecuacion F m = p s N y se resuelve para p s . 

3. El movimiento del cuerpo es inminente y se conoce el valor de fi s ; se debe en- 
contrar alguna cantidad desconocida, como una distancia, un angulo, la magnitud de 
una fuerza o la direction de una fuerza. 

a) Se debe suponer un posible movimiento del cuerpo y, en el diagrama de cuerpo li- 
bre, dibujar la fuerza de friction en direction opuesta a la direction del movimiento supuesto. 

b) Como el movimiento es inminente, F — F m = p s N. Si se sustituye p, por su va- 
lor conocido, se puede expresar F en terminos de N en el diagrama de cuerpo libre, elirni- 
nandose de esta forma una incognita. 

c) Se deben escribir y resolver las ecuaciones de equilibrio para la incognita 
que se esta buscando [problema resuelto 8.3], 


Problemas 


Determine si el bloque mostrado en la figura esta en equilibrio y 
encuentre la magnitud y la direccion de la fuerza de friccion cuando 9 = 25° 
y P = 150 lb. 



Determine si el bloque mostrado en la figura esta en equilibrio y 
encuentre la magnitud y la direccion de la fuerza de friccion cuando 9 — 30° 
y P = 30 lb. 

Determine si el bloque mostrado en la figura esta en equilibrio y 
encuentre la magnitud y la direccion de la fuerza de friccion cuando 9 = 40° 
y P = 400 N. 


P 



Figura P8.3, P8.4 y P8.5 


Determine si el bloque mostrado en la figura esta en equilibrio y 
encuentre la magnitud y la direccion de la fuerza de friccion cuando 9 = 35° 
y P = 200 N. 


8.5 Si se sabe que 9 = 45°, determine el rango de valores de P para 
los cuales se mantiene el equilibrio. 

Determine el rango de valores de P para los cuales se mantiene el 
equilibrio del bloque que se muestra en la figura. 



8.7 Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica entre el bloque 
de 15 kg y el piano inclinado que se muestran en la figura es fi s = 0.25, de- 
termine a) el valor nrinimo de P necesario para mantener al bloque en equi- 
librio y b) el valor correspondiente de /3. 



Figura P8.7 


m o 


p s = 0.25 
Mk = 0-20 


8.8 Determine el nrinimo valor de 9 requerido para que el bloque em- 
piece a moverse hacia la derecha si a) W = 75 lb, b) W — 100 lb. Solo con- 
sidere valores de 9 menores que 90°. 


Figura P8.8 
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Los coeficientes de friccion entre el bloque y el riel son /jl s — 0.30 
y /r* = 0.25. Si se sabe que 9 = 65°, determine el miniino valor de P nece- 
sario a) para que el bloque empiece a moverse hacia arriba sobre el riel, 
b ) para evitar que el bloque se mueva hacia abajo. 

8. 10 El bloque A de 80 lb esta unido al eslabon AB y descansa sobre 
una banda en movimiento. Si /i s = 0.25 y /x*. = 0.20, determine la rnagni- 
tud de la fuerza horizontal P que debe aplicarse a la banda para mantener 
su movimiento a) hacia la derecha, b) hacia la izquierda. 




A c 
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Figura P8.10 


8.1 1 y 8.12 Los coeficientes de friccion entre todas las superficies de 
contacto son /ju s = 0.40 y i±i = 0.30. Determine la fuerza minima P reque- 
rida para que el bloque de 30 kg comience a moverse si el cable AB a) esta 
unido como se muestra en las figuras y b) se retira. 



20 -fy (Sr 
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Figura P8.11 Figura P8.12 


8,13 Tres paquetes A, B y C de 4 kg se colocan sobre una banda trans- 
portadora que se encuentra en reposo. Entre la banda y los dos paquetes A 
y C, los coeficientes de friccion son /jl s = 0.30 y /j, k = 0.20; entre el paquete 
B y la banda los coeficientes son fi s = 0.10 y ii k = 0.08. Los paquetes se co- 
locan sobre la banda de forma que estan en contacto entre si y se encuen- 
tran en reposo. Determine si alguno de los paquetes se movera y la fuerza 
de friccion que actua sobre cada paquete. 



8.14 Retome el problema 8.13, y ahora suponga que el paquete B se 
coloca a la derecha de los dos paquetes A y C. 
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8.15 En la figura se muestra un gabinete de 120 lb que se monta so- 
bre ruedas, las cuales se pueden f'ljar para evitar su rotation. El coefieiente 
de friction estatica entre el piso y cada rueda es de 0.30. Si h = 32 in., de- 
termine la magnitud de la fuerza P requerida para iniciar el movimiento del 
gabinete hacia la derecha si a) todas las ruedas estan fijas, b) las ruedas en 
B estan fijas y las ruedas en A pueden girar libremente y c) las ruedas en A 
estan fijas y las ruedas en B pueden girar libremente. 

8.16 En la fi gura se muestra un gabinete de 120 lb que se monta so- 
bre ruedas, las cuales se pueden fijar para evitar que giren. El coefieiente de 
friction estatica entre el piso y cada rueda es de 0.30. Ahora suponga que las 
ruedas en Ay B estan fijas y determine a) la fuerza P requerida para iniciar 
el movimiento del gabinete hacia la derecha y b) el maximo valor permisible 
de h para que el gabinete no se vuelque. 

8.1 7 El cilindro de peso W y radio r que se muestra en la figura tiene 
el mismo coefieiente de friction estatica /x s en A y en B. Determine la mag- 
nitud del par maximo M que puede aplicarse al cilindro sin que este rote. 
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8 . 1 8 En la figura se muestra un cilindro de peso W y radio r. Exprese 
en terminos de W y r la magnitud del par maximo M que puede aplicarse al 
cilindro sin que rote. Suponga que el coefieiente de friction estatica es 
a) cero en A y 0.30 en B y b ) 0.25 en A y 0.30 en B. 

8.19 El cilindro hidraulico mostrado en la figura ejerce una fuerza de 
3 kN dirigida hacia la derecha sobre el punto B y hacia la izquierda sobre el 
punto E. Determine la magnitud del par M requerido para rotar el tambor 
a velocidad constante en el sentido de las manecillas del reloj. 



Figura P8.17 y P8.18 



Figura P8.19 y P8.20 


Un par M de 100 N ■ m de magnitud se aplica sobre el tambor 
como se muestra en la figura. Determine la fuerza minima que debe ejercer 
el cilindro hidraulico sobre las uniones en B y E si el tambor no debe rotar. 

8.21 La escalera AB de 6.5 m de longitud se apoya sobre la pared mos- 
trada en la figura. Suponga que el coefieiente de friction estatica fju s en B es 
cero y determine el valor minimo de /x s . en A para que la escalera se man- 
tenga en equilibrio. 

8.22 La escalera AB de 6.5 m de longitud se apoya sobre la pared mos- 
trada en la figura. Si el coefieiente de friction estatica fi s es el mismo en A 
y B, determine el valor minimo de /jl s para que la escalera se mantenga en 
equilibrio. 



Figura P8.21 y P8.22 
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8.23 y 8.24 El extremo A de la barra ligera y uniforme de longitud L 
y peso W mostrada en la figura se apoya sobre una superficie horizontal, 
mientras que su extremo B se sostiene mediante la cuerda BC. Si se sabe 
que los coeficientes de friccion son fi s — 0.40 y = 0.30, determine a) el 
valor maximo de 9 para que el movimiento sea inminente y b) el valor co- 
rrespondiente de la tension en la cuerda. 





8.25 Una ventana corrediza que pesa 10 lb se sostiene normalmente 
mediante dos contrapesos de 5 lb. Si se sabe que la ventana permanece abierta 
despues de que uno de los contrapesos se rompe, determine el valor mmimo 
posible del coeficiente de friccion estatica. (Suponga que los contrapesos son 
ligeramente mas pequenos que el marco y que estos solo estan atados en los 
puntos Ay D.) 

8.26 El par de tenazas que se muestra en la figura se usa para levan- 
tar un bloque de concreto de 500 N. Determine el valor mmimo pennisible 
del coeficiente de friccion estatica entre el bloque y las tenazas en F y G. 


500 N 



Figura P8.26 


8.27 La prensa que se muestra en la figura se utiliza para estampar un Problemas 427 

pequeno sello en E. Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica entre 
la guia vertical y el dado de estampado D es 0.30, determine la fuerza ejer- 
cida por el dado sobre el sello. 



Figura P8.27 

8.28 Una leva de 100 mm de radio se usa para controlar el movimiento 
de la placa CD como se muestra en la figura. Si se sabe que el coeficiente 
de friccion estatica entre la leva y la placa es de 0.45 y sin tomar en cuenta 
la friccion en los apoyos del rodillo, determine a) la fuerza P requerida para 
mantener el movimiento de la placa de espesor igual a 20 mm y b) el espe- 
sor maximo de la placa para que el mecanismo sea autobloqueante (es decir, 
que la placa no se mueva sin importar cuan grande sea el valor de P). 

8.29 En la figura se muestra una barra delgada de longitud L colocada 
entre la clavija C y la pared vertical, la cual sostiene una carga P en su ex- 
tremo A. Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica es de 0.20 tanto 
en B como en C, determine el rango de valores de la relation LI a para los 
cuales se mantiene el equilibrio. 


60 N 



Figura P8.28 



Figura P8.29 


8.30 La placa ABCD de 50 lb se fija en A y D a collarines, los cuales 
pueden deslizarse libremente sobre la barra vertical como se muestra en la 
figura. Si el coeficiente de friccion estatica entre los collarines y la barra 
es de 0.40, determine si la placa se mantendra en equilibrio en la position 
mostrada, cuando la magnitud de la fuerza vertical en E es a) P = 0 y b) P 

= 20 lb. 

8.31 En el problema 8.30 determine el rango de valores para la mag- 
nitud P de la fuerza vertical aplicada en E con los cuales la placa se movera 
hacia abajo. 
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8.32 En la figura se muestra un tubo de 60 mm de diametro que se 
aprieta mediante una Have Stillson. Las poreiones AB y DE de la Have estan 
unidas rfgidamente entre si y la portion CF se conecta mediante un perno 
en D. Si la Have debe quedar autobloqueada al ap retar el tubo, determine el 
coeficiente de friction minirno requerido en A y en C. 

8.33 Retome el problema 8.32, y ahora suponga que el diametro del 
tubo es de 30 mm. 

8.34 Una viga de 10 ft, que pesa 1 200 lb, se va a mover hacia la iz- 
quierda sobre la plataforma. Se aplica una fuerza horizontal P sobre una ca- 
rretilla que esta montada sobre ruedas sin friction. Los coeficientes de fric- 
tion entre todas las superficies son p. s = 0.30 y fi k = 0.25, y en un initio 
x = 2 ft. Si se sabe que la superficie superior de la carretilla es un poco mas 
alta que la plataforma, determine la fuerza P requerida para que la viga ini- 
cie su movimiento. ( Sugerencia : La viga esta apoyada en A y en D.) 


A 

10 It 

B P 




C /). 5 






2 ft 


Figura P8.34 


8 35 a) Demuestre que la viga del problema 8.34 no se puede mover 
si la superficie superior de la carretilla es un poco mas baja que la plata- 
forma. b) Demuestre que la viga se puede mover si dos trabajadores de 175 
lb se paran sobre la viga en B y determine hasta que distancia se puede mo- 
ver la viga hacia la izquierda. 

Si el coeficiente de friccion estatica entre el coHarin y la barra es 
de 0.35, determine el rango de valores de P para los cuales se mantiene el 
equilibrio cuando 6 = 50° y M = 20 N • m. 



Si el coeficiente de friccion estatica entre el collarin y la barra es 
de 0.40, determine el rango de valores de M para los cuales se mantiene el 
equilibrio cuando 6 = 60° y P — 200 N. 
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8.38 En la figura se muestra una barra delgada AB de longitud l = 
600 mm, unida a un collarfn en B y apoyada sobre una rueda pequena loca- 
lizada a una distancia horizontal a = 80 mm medida desde la barra vertical 
sobre la cual se desliza el collarin. Si se sabe que el coeficiente de friccion 
estatica entre el collarin y la barra vertical es de 0.25 y sin tomar en cuenta 
el radio de la rueda, determine el rango de valores de P para los cuales se 
mantiene el equilibrio cuando Q = 100 N y 0 = 30°. 

8.39 Dos bloques A y B de 10 lb estan conectados por una barra del- 
gada de peso despreciable. El coeficiente de friccion estatica es de 0.30 en- 
tre todas las superficies de contacto y la barra forma un angulo 9 = 30° con 
la vertical, a) Muestre que el sistema esta en equilibrio cuando P = 0. De- 
termine el maximo valor de P para el cual se mantiene el equilibrio. 


W = 10 lb 
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8,40 Dos tablas uniformes identicas, cada una con un peso de 40 lb, 
se recargan temporalmente una contra la otra como se muestra en la figura. 
Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica entre todas las superficies 
es de 0.40, determine a) la magnitud maxima de la fuerza P para la cual se 
mantiene el equilibrio, b) la superficie en la que el movimiento sera inmi- 
nente. 



Dos barras identicas de 5 ft de largo estan conectadas mediante 
un pasador en B y se colocan entre dos paredes y una superficie horizontal, 
como se muestra en la figura. Si se denota con /jl s el coeficiente de friccion 
estatica en A, B y C, determine el valor mmimo de /jl s para el cual se man- 
tiene el equilibrio. 



I- — 4 ft 4*- 3 ft —I 


Figura P8.41 
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Dos bloques A y B de 8 kg, que descansan sobre anaqueles, es- 
tan conectados mediante una barra de masa despreciable. Si se sabe que la 
magnitud de una fuerza horizontal P aplicada en C se incrementa lentamente 
desde cero, determine el valor de P para el que se inicia el movimiento, y 
cual es dicho movimiento, cuando el coeficiente de friccion estatica entre to- 
das las superficies es a) /x v = 0.40, b) /jl s = 0.50. 



Figura P8.42 


Una barra delgada de acero de 225 mm de longitud se coloca 
dentro de un tubo como se muestra en la figura. Si se sabe que el coeficiente 
de friccion estatica entre la barra y el tubo es de 0.20, determine el valor ma- 
ximo de 6 para el cual la barra no cae dentro del tubo. 



14 En el problema 8.43, determine el valor mini mo de 6 para el cual 
la barra no cae fuera del tubo. 

15 En la figura se muestran dos barras delgadas de peso desprecia- 
ble unidas mediante un pemo en C y conectadas a los bloques Ay B con un 
peso W cada uno. Si se sabe que 9 — 80° y que el coeficiente de friccion es- 
tatica entre los bloques y la superficie horizontal es de 0.30, determine el va- 
lor maximo de P para el cual se mantiene el equilibrio. 



Figura P8.45 


8.5. CUNAS 


8.6. Tornillos de rosea cuadrada 
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Las cunas son maquinas simples que se utilizan para levantar grandes 
bloques de piedra y otras cargas pesadas. Estas cargas se pueden le- 
vantar aplicandole a la cuna una fuerza que es menor que el peso de 
la carga. Ademas, debido a la friccion entre las superficies en contac- 
to, una cuna con una forma apropiada permanecera en su lugar des- 
pues que ha sido forzada bajo la carga. Por tanto, las cunas se pueden 
utilizar para hacer pequenos ajustes en la posicion de piezas pesadas 
de maquinaria. 

Considere el bloque A mostrado en la figura 8.7 a. Dicho bloque 
descansa sobre una pared vertical B y debe levantarse un poco forzan- 
do una cuna C entre el bloque A y una segunda cuna D. Se desea en- 
contrar el valor minimo de la fuerza P que debe aplicarse a la cuna C 
para mover el bloque. Se supondra que el peso W del bloque es cono- 
cido, ya sea en libras o determinado en newtons a partir de la masa del 
bloque expresada en kilogramos. 

Los diagramas de cuerpo libre del bloque A y de la cuna C se han 
dibujado en la figura 8.7 b y c. Las fuerzas que actuan sobre el bloque 
incluyen su peso y las fuerzas normal y de friccion en las superficies 
de contacto con la pared B y con la cuna C. Las magnitudes de las fuer- 
zas de friccion F 3 y F 2 son iguales, respectivamente, a /jl s N i y /jl s N 2 
puesto que debe iniciarse el movimiento del bloque. Es importante 
mostrar las fuerzas de friccion con su sentido correcto. Puesto que el 
bloque se movera hacia arriba, la fuerza F 1 ejercida por la pared sobre 
el bloque debe estar dirigida hacia abajo. Por otra parte, como la cu- 
ria C se mueve hacia la derecha, el movimiento relativo de A con res- 
peeto a C es hacia la izquierda y la fuerza F 2 ejercida por C sobre A 
debe estar dirigida hacia la derecha. 

Aliora, considerando al cuerpo libre C en la figura 8.7c, se obser- 
va que las fuerzas que actuan sobre C incluyen la fuerza aplicada P y 
a las fuerzas normales y de friccion en las superficies de contacto con 
A y con D. El peso de la cuna es pequeno en comparacion con las otras 
fuerzas que estan involucradas y, por tanto, puede no tomarse en cuen- 
ta. Las fuerzas ejercidas por A sobre C son iguales y opuestas a las fuer- 
zas N 2 y Fo ejercidas por C sobre A y se representan, respectivamen- 
te, por — N 2 y — F 2 ; por tanto, la fuerza de friccion — F 2 debe estar 
dirigida hacia la izquierda. Se puede comprobar que la fuerza F 3 ejer- 
cida por D tambien esta dirigida hacia la izquierda. 

El numero total de incognitas involucradas en los dos diagramas de 
cuerpo libre pueden reducirse a cuatro si las fuerzas de friccion se ex- 
presan en terminos de las fuerzas normales. Expresar que el bloque A y 
la cuna C estan en equilibrio, proporcionara cuatro ecuaciones que pue- 
den resolverse para obtener la magnitud de P. Se debe senalar que en 
este ejemplo es mas conveniente reemplazar eada par de fuerzas normal 
y de friccion por su resultante. Entonces, eada cuerpo libre esta some- 
tido a tres fuerzas y el problema se puede resolver dibujando los trian- 
gulos de fuerzas correspondientes (vease problema resuelto 8.4). 

8.6. TORNILLOS DE ROSCA CUADRADA 



Figura 8.7 



w 

Corona 


Tornillo 


Los tornillos de rosea cuadrada se utilizan en gatos, prensas y otros 
mecanismos. Su estudio es similar al analisis de un bloque que se des- 
liza a lo largo de un piano inclinado. 

En el gato mostrado en la figura 8.8 el tornillo soporta una carga W y 
esta apoyado en la base del gato. El contacto entre el tornillo y la base ocu- 
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Fotograffa 8.2 Como se muestra en la 
fotografia, las curias se emplean para partir 
troncos de arbol porque las fuerzas normales 
ejercidas por las curias sobre la madera son 
mucho mas grandes que las fuerzas requeridas 
para insertarlas en el franco. 


rre a lo largo de una portion de sus roscas. Si se aplica una fuerza P sobre 
el mango, se puede hacer que el tornillo gire y levante a la carga W. 

La rosea de la base ha sido desenvuelta y se muestra como una lf- 
nea recta en la figura 8.9a. La pendiente correcta de la linea recta se 
obtuvo al representar de manera horizontal el producto 27 rr, donde r 
es el radio promedio de la rosea y verticalmente el avance L del torni- 
llo, esto es, la distancia a traves de la cual avanza el tornillo en una vuel- 
ta. El angulo 0 que esta linea forma con la horizontal es el dngulo de 
avance. Como la fuerza de friccion entre dos superficies en contaeto 
no depende del area de contaeto, se puede suponer que el area de con- 
tacto entre las dos roscas es menor que su valor real y, por tanto, pue- 
de representarse al tornillo por medio del bloque que se muestra en la 
figura 8.9a. Sin embargo, es necesario sehalar que en este analisis del 
gato no se toma en cuenta la friccion entre la corona y el tornillo. 

El diagrama de cuerpo libre del bloque debe incluir la carga W, la 
reaction R de la rosea de la base y la fuerza horizontal Q que tiene el 
mismo efeeto que la fuerza P ejercida sobre el mango. La fuerza Q de- 
be tener el mismo momenta que P alrededor del eje del tornillo y, por 
tanto, su magnitud debe ser () = Pa/r. De esta forma, se puede obte- 
ner la fuerza Q y, por consiguiente, la fuerza P requerida para levan- 
tar a la carga W, a partir del diagrama de cuerpo libre mostrado en la 
figura 8.9 a. El angulo de friccion se toma igual a 4>s puesto que se pre- 
sume que la carga sera levantada a traves de una serie de golpes pe- 
quenos sucesivos. En los mecanismos que proporcionan una rotation 
continua de un tornillo, puede ser deseable distinguir entre la fuerza 
requerida para comenzar el movimiento (utilice </>,) y la fuerza reque- 
rida para mantener el movimiento (utilice 4>k)- 




Figura 8.9 Analisis de un tornillo como 

Si el angulo de friccion (/>, es mayor que el angulo de avance 6, se 
dice que el tornillo es autobloqueante ; el tornillo permanecera en su 
lugar bajo la action de la carga. Entonces, para bajar la carga, se debe 
aplicar la fuerza mostrada en la figura 8.9 b. Si cf> s es menor que 0, el 
tornillo descendera bajo la action de la carga; entonces es necesario 
aplicar la fuerza mostrada en la figura 8.9c para mantener el equilibrio. 

El avance de un tornillo no se debe confundir con su paso. El avan- 
ce se definio como la distancia a traves de la cual avanza el tornillo en 
una vuelta; el paso es la distancia medida entre dos roscas consecutivas. 
A pesar de que el avance y el paso son iguales en el caso de tomillos de 
rosea simple, seran diferentes en el caso de tornillos de rosea multiple, 
esto es, tornillos que tienen varias roscas independientes. Se puede com- 
probar facilmente que para tornillos de rosea doble el avance es el do- 
ble del paso; para tornillos de rosea triple, el avance es el triple del paso 
y asi de manera sucesiva. 



PROBLEMA RESUELTO 8.4 



La position del bloque B de una maquina se ajusta moviendo la cuna A. Si 
el coeficiente de friccion estatica entre todas las superficies de contacto es 
0.35, determine la fuerza P requerida a) para elevar el bloque B, b) para ba- 
jar el bloque B. 


SOLUCION 




Para cada uno de los incisos del problema se dibujan los diagramas de cuer- 
po libre del bloque B y de la cuna A con los triangulos de fuerza correspon- 
dientes y se emplea la ley de los senos para encontrar las fuerzas deseadas. 
Se observa que como pu s = 0.35, el angulo de friccion es 



180 ° - 27 . 3 ° - 109 . 3 ° 
= 43 . 4 ° 



90 ° - 19 . 3 ° = 70 . 7 ° 



. 3 ° 


<f> s = tan~' 0.35 = 19.3° 

a) Fuerza P para elevar el bloque 

Cuerpo libre: Bloque B 

_Ri 400 lb 

sen 109.3° sen 43.4° 
Rj = 549 lb 

Cuerpo libre: Curia A 

P _ 5491b 

sen 46.6° sen 70.7° 

P = 423 lb 

b) Fuerza P para bajar el bloque 

Cuerpo libre: Bloque B 

_Ri 400 lb 

sen 70.7° sen 98.0° 
Ri = 381 lb 


Cuerpo libre: Cuna A 
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PROBLEMA RESUELTO 8.5 



Una prensa se utiliza para mantener juntas dos piezas de madera, como se 
muestra en la figura. La prensa tiene una rosea cuadrada doble cuyo diametro 
medio es igual a 10 mm y cuyo paso es de 2 mm. El coeficiente de friction en- 
tre las roscas es /x s = 0.30. Si se aplica un momenta torsional maximo de 
40 N • m al apretar la prensa, determine: a) la fuerza ejercida sobre las piezas 
de madera y b) el momenta torsional requerido para aflojar la prensa. 






SOLUCION 


a) Fuerza ejercida por la prensa. El radio promedio del tornillo es 
r = 5 mm. Como el tornillo es de rosea doble, el avance L es igual al doble 
del paso: L = 2(2 mm) = 4 mm. El angulo de avance 9 y el angulo de fric- 
cion 4> s se obtienen escribiendo 


tan 9 = 


2ttt 


4 mm 
IOtt mm 


tan 4> s = /x, = 0.30 


0.1273 9 = 7.3° 

d>, = 16.7° 


La fuerza Q que debe aplicarse al bloque que representa al tornillo se ob- 
tiene expresando que su momenta Qr con respecto al eje del tornillo es igual 
al momenta torsional aplicado. 


(3(5 mm) = 40 N • m 


40 N • m 
5 mm 


40 N • m 
5 X 1(T 3 m 


= 8 000 N = 8 kN 


Ahora se pueden dibujar el diagrama de cuerpo libre y el triangulo de fuerzas 
correspondiente para el bloque; la magnitud de la fuerza W ejercida sobre 
las piezas de madera se obtiene resolviendo el triangulo. 

(3 8 kN 

W = — — = 

tan (9 + 4>s) tan 24.0° 

W = 17.97 kN ◄ 

b ) Momento torsional requerido para aflojar la prensa. La 

fuerza Q requerida para aflojar la prensa y el momento torsional correspon- 
diente se obtienen a partir del diagrama de cuerpo libre y del triangulo de 
fuerzas mostrados. 


Q = W tan (<fc - 9) = (17.97 kN) tan 9.4° 

= 2.975 kN 

Momento torsional = (3 r = (2.975 kN)(5 mm) 

= (2.975 X 10 3 N)(5 X 10“ 3 m) = 14.87 N • m 

Momento torsional = 14.87 N • m M 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se aprendio a aplicar las leyes de friction para la solution de pro- 
blemas que involucran curias y tomillos cle rosea cuadrada. 

1. Curias. Cuando se resuelve un problema que involucra una cuna se debe tener 
presente lo siguiente: 

a) Primero se dibuja un diagrama de cuerpo libre de la cuna y de to- 
dos los demas cuerpos involucrados. Se debe observar con cuidado el sentido 
del movimiento relativo de todas las superficies de contacto y se debe mostrar ca- 
da una de las fuerzas de friction actuando en direccion opuesta a la direction del 
movimiento relativo. 

b) Se debe mostrar lafuerza de friccion estatica maxima F m en cada una 
de las superficies si la cuna va a ser insertada o removida, puesto que el movimiento 
sera inminente en cada uno de estos casos. 

c ) La reaccion H y el dngulo de friccion se pueden utilizar en muchas apli- 
caciones en lugar de la fuerza normal y la fuerza de friccion. Entonces, se pueden 
dibujar uno o mas triangulos de fuerzas y determinar las cantidades desconocidas, 
ya sea graficamente o por medio de la trigonometria [problema resuelto 8.4], 

2. Tomillos de rosea cuadrada. El analisis de tornillos de rosea cuadrada es 
equivalente al analisis de un bloque que se desliza sobre un piano inclinado. Para 
dibujar el piano inclinado correcto, se debe desenrollar la rosea del tornillo y re- 
presentarla por una linea recta [problema resuelto 8.5], Cuando se resuelve un pro- 
blema que involucra un tornillo de rosea cuadrada, se debe tomar en consideration 
lo siguiente: 

a) No confundir el paso de un tornillo con el avance de un tornillo. El 

paso de un tornillo es la distancia entre dos roscas consecutivas mientras que el 
avance de un tornillo es la distancia que avanza el tornillo en una vuelta completa. 
El avance y el paso son iguales solo en tomillos de rosea simple. En un tornillo de 
rosea doble, el avance es el doble del paso. 

b) El momenta torsional requerido para apretar un tornillo es diferente 
al momento torsional requerido para aflojarlo. Ademas, los tornillos que se uti- 

lizan en gatos y prensas usualmente son autobloqueantes ; esto es, el tornillo per- 
manecera estacionario mientras no se le aplique un momento torsional y es nece- 
sario que este se aplique sobre el tornillo para poder aflojarlo [problema resuelto 
8.5], 
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8.46 La parte de maquina ABC se sostiene mediante una bisagra sin 
friccion en B y por medio de una cuna de 10° en C. Si el coeficiente de fric- 
cion estatica es de 0.20 en ambas superficies de la cuna, determine a) la 
fuerza P requerida para mover la cuna hacia la izquierda y b) las cornpo- 
nentes de la reaccion correspondiente en B. 

8.41 Retome el problema 8.46, y aliora suponga que la cuna debe mo- 
verse hacia la derecha. 

8.48 y 8.49 Dos cunas de 8° con masa despreciable se usan para mo- 
ver y colocar en posicion un bloque de 800 kg. Si se sabe que el coeficiente 
de friccion estatica en todas las superficies de contacto es de 0.30, determine 
la fuerza minima P que deberia aplicarse a una de las cunas, como se mues- 
tra en la figura. 




Figura P8.49 


8.50 y 8.51 Como se muestra en las figuras, la altura del extremo de 
la viga de acero que esta sostenida por el piso de concreto se ajusta mediante 
las cunas E y F. La base de la placa CD se suelda al patin inferior de la viga 
y tambien se conoce que la reaccion sobre el extremo de la misrna es de 100 
kN. El coeficiente de friccion estatica entre las superficies de acero es de 
0.30 y entre el concreto y el acero es de 0.60. Si el movimiento horizontal 
de la viga se evita mediante la fuerza Q, determine a) la fuerza P requerida 
para levantar la viga y b) la fuerza Q correspondiente. 
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Figura P8.50 


Figura P8.51 




Una cuna A de peso despreciable se va a meter entre dos placas 
B y C de 100 lb. El coeficiente de friction estatica entre todas las superfi- 
cies de contacto es de 0.35. Determine la magnitud de la fuerza P requerida 
para iniciar el movimiento de la cuna a) si las placas tienen la misma liber- 
tad para moverse, b) si la placa C se atornilla de manera segura a la super- 
ficie. 



8.53 En la figura se muestra un bloque A que sostiene una columna 
tubular y esta apoyado sob re la cuna B. Si se sabe que el coeficiente de fric- 
tion estatica en todas las superficies de contacto es de 0.25 y que 6 = 45°, 
determine la fuerza minima P requerida para levantar el bloque A. 

8.54 En la figura se muestra un bloque A que sostiene una columna 
tubular y esta apoyado sob re la cuna B. Si se sabe que el coeficiente de fric- 
tion estatica en todas las superficies de contacto es de 0.25 y que 0 = 45°, 
determine la fuerza minima P para la cual se mantiene el equilibrio. 

8.55 En la figura se muestra un bloque A que sostiene una columna 
tubular y esta apoyado sobre la cuna B. El coeficiente de friction estatica en 
todas las superficies de contacto es de 0.25. Si P = 0, determine a) el an- 
gulo 9 para el cual el deslizamiento es inminente, b) la fuerza correspon- 
diente ejercida por la pared vertical sobre el bloque. 



Figura P8.53, P8.54 y P8.55 


8.56 Una cuna de 12° se usa para separar un anillo partido. El coefi- 
ciente de friction estatica entre la cuna y el anillo es de 0.30. Si se sabe que 
fue necesaria una fuerza P con magnitud de 25 lb para insertar la cuna, de- 
termine la magnitud de las fuerzas ejercidas por la cuna sobre el anillo des- 
pues de su insertion. 



Figura P8.56 

8.57 Una cuna de 10° debe insertarse debajo del extremo B de la ba- 
rra AB de 5 kg que se muestra en la figura. Si se sabe que el coeficiente de 
friction estatica es de 0.40 entre la cuna y la barra y de 0.20 entre la cuna y 
el piso, determine la fuerza minima P requerida para levantar el extremo B 
de la barra. 
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8.58 En la figura se muestra una cuna de 10° que se usa para partir 
un tronco. El coeficiente de friccion estatica entre la cuna y el tronco es de 
0.35. Si se sabe que se requirio una fuerza P de 600 lb de magnitud para in- 
sertar la cuna, determine la magnitud de las fuerzas ejercidas por la cuna so- 
bre la madera despues de que fue insertada. 

En la figura se muestra una cuna de forma conica colocada en- 
tre dos placas horizontales que se mueven lentamente una hacia la otra. Mues- 
tre que le pasara a la cuna si a) jx, = 0.20 y b) fx s = 0.30. 





8.60 Una cuna de 15° se introduce por debajo de un tubo de 50 kg 
como se muestra en la figura. El coeficiente de friccion estatica en todas las 
superficies es de 0.20. a) Demuestre que se presentara deslizamiento entre 
el tubo y la pared vertical, b ) Determine la fuerza P requerida para mover 
la cuna. 

8.61 Una cuna de 15° se introduce por debajo de un tubo de 50 kg 
como se muestra en la figura. Si se sabe que el coeficiente de friccion esta- 
tica en ambas superficies de la cuna es de 0.20, determine el coeficiente ma- 
ximo de friccion estatica entre el tubo y la pared vertical para que ocurra 
deslizamiento en A. 

8.62 En la figura se muestra una cuna de 8° que debe insertarse por 
debajo de una base para maquina en B. Si se sabe que el coeficiente de fric- 
cion estatica en todas las superficies de contacto es de 0.15, a) determine la 
fuerza P requerida para iniciar el movimiento de la cuna y b) indique si la 
base para maquina se deslizara sobre el piso. 

8.63 Retome el problema 8.62, y ahora suponga que la cuna debe in- 
sertarse debajo de la base para maquina en A en lugar de en B. 

* 8.64 Un bloque de 200 N se apoya sobre una cuna de peso despre- 
ciable, como se muestra en la figura. El coeficiente de friccion estatica [x s es 
el mismo en ambas superficies de la cuna, y la friccion entre el bloque y la 
pared vertical se puede despreciar. Si se sabe que P = 100 N, determine el 
valor de /x s para el cual el movimiento es inminente. ( Sugerencia : Resuelva 
por prueba y error la ecuacion obtenida.) 



Figura P8.64 



Retome el problema 8.64, y ahora suponga que los rodillos se 
retiran y que /a, es el coeficiente de friction para todas la superficies de con- 
tacto. 
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Figura P8.64 ( repetida ) 


8.66 Deduzca las siguientes formulas que relacionan la carga W y la 
fuerza P ejercida sobre el mango del gato que se expuso en la section 8.6. 

а) P = ( Wr/a ) tan ( 0 + <f> s ), para levantar la carga; b) P = ( Wr/a ) tan (f/> s — 

б) , para bajar la carga si el tomillo es autobloqueante y c) P = (Wr/a) tan 
( 6 + 4> s ), para sostener la carga si el tomillo no es autobloqueante. 

8.67 El engrane sinfin de rosea cuadrada que se muestra en la figura 
tiene un radio medio de 1.5 in. y un avance de 0.375 in. El engrane mas 
grande esta sometido a un par de torsion constante de 7.2 kip • in. en el sen- 
tido del movimiento de las maneciUas del reloj. Si se sabe que el coeficiente 
de friction estatica entre los dos engranes es de 0.12, determine el par de 
torsion que debe aplicarse al eje AB para que el engrane mas grande rote en 
sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj. No tome en 
cuenta la friction de los cojinetes en A, B y C. 

8.68 En el problema 8.67 determine el par de torsion que debe apli- 
carse al eje AB para que el engrane mas grande rote en el sentido de las ma- 
neciUas del reloj. 



Figura P8.67 


8.69 Los pernos de alta resistencia se emplean comunmente en la 
construction de muchas estructuras de acero. Si la tension minima reque- 
rida en un perno de 24 mm de diametro nominal es de 210 kN y se supone 
que el coeficiente de friction estatica es de 0.40, determine el par de torsion 
requerido que debe aplicarse en el perno y en la tuerca mostrados en la fi- 
gura. El diametro medio de la rosea del perno es de 22.6 mm, y su avance 
es de 3 mm. No tome en cuenta la friction entre la tuerca y la arandela y su- 
ponga que el perno es de rosea cuadrada. 



8.70 En la figura se muestran dos barras fijas Ay B cuyos extremos 
fueron hechos con forma de tomillo de rosea sencilla de 6 mm de radio me- 
dio y un paso de 2 mm. La barra A tiene rosea derecha mientras que la ba- 
rra B tiene rosea izquierda. El coeficiente de friction estatica entre las ba- 
rras y el manguito roscado es de 0.12. Determine la magnitud del par que 
debe aplicarse en el manguito para que las dos barras se unan. 


Figura P8.69 



Figura P8.70 


8.71 Suponga que en el problema 8.70 se usa una rosea derecha en 
las dos barras Ay B. Determine la magnitud del par que debe aplicarse en 
el manguito para poder girarlo. 
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8.72 En la prensa de mecanico que se muestra en la figura, la quijada 
D esta rigidamente unida a la lengiieta AB, que entra de manera holgada en 
el cuerpo f'ljo de la prensa. El tornillo tiene rosea sencilla y entra en la base 
fija con un diametro medio de 0.75 in. y un paso de 0.25 in. El coeficiente 
de friccion estatica es de 0.25 entre las roscas y tambien entre la lengueta y 
el cuerpo. Desprecie la friccion de apoyo entre el tornillo y la quijada movil 
y determine el par que debe aplicarse al mango para producir una fuerza de 
compresion de 1 kip. 

8.73 En el problema 8.72 se obtuvo una fuerza de compresion de 1 
kip al apretar la prensa. Determine el par que debe aplicarse al tornillo para 
aflojar la prensa. 



8.74 En la figura se muestra un sistema de extraction de engranes en 
el cual el tornillo AB de rosea cuadrada tiene un radio medio de 15 mm y 
un avance de 4 mm. Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica es de 
0.10, determine el par de torsion que debe aplicarse al tornillo para generar 
una fuerza de 3 kN sobre el engrane. No tome en cuenta la friccion en el 
extremo A del tornillo. 


*8.7. CHUMACERAS. FRICCION EN EJES 

Las chumaceras se utilizan para proporcionar soporte lateral a flechas y 
ejes en rotacion. Los cojinetes de empuje, que se estudiaran en la si- 
guiente section, se usan para proporcionarle soporte axial a las flechas y 
a los ejes. Si la chumacera esta totalmente lubrieada, la resistencia por 
friccion depende de la velocidad de rotacion, del juego entre el eje y la 
chumacera, y de la viscosidad del lubricante. Como se indico en la sec- 
cion 8.1, los problemas de este tipo se estudian en la mecanica de flui- 
dos. Sin embargo, los metodos de este capitulo pueden aplicarse al 
estudio de la friccion en ejes cuando la chumacera no esta lubrieada o 
solo se lubrica parcialmente. Entonces, se puede suponer que el eje y la 
chumacera estan en contaeto directo a lo largo de una sola linea recta. 

Considere dos ruedas, cada una de peso W, las cuales estan monta- 
das rigidamente sobre un eje soportado de manera simetricapor dos chu- 
maceras (figura 8.10a). Si las ruedas giran, se encuentra que, para man- 
tenerlas rotando a una velocidad constante, es necesario aplicarle a cada 
una un par M. El diagrama de cuerpo libre de la figura 8.10c representa 
la proyeccion de una de las ruedas y de la mitad del eje correspondiente 
sobre un piano perpendicular al eje. Las fuerzas que actuan sobre el cuer- 
po libre incluyen el peso W de la rueda, el par M requerido para mante- 
ner su movimiento, y una fuerza R que representa la reaction de la chu- 
macera. Esta ultima fuerza es vertical, igual y opuesta a W, pero no pasa 
por el centra O del eje; R esta localizada a la derecha de O a una distan- 
cia tal que su momenta respecto a O equilibra el momenta M del par. 
Por tanto, el contaeto entre el eje y la chumacera no ocurre en el punto 
A mas bajo cuando el eje esta girando. El contaeto ocurre en el punto B 
(figura 8.10b) o, mejor dicho, a lo largo de una linea recta que interseca 
al piano de la figura en el punto B. Fisicamente, esto se explica por el he- 
cho de que, cuando las ruedas se ponen en movimiento, el eje “se eleva” 
en la chumacera hasta que ocurre un deslizamiento. Despues de resba- 
larse un poco hacia atras, el eje queda mas o menos en la position mos- 
trada. Esta position es tal que el angulo entre la reaction R y la normal 
a la superficie del cojinete es igual al angulo de friccion cinetica </>/,-. Por 
tanto, la distancia desde O hasta la linea de action deR es igual a r sen 
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b) 



c) d) 

Figura 8.10 

</>/,-, donde r es el radio del eje. Si se escribe que 2M 0 = 0 para las fuerzas 
que actuan sobre el cuerpo libre considerado, se obtiene la magnitud del 
par M requerido para veneer la resistencia por friccion de una de las 
chumaceras: 

M = Rr sen 4> k (8.5) 

Observe que para valores pequehos del angulo de friccion, sen (f) k se pue- 
de reemplazar por tan <p k , esto es, por /x k , se escribe la formula aproxi- 
mada 

M ~ Rr/i k (8-6) 

En la solucion de ciertos problemas puede ser mas conveniente hacer 
que la linea de accion de R pase a traves de O, como lo hace cuando el 
eje no esta girando. Entonces, se debe agregar a la reaction R un par — M 
de la misma magnitud que el par M pero de sentido opuesto (figura 
8.10c/), dicho par representa la resistencia por friccion de la chumacera. 

En caso de que se prefiera una solucion grafica, la linea de accion 
de R se puede dibujar facilmente (figura 8.10e) si se observa que esta 
debe ser tangente a un tirculo que tiene su centra en O y cuyo radio 
esta dado por 

iy = r sen cf> k ~ r/ji k (8.7) 

Dicho circulo recibe el nombre de cvrailo de friction del eje y la chu- 
macera y es independiente de las condiciones de carga del eje. 
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8.8. COJINETES DE EMPUJE. FRICCION EN DISCOS 


Para proporcionarle soporte axial a las flechas y a los ejes que giran se 
utilizan dos tipos de cojinetes de empuje: 1 ) cojinetes de tope ofron- 
tales y 2) cojinetes de collar o radiales (figura 8.11). En el caso de los 
cojinetes de collar se desarrollan fuerzas de friccion entre las dos areas 
en forma de anillo que estan en contacto. En el caso de los cojinetes 
de tope la friccion ocurre sobre areas circulares completas o sobre areas 
en forma de anillo cuando el extremo de la flecha es hueco. La fric- 
cion entre areas circulares, denominada friccion en discos, tambien ocu- 
rre en otros mecanismos como los embragues de disco. 



a) Cojinete de tope b) Cojinete de collar 

Figura 8.11 Cojinetes de empuje. 


Para obtener una formula que sea valida en el caso mas general de 
friccion en discos, considere una flecha hueca que esta girando. Un par 
M mantiene la flecha girando a una velocidad constante mientras que 
una fuerza P la mantiene en contacto con un cojinete fijo (figura 8.12). 



El contacto entre la flecha y el cojinete ocurre sobre un area en forma 
de anillo que tiene un radio interior R x y un radio exterior R z . Supo- 
niendo que la presion entre las dos superficies en contacto es unifor- 
me, se encuentra que la magnitud de la fuerza normal AN ejercida so- 
bre un elemento de area A A esta dada por AN = P A A/A, donde A = 
tt{R\ — /< 7 ) y que la magnitud de la fuerza de friccion AF que actua 
sobre A A es AF = /it/, AN. Si se representa con r la distancia desde el 
eje de la flecha hasta el elemento de area A A, se expresa la magnitud 
AM del momenta de AF con respecto al eje de la flecha de la siguien- 
te forma: 


AM = r AF 


r/XfcP A A 

ARl - Ri) 


El equilibrio de la flecha requiere que el momento M del par aplica- 
do a esta sea igual en magnitud a la suma de los momentos de las fuer- 
zas de friction AF. Reemplazando A A por el elemento infinitesimal 
(I A = r dO dr que se utiliza con las coordenadas polares e integrando 
sobre el area de contacto se obtiene la siguiente expresion para la mag- 
nitud del par M que se requiere para veneer la resistencia por friction 
del cojinete: 


8.9. Friccion en ruedas. Resistencia a la 
rodadura o rodamiento 


M = 


li k P r 27r r R z 


TT(Ri - Ri) Jo 


J ^ZIT rl t 2 

r 2 drdO 

n J r. 


RkP 


tt(R 2 ~ Rl) J o 


r2i7T 

U R 2 - Rl) do 


n3 

o ilo LX. | 

M = iRkP^—^ 


( 8 . 8 ) 


Cuando el contacto ocurre sobre un circulo complete de radio II. 
la formula (8.8) se reduce a 


M = | /tfcPB (8.9) 

Entonces el valor de M es el mismo que el que se hubiera obtenido si 
el contacto entre la flecha y el cojinete hubiera ocurrido en un solo 
punto localizado a una distancia de 2R/3 desde el eje de la flecha. 

El momento torsional maximo que puede ser transmitido por un 
embrague de disco sin causar deslizamiento esta dado por una formu- 
la similar a la ecuacion (8.9), donde se reemplaza por el coeficien- 
te de friccion estatica /a v . 


*8.9. FRICCION EN RUEDAS. RESISTENCIA 
A LA RODADURA O RODAMIENTO 

La rueda es uno de los inventos mas importantes de nuestra civiliza- 
tion. Su uso hace que sea posible mover cargas pesadas con un esfuer- 
zo relativamente pequeno. Debido a que el punto de la rueda que 
esta en contacto con el suelo en cualquier instante no tiene un movi- 
miento relative con respecto del suelo, la rueda elimina las grandes 
fuerzas de friccion que se presentarfan si la carga estuviera en contac- 
to directo con el suelo. Sin embargo, existe cierta resistencia al movi- 
miento de la rueda. Dicha resistencia tiene dos causas distintas: 1) el 
efecto combinado de la friccion en el eje y de la friccion en el aro y 
2) el hecho de que la rueda y el suelo se deforman, ocasionando que 
el contacto entre la rueda y el suelo ocurra sobre una cierta area en lu- 
gar de ocurrir en un solo punto. 

Para comprender mejor la primera causa de resistencia al movi- 
miento de una rueda, considerese un vagon de ferrocarril que esta so- 
portado por ocho ruedas que estan montadas en ejes y cojinetes. Se 
supone que el vagon se esta moviendo hacia la derecha a una veloci- 
dad constante a lo largo de una via horizontal recta. El diagrama de 
cuerpo libre de una de las ruedas se muestra en la figura 8.13a. Las 
fuerzas que actuan sobre el diagrama de cuerpo libre incluyen la car- 


443 


444 


Friccion 


W 
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a ) Efecto de la friccion en ejes 


W 



, > 


N 

b) Rueda libre 


W 



c) Resistencia a la rodadura 

Figura 8.13 


ga W soportada por la rueda y la reaction normal N de la via. Como 
W esta dibujada a traves del centra O del eje, la resistencia por fric- 
cion del cojinete debe representarse con un par M que tiene un sen- 
tido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj (vease sec- 
tion 8.7). Para mantener al cuerpo en equilibrio, se deben agregar 
dos fuerzas iguales y opuestas P y F, las cuales forman un par con un 
sentido a favor del movimiento de las manecillas del reloj que tiene 
un momenta — M. La fuerza F es la fuerza de friccion ejercida por 
la via sobre la rueda y P representa la fuerza que debe aplicarse a la 
rueda para que esta se mantenga rodando a veloeidad constante. Ob- 
serve que las fuerzas P y F no existirian en el caso de que no hubie- 
ra friccion entre la rueda y la via. Entonces, el par M que represen- 
ta la friccion en el eje seria igual a cero; por tanto, la rueda se deslizaria 
sobre la via sin girar en su cojinete. 

El par M y las fuerzas P y F tambien se reducen a cero cuando 
no existe friccion en el eje. Por ejemplo, una rueda que no esta sos- 
tenida por cojinetes y que rueda libremente a una veloeidad constan- 
te sobre un piso horizontal (figura 8.13b) estara sujeta unicamente a 
dos fuerzas: su propio peso W y la reaction normal N del piso. Sin 
importar cual sea el valor del coeficiente de friccion entre la rueda y 
el piso, no actuara una fuerza de friccion sobre la rueda. Por tanto, 
una rueda que gira libremente sobre una superficie horizontal debe- 
ria continual' rodando indefinidamente. 

Sin embargo, la experiencia indica que la rueda ira disminuyen- 
do su veloeidad hasta detenerse. Lo anterior se debe al segundo tipo 
de resistencia mencionado al principio de esta section, el cual se co- 
noce como la resistencia a la rodadura. Bajo la action de la carga W, 
tanto la rueda como el piso se deforman ligeramente y ocasiona que 
el contaeto entre la rueda y el piso ocurra sobre cierta area. La evi- 
dencia experimental muestra que la resultante de las fuerzas ejerci- 
das por el piso sobre la rueda a lo largo de dicha area es una fuerza 
R aplicada en un punto £>, el cual no esta localizado directamente por 
debajo del centra O de la rueda, sino que se encuentra ligeramente 
hacia el frente de la rueda (figura 8.13c). Para equilibrar el momen- 
ta de W con respecto a B y para mantener a la rueda rodando a ve- 
locidad constante, es necesario aplicar una fuerza horizontal P en el 
centra de la rueda. Si se escribe XM B = 0, se obtiene 


Pr = Wb 


( 8 . 10 ) 


donde r = radio de la rueda 

b = distancia horizontal entre O y B 


La distancia b recibe el nombre de coeficiente de resistencia a la 
rodadura. Es necesario senalar que b no es un coeficiente adimen- 
sional puesto que representa una longitud; por lo general, se expre- 
sa a b en pulgadas o en millmetros. El valor de b depende de varios 
parametros en forma que aun no se ha establecido claramente. Los 
valores del coeficiente de resistencia a la rodadura varfan desde al- 
rededor de 0.01 in. o 0.25 mm para una rueda de acero en un riel 
de acero hasta 5.0 in. o 125 mm para la misma rueda sobre un piso 
blando. 


PROBLEMA RESUELTO 8.6 


Una polea que tiene un diametro de 4 in. puede girar alrededor de una fle- 
cha fija que tiene un diametro de 2 in. El coeficiente de friccion estatica en- 
tre la polea y la flecha es de 0.20. Determine: a) la fuerza vertical minima P 
requerida para comenzar a levantar una carga de 500 lb, b) la fuerza verti- 
cal minima P requerida para sostener la carga y c) la fuerza horizontal mini- 
ma P requerida para comenzar a levantar la misma carga. 






SOLUCION 

a) Fuerza vertical P requerida para comenzar a levantar la carga. 

Cuando las fuerzas en ambas partes de la cuerda son iguales, el contacto en- 
tre la flecha y la polea ocurre en A. Cuando se incrementa la fuerza P, la 
polea gira ligeramente alrededor de la flecha y el contacto ocurre en B. Se 
dibuja el diagrama de cuerpo libre de la polea cuando el movimiento es in- 
minente. La distancia perpendicular desde el centra O de la polea hasta la 
linea de accion de R es 

rf=r sen 4> s ~ r/j, s jy = (1 in.)0.20 = 0.20 in. 

Sumando momentos con respecto a B, se escribe 

+"j 2 M b = 0: (2.20 in.) (500 lb) - (1.80 in.)P = 0 

P = 611 lb P = 611 lb | ◄ 


b) Fuerza vertical P para sostener la carga. A medida que la fuer- 
za P disminuye, la polea gira alrededor de la flecha y el contacto ocurre en 
C. Considerando la polea como un cuerpo libre y sumando momentos con 
respecto a C, se escribe 

+"j 2M C = 0: (1.80 in.) (500 lb) - (2.20 in.)P = 0 

P = 409 lb P = 409 lb 4 ◄ 


c) Fuerza horizontal P para comenzar a levantar la carga. Como 
las tres fuerzas W.PyR no son paralelas, estas deben ser concurrentes. Por 
tanto, la direction de R se determina a partir del hecho de que su linea de 
accion debe pasar a traves del punto de intersection D de las lineas de ac- 
tion de W y P y debe ser tangente al circulo de friccion. Si recordamos que 
el radio del circulo de friccion es ry= 0.20 in., se escribe 


sen 9 = 


OE 

OD 


0.20 in. 

(2 in.)V2 


0.0707 


9 = 4.1° 


A partir del triangulo de fuerzas, se obtiene 

P = W cot (45° - 9) = (500 lb) cot 40.9° 

= 577 lb P = 577 lb ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se aprendieron varias aplicaciones de ingenieria adicionales de las leyes 
de friction. 

1. Chumaceras y friction en ejes. En las chumaceras la reaction no pasa a traces 
del centro de la flecha o eje que esta siendo soportado. La distancia desde el centro de 
la flecha o eje hasta la linea de action de la reaction (figura 8.10) esta definida por la 
ecuacion 


ry = r sen </>j. ~ r/r,/ v - 
si existe movimiento, y por la ecuacion 

rj- = r sen ~ rp s 

si el movimiento es inminente. 

Cuando ya se ha determinado la linea de action de la reaction, se puede dibujar un 
diagrama de cuerpo lib re y utilizar las ecuaciones de equilibrio correspondientes para 
completar la solution [problema resuelto 8.6], En algunos problemas es util observar 
que la linea de action de la reaction debe ser tangente a un tirculo de radio ry ~ ryq., 
o ry ~ r/r„ que se conoce como el tirculo de friction [problema resuelto 8.6, inciso c)]. 

2. Cojinetes de empuje y friction en discos. En un cojinete de empuje la magni- 
tud del par requerido para veneer a la resistencia por friction es igual a la suma de los 
momentos de las fuerzas de friction cinetica ejercidas sobre los elementos del extremo 
de la flecha [ecuaciones (8.8) y (8.9)]. 

Un ejemplo de friction en discos es el embrague de disco. Este se analiza de la misma 
forma que un cojinete de empuje, con la diferencia de que para determinar el momento 
torsional maximo que se puede transmitir, debe calcularse la suma de los momentos de 
las fuerzas de friction estdtica maximas ejercidas sobre el disco. 

3. Friction en ruedas y resistencia a la rodadura. Se vio que la resistencia a la 
rodadura de una rueda es ocasionada por deformaciones tanto de la rueda como del 
suelo. La linea de action de la reaction R del suelo sobre la rueda intersecta al suelo 
a una distancia horizontal b a partir del centro de la rueda. La distancia b se conoce 
como el coeficiente de resistencia a la rodadura y se expresa en pulgadas o milimetros. 

4. En problemas que involucran tanto resistencia a la rodadura como friction 
en ejes, el diagrama de cuerpo libre debe mostrar que la linea de action de la reaction 
R del suelo sobre la rueda es tangente al tirculo de friction del eje e intersecta al suelo 
a una distancia horizontal a partir del centro de la rueda que es igual al coeficiente de 
resistencia a la rodadura. 
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Problemas 


Una polea de 6 in. de radio y una masa de 5 lb se fija a un eje 
de 1.5 in. de radio, el cual se ajusta holgadamente al cojinete fijo mostrado 
en la figura. Se observa que la polea comenzara a rotar si se agrega una masa 
de 0.5 lb al bloque A. Determine el coeficiente de friccion estatica entre el 
eje y el cojinete. 

8.76 y 8.77 La polea doble mostrada en la figura se fija en un eje de 
10 mm de radio, el cual se ajusta holgadamente al cojinete fijo. Si se sabe 
que el coeficiente de friccion estatica es de 0.40 entre el eje y el cojinete casi 
sin lubricar, determine la magnitud de la fuerza P requerida para comenzar 
a levantar la carga. 



90 mm 


Figura P8.76 y P8.78 



8.78 y 8.79 La polea doble mostrada en la figura se fija en un eje de 
10 mm de radio, el cual se ajusta holgadamente al cojinete fijo. Si se sabe 
que el coeficiente de friccion estatica es de 0.40 entre el eje y el cojinete casi 
sin lubricar, determine la magnitud de la fuerza minima P requerida para 
mantener el equilibrio. 


75 mm 



90 mm 


Figura P8.77 y P8.79 



- 150 mm - 


-100 mm- 


Figura P8.80 


8.80 Una palanca de peso despreciable se ajusta holgadamente a un 
eje fijo de 75 mm de diametro. Se observa que la palanca iniciara su rota- 
cion justo al agregar una masa de 3 kg en C. Determine el coeficiente de 
friccion estatica entre el eje y la palanca. 
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Friccion 



8.81 El bloque y el polipasto mostrados en la figura se emplean para 
levantar una carga de 150 lb. Cada una de las poleas de 3 in. de diametro 
gira sobre un eje de 0.5 in. de diametro. Si se sabe que el coeficiente de fric- 
cion estatica es de 0.20, determine la tension en cada porcion de la cuerda 
conforme la carga se eleva lentamente. 

8.82 El bloque y el polipasto mostrados en la figura se emplean para 
bajar una carga de 150 lb. Cada una de las poleas de 3 in. de diametro gira 
sobre un eje de 0.5 in. de diametro. Si se sabe que el coeficiente de friccion 
estatica es de 0.20, determine la tension en cada porcion de la cuerda con- 
forme la carga se baja lentamente. 

8.83 Un vagon de ferrocarril cargado tiene una masa de 30 Mg y se sos- 
tiene por medio de ocho ruedas de 800 mm de diametro con ejes de 125 mm 
de diametro. Si se sabe que los coeficientes de friccion son /x s . = 0.020 y i±k 
= 0.015, determine la fuerza horizontal requerida para a) que el vagon co- 
mience a moverse y b) mantener al vagon en movimiento a velocidad cons- 
tante. No tome en cuenta la resistencia a la rodadura entre las ruedas y las vlas. 


8.84 y 8.85 En las figuras se muestra una palanca AB de peso des- 
preciable que se ajusta holgadamente a un eje fijo de 2.5 in. de diametro. Si 
se sabe que el coeficiente de friccion estatica entre el eje fijo y la palanca es 
de 0.15, determine la fuerza P necesaria para que se inicie la rotation de la 
palanca en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 



2.5 in. 



Figura P8.84 y P.8.86 


8.86 y 8.87 En las figures se muestra una palanca AB de peso des- 
preciable que se ajusta holgadamente a un eje fijo de 2.5 in. de diametro. Si 
se sabe que el coeficiente de friccion estatica entre el eje fijo y la palanca es 
de 0.15, determine la fuerza P necesaria para que se inicie la rotation de la 
palanca en el sentido de las manecillas del reloj. 


A 

B 


a 


a 


T 

500 mm 
L 


C 


Figura P8.88 


8.88 El arreglo de eslabon mostrado en la figura se emplea frecuente- 
mente en los puentes de las carreteras para permitir la expansion de los ele- 
mentos debido a los cambios de temperature. El coeficiente de friccion esta- 
tica en cada uno de los pemos A y B de 60 mm de diametro es de 0.20. Si se 
sabe que la componente vertical de la fuerza ejercida por BC sobre el eslabon 
es de 200 kN, determine a) la fuerza horizontal que debe aplicarse sobre la 
viga BC para que el eslabon comience a moverse y b) el angulo que la fuerza 
resultante ejercida por la viga BC sobre el eslabon forma con la vertical. 


8.89 Se desea disenar una patineta que pueda descender con veloci- 
dad constante sobre una superficie con inclination de 2 por ciento. Suponga 
que el coeficiente de friccion cinetica entre los ejes de 25 mm de diametro 
y los cojinetes es de 0.10, determine el diametro que deben tener las rue- 
das. No tome en cuenta la resistencia a la rodadura entre las ruedas y el suelo. 
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8.90 En la figura se muestra una pulidora de pisos electrica de 50 lb 
que se emplea sobre una superficie con un coeficiente de friction cinetica 
de 0.25. Si la fuerza normal por unidad de area entre el disco y el piso se 
distribuye uniformemente, determine la magnitud Q de las fuerzas horizon- 
tales requeridas para evitar que la pulidora se mueva. 



8.91 Si se sabe que es necesario aplicar un par con 30 N • m de mag- 
nitud para que el eje vertical comience a moverse, determine el coeficiente 
de friction estatica entre las superficies de contacto anulares. 

* 8.92 En las chumaceras la resistencia por friction decrece a medida 
que las superficies de los ejes y de los cojinetes sufren desgaste. Por lo ge- 
neral se supone que el desgaste es directamente proportional a la distancia 
recorrida por cualquier punto dado del eje y, en consecuencia, a la distancia 
r desde el punto al centro del eje. Entonces, si se supone que la fuerza nor- 
mal por unidad de area es inversamente proportional a r, demuestre que la 
magnitud M del par requerido para contrarrestar la resistencia por friction 
de uno de los extremos desgastados del cojinete (con contacto en toda el area 
circular) es igual al 75 por ciento del valor dado en la formula (8.9) para un 
cojinete nuevo. 



*8.93 Suponga que los cojinetes se desgastan como se indica en el pro- 
blema 8.92, demuestre que la magnitud M del par requerido para contra- 
rrestar la resistencia por friction de un cojinete de collarfn desgastado es: 

M = ~HkP(Ri + R 2 ) 


donde P = magnitud de la fuerza axial total 
R 1 , = radios interno y extemo del collarfn 


*8.94 Si se supone que la presion entre las superficies de contacto es 
uniforme, demuestre que la magnitud M del par requerido para contrarres- 
tar la resistencia por friction del cojinete conico mostrado en la figura es: 

„ , _ _ 2 HkP R j ~ R± 

~ 3 sen 6 fl! - flf 



Figura P8.94 
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Retome el problema 8.90, y aliora suponga que la fuerza normal 
por unidad de area entre el disco y el piso varfa linealmente desde un valor 
maximo en el centro hasta cero en la circunferencia del disco. 


J \ \ ^ \ 



Figura P8.96 


8.96 Como se muestra en la figura, la base de una maquina de 900 kg 
se mueve sobre el piso de concrete) mediante una serie de tubos de acero de 
100 mm de diametro exterior. Si se sabe que el coeficiente de resistencia a 
la rodadura entre los tubos y la base es de 0.5 mm y entre los tubos y el piso 
de concreto es de 1.25 mm, determine la magnitud de la fuerza P requerida 
para mover lentamente la base a lo largo del piso. 

8.97 Si se sabe que un disco de 6 in. de diametro rueda con veloci- 
dad constante hacia abajo sobre una superficie inclinada 2 por ciento, de- 
termine el coeficiente de resistencia a la rodadura entre el disco y el piano 
inclinado. 


8.98 Determine la fuerza horizontal requerida para mover un auto- 
movil de 2 500 lb con velocidad constante a lo largo de una carretera hori- 
zontal si sus llantas son de 23 in. de diametro. No tome en cuenta cualquier 
forma de friccion excepto la resistencia a la rodadura y suponga que el coe- 
ficiente de resistencia a la rodadura es de 0.05 in. 


Retome el problema 8.83, y ahora incluya el efecto de un coefi- 
ciente de resistencia a la rodadura de 0.5 mm. 


Retome el problema 8.89, y ahora incluya el efecto de un coe- 
ficiente de resistencia a la rodadura de 1.75 mm. 


P P' 




Figura 8.14 


8.10. FRICCION EN BANDAS 


Considere una banda plana que pasa sobre un tambor cilmdrico fijo 
(figura 8.14a). Se desea determinar la relation que existe entre los va- 
lores Ti y T z de la tension presente en las dos partes de la banda cuan- 
do esta se encuentra a punto de deslizarse hacia la derecha. 

Un pequeno elemento PP' que abarca un angulo Ad se separa de 
la banda. Si la tension presente en P se denota con T y con T + AT la 
tension en P' puede trazarse el diagrama de cuerpo libre del elemen- 
to de la banda (figura 8.14b). Ademas de las dos fuerzas de tension, las 
fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre son la componente normal 
AN de la reaccion del tambor y la fuerza de friccion AF. Como se su- 
pone que el movimiento es inminente, se tiene AF = ji s AN. Es nece- 
sario senalar que si se hace que A0 se aproxime a cero, las magnitudes 
AN y AF y la diferencia AT entre la tension en P y la tension en P', 
tambien tenderan a cero; sin embargo, el valor T de la tension 
en P continuara sin alterar. Esta observation ayuda a comprender la 
selection de notacion que se ha hecho. 

Al seleccionar los ejes coordenados que se muestran en la figura 
8.14b se escriben las ecuaciones de equilibrio para el elemento PP': 

A0 A0 

2F* = 0: (T + AT) cos — - T cos — ~ /jl s AN = 0 (8.11) 


2 F y = 0 : 


A , A N A0 A0 

AN — (T + AT) sen — T sen — — = 0 


( 8 . 12 ) 
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Al resolver la ecuacion (8.12) para AN y sustituir la ecuacion (8.11), se 
obtiene la siguiente ecuacion despues de realizar simplificaciones 


AT cos 


A 0 
2 


A0 

IxJ'lT + AT) sen — — = 0 


8.10. Friccion en bandas 


Aliora se dividen ambos terminos entre AO. En el caso del primer ter- 
mino, esto se hace dividiendo AT entre Ad. La division del segundo 
termino se lleva a cabo dividiendo entre 2 los terminos que estan en- 
tre parentesis y dividiendo al seno entre AO/ 2. Asi se escribe 


AT AO ( 

— cos — - + 



sen(A0/2) 

AO/2 


Si ahora se hace que Ad se aproxime a 0, el coseno tiende a 1 y, como 
se senalo anteriormente, AT/2 tiende a cero. Ademas, de acuerdo con 
un lema que se deriva en todos los libros de calculo, el cociente de sen 
(Ad/2) sobre Ad/2 tiende a 1. Como el lhnite de AT / AO es por defi- 
nition igual a la derivada dT/dO, se escribe 


dT 

d0 


Ms'/’ = 0 


dT 

T 


= /JigdO 


Ahora se integraran ambos miembros de la ultima ecuacion desde P i 
hasta P 2 (figura 8.14a). En P 1; se tiene que 0 = 0 y que T = 2\; en P 2 , 
se tiene que d = /3 y que T = T 2 . Asf, integrando entre estos lhnites, 
se escribe 


ff 

J T 1 i 



In T 2 - Iii V’i = /x s /3 


u, observando que el lado izquierdo es igual al logaritmo natural del 
cociente de T 2 y Ti, 



(8.13) 


Esta relation tambien se puede escribir de la siguiente forma 



(8.14) 


Las formulas que se han derivado se pueden aplicar tanto a problemas 
que involucran bandas planas que pasan sobre tambores cilindricos fi- 
jos como a problemas que involucran cuerdas enrolladas alrededor de 
un poste o de un cabrestante. Ademas, dichas formulas tambien pue- 
den utilizarse para resolver problemas que involucran frenos de ban- 
da. En este tipo de problemas, el cilindro es el que esta a punto de gi- 
rar mientras que la banda permanece fija. Por otra parte, las formulas 
tambien pueden aplicarse en problemas que involucran transmisiones 
de banda. 



Fotografia 8.3 Al enrollar la cuerda alrededor 
del bolardo, la fuerza ejercida por el trabajador 
para controlar la cuerda es menor que la tension 
en la porcion tirante de la cuerda. 
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En estos problemas giran tanto la polea como la banda, entonces, se 
desea determinar si la banda se deslizara, esto es, si la banda se rnovera 
con respecto a la polea. 

Las formulas (8.13) y (8.14) solo deben utilizarse si la banda, la 
cuerda o el freno estan a punto de deslizarse. Se utilizara la formula 
(8.14) si se desea determinar Ti o T 2 ; se preferira la formula (8.13) si 
se desea determinar el valor de /jl s o si se desea determinar el angulo 
de contacto f3. Es necesario senalar que T 2 siempre es mayor que T i; 
por tanto, T 2 representa la tension en aquella parte que jala, mientras 
que Ti es la tension en aquella parte que resiste. Tambien se debe men- 
cionar que el angulo de contacto /3 debe expresarse en radianes. El an- 
gulo (3 puede ser mayor que 2tt- por ejemplo, si una cuerda esta en- 
rollada n veces alrededor de un poste, [3 sera igual a 2i m. 

Si la banda, la cuerda o el freno estan deslizandose, deben uti- 
lizarse formulas similares a las ecuaciones (8.13) y (8.14) pero que in- 
volucren el coeficiente de friccion cinetica \±\ : . Si la banda, la cuerda o 
el freno no estan deslizandose y tampoco estan a punto de deslizarse, 
no se pueden utilizar las formulas mencionadas antes. 

Las bandas que se utilizan en las transmisiones por lo general tie- 
nen forma en V. En la banda en V que se muestra en la figura 8.15a 
el contacto entre esta y la polea ocurre a lo largo de los lados de la ra- 



a) 

Figura 8.15 




c) 


nura. Dibujando el diagrama de cuerpo libre de un elemento de la ban- 
da (figura 8.15b y c), se puede obtener la relacion que existe entre los 
valores Ti y To de la tension en las dos partes de la banda cuando es- 
ta esta a punto de deslizarse. De esta forma se derivan formulas simi- 
lares a las ecuaciones (8.11) y (8.12), pero aliora la magnitud de la fuer- 
za de friccion total que actua sobre el elemento es igual a 2 A F, y la 
suma de las componentes y de las fuerzas normales es igual a 2 AN 
sen (a/2). Procediendo de la misma forma en la que se hizo antes, se 
obtiene 



Mv/3 

sen (a/2) 


(8.15) 


o, 


2 _ ^t,v8/sen (a/2) 

T i 


(8.16) 


PROBLEMA RESUELTO 8.7 



Un cable de romolque lanzado desde un barco a un muelle se enrolla dos vuel- 
tas completas alrededor de un bolardo o noray. La tension en el cable es de 
7 500 N, que ejerce una fuerza de 150 N sobre el extremo libre del cable, un 
trabajador del muelle apenas puede evitar que el cable se deslice; determine: 
a) el coeficiente de friccion entre el cable y el bolardo o noray, y b) la tension 
en el cable que podria ser resistida por la fuerza de 150 N si el cable estuvie- 
ra enrollado tres vueltas completas alrededor del bolardo o noray. 



SOLUCION 

a) Coeficiente de friccion. Como el deslizamiento del cable es in- 
minente, se usa la ecuacion (8.13): 

1 T 2 « 
in ~zr - Ms P 

1 1 

Como el cable esta enrollado dos vueltas completas alrededor del bolardo, 
se tiene que 

/3 = 2(277 rad) = 12.57 rad 
h = 150 N T 2 = 7 500 N 

Por tanto, 

n _ 1 ^2 

MsP — in 

1 1 

Ms( 12.57 rad) = In ^ = '50 = 3.91 

M., = 0.311 Ms = 0.311 ◄ 

b) Cable enrollado tres vueltas completas alrededor del bolar- 
do. Con el valor de m» obtenido en el inciso a) de este problema, ahora se 
tiene que 

/3 = 3(277 rad) = 18.85 rad 
Tj = 150 N Ms = 0.311 

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (8.14) se obtiene 


^2 _ (0.311X18.85) _ 5.862 _ e 

150 N “ e “ e “ 5 - 5 

T 2 = 52 725 N 

T 2 = 52.7 kN ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 8.8 



Una banda plana conecta una polea A que mueve una maquina herramien- 
ta, con una polea B, la cual esta unida a la llecha de un motor electrico. Los 
coeficientes de friccion entre ambas poleas y la banda son fi s = 0.25 y /r* = 
0.20. Si se sabe que la tension maxima permisible en la banda es de 600 lb, 
determine el momento torsional maximo que puede ejercer la banda sobre 
la polea A. 



SOLUCION 

Debido a que la resistencia al deslizamiento depende tanto del angulo de 
contacto (3 entre la polea y la banda como del coefieiente de friccion estatica 
fL s y puesto que /x s es el mismo para ambas poleas, el deslizamiento ocurrira 
primero en la polea B, para la cual /3 es menor. 


Polea B. Con el uso de la ecuacion (8.14) con T 2 = 600 lb, /x s = 0.25 
y j8 = 120 ° = 27 t/ 3 rad, se escribe 


Ia 

Ti 


= e 




T r 


600 lb 

Ti 

600 lb 

1.688 


. _ e 0 . 2 S( 27 r/ 3 ) 

= 355.4 lb 


= 1.688 



T, 


= 600 lb 
355.4 lb 


Polea A. Se dibuja el diagrama de cueqro libre de la polea A. El par 
M a se aplica a la polea por la maquina herramienta a la cual esta unida la 
polea y es igual y opuesto al momento torsional ejercido por la banda. Asi se 
escribe 

+^M a = 0: M a — (600 lb)(8 in.) + (355.4 lb)(8 in.) = 0 

M a = 1 957 lb • in. M A = 163.1 lb ■ ft ◄ 


Nota. Se puede comprobar que la banda no se desliza sobre la polea 
A calculando el valor de /x. s requerido para evitar el deslizamiento en A y ve- 
rificando que este es menor que el valor real de fi s . A partir de la ecuacion 
(8.13) se tiene que 


, T 2 , 6001b 

^ = In- =ln^ I¥ = 0.524 


y, como (3 = 240° = 4tt/3 rad. 


47T 


0,524 


fi s = 0.125 < 0.25 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En la seccion anterior se aprendio acerca de la friction en bcindas. Los problemas que se 
tendran que resolver incluyen bandas que pasan sobre tambores fijos, frenos de banda en 


los cuales el tambor gira mientras que la banda permanece fija y transmisiones de banda. 


1 . Los problemas que involucran friccion en bandas pertenecen a una de las dos ca- 
tegories siguientes: 


a) Problemas en los cuales el deslizamiento es inminente. En estos casos puede 
utilizarse una de las siguientes formulas que involucran al coeficiente de friccion estatica p s : 



(8.13) 


o 



(8.14) 


b) Problemas en los que ya ocurre el deslizamiento. Las formulas que deben uti- 
lizarse se pueden obtener a partir de las ecuaciones (8.13) y (8.14) reemplazando p s por el 
coeficiente de friccion cinetica p^. 

2. Cuando se comience a resolver un problema de friccion en bandas, es necesario 
recordar lo siguiente: 

a) El dngulo /3 debe estar expresado en radianes. En un problema que involucra 
una banda y un tambor, este es el angulo subtendido en el arco del tambor sobre el eual 
esta enrollada la banda. 

b) La tension mas grande siempre se representa con T 2 y la tension mas pe- 
quefia con Tj. 

c) La tension mas grande ocurre en el extremo de la banda que esta en la di- 
rection del movimiento, o del movimiento inminente de la banda con respecto al tambor. 

3. En cada uno de los problemas que deberan resolverse, tres de las cuatro canti- 
dades 7', , T 2 , (3 y p s (o p/J seran proporcionadas como dato o se podran encontrar facil- 
mente y, entonces, se debera resolver la ecuacion apropiada para encontrar la cuarta canti- 
dad. En esta seccion se encontraran dos tipos de problemas: 

a) Si el deslizamiento es inminente, se debe encontrar el valor de p s entre la 
banda y el tambor: con base en los datos proporcionados, se determinan T 1; T 2 y /3; en- 
tonces se sustituyen dichos valores en la ecuacion (8.13) y se resuelve esta ultima para p s 
[problema resuelto 8.7, inciso a)]. Se sigue el mismo procedimiento para encontrar el valor 
minima de p s para el cual no ocurrira el deslizamiento. 

b) Si el deslizamiento es inminente, se debe encontrar la magnitud de unafuer- 
za o de un par que esta aplicado a la banda o al tambor. Los datos proporcionados de- 
ben incluir p s y /3. Si tambien incluyen aT 1 oT 2 se utiliza la ecuacion (8.14) para encontrar 
el valor de la otra tension. Si no se conoce Tj ni T 2 , pero se proporcionan otros datos, se uti- 
liza el diagrama de cueqio libre del sistema constituido por la banda y el tambor para escribir 
una ecuacion de equilibrio que tendra que resolverse simultaneamente con la ecuacion (8.14) 
para determinar los valores de Ti o T 2 . Entonces se podi a encontrar la magnitud de la fuerza 
o del par especificado a partir del diagrama de cuerpo libre del sistema. Se sigue el mismo 
procedimiento para determinar el valor mdximo de una fuerza o de un par que puede ser apli- 
cado a la banda o al tambor si el deslizamiento no debe ocurrir [problema resuelto 8.8], 
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B 



Figura P8.102 y P.8.103 



8.101 Un cabo se enrolla dos vueltas completas alrededor de un bo- 
lardo. A1 ejercer una fuerza de 80 lb sobre el extremo libre del cabo un ma- 
rinero puede resistir una fuerza de 5 000 lb en el otro extremo del cabo. De- 
termine a) el coeficiente de fried on estatica entre el cabo y el bolardo y 
b) el numero de veces que debe enrollarse el cabo alrededor del poste si se 
debe resistir una fuerza de 20 000 lb al ejercer la misma fuerza de 80 lb. 

8.1 02 Una cuerda ABCD pasa sobre dos tubos como se muestra en la 
figura. Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica es de 0.25, determine 

a) el valor mmimo de la masa m con el que se puede lograr el equilibrio, 

b) la tension correspondiente en la parte BC de la cuerda. 

8.1 03 Una cuerda ABCD pasa sobre dos tubos como se muestra en la 
figura. Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica es de 0.25, determine 

a) el valor maxirno de la masa m con el que se puede lograr el equilibrio, 

b) la tension correspondiente en la parte BC de la cuerda. 

8.1 04 En la figura se muestra un bloque de 300 lb sostenido mediante 
una cuerda que esta enrollada lj veces alrededor de una barra horizontal. Si 
se sabe que el coeficiente de friccion estatica entre la cuerda y la barra es 
de 0.15, determine el rango de valores de P para los cuales se mantiene el 
equilibrio. 

8. 105 El coeficiente de friccion estatica entre el bloque B y la super- 
ficie horizontal y entre la cuerda y el soporte C, que se muestran en la fi- 
gura, es de 0.40. Si se sabe que m A = 12 kg, determine la masa minima del 
bloque B para el cual se mantiene el equilibrio. 
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8. 1 06 El coeficiente de friccion estatica /4 es el mismo entre el blo- 
que B y la superficie horizontal y entre la cuerda y el soporte C, que se mues- 
tran en la figura. Si se sabe que rn A = m B , determine el valor minimo de fi s 
para el cual se mantiene el equilibrio. 

8 1 07 Una banda plana se utiliza para transmitir un par del tambor B 
al tambor A. Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica es de 0.40 y 
que la tension permisible en la banda es de 450 N, determine el par maxirno 
que puede ejercerse sobre el tambor A. 
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8.1 Of Una banda plana se utiliza para transmitir un par de la polea A 
a la polea B. Como se muestra en la figura, cada una de las poleas tiene un 
radio de 60 mm y sobre el eje de la polea A se aplica una fuerza con una 
magnitud P = 900 N. Si se sabe que el coeficiente de friction estatica es de 
0.35, determine a) el par maximo que puede ser transmitido y b) el valor ma- 
ximo correspondiente de la tension en la banda. 



8.109 Retome el problema 8.108, y ahora suponga que la banda esta 
colocada alrededor de las poleas de tal manera que se crea una figura en 
forma de ocho. 

8.1 1 0 En la figura se muestra el soporte de un motor de 175 lb al cual 
se le aplica el peso W para mantener tensa la banda motriz. Si se sabe que 
el coeficiente de friction estatica entre la banda plana y los tambores Ay B 
es de 0.40 y sin tomar en cuenta el peso de la plataforma CD, determine el 
par maximo que puede ser transmitido al tambor B cuando el tambor mo- 
triz A gira en el sentido de las manecillas del reloj. 



12 in. 


Figura P8.110 


Retome el problema 8.110, y ahora suponga que el tambor mo- 
triz A gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

8.112 En la figura se muestra un freno de banda que se emplea para 
controlar la velocidad de un volante. Los coeficientes de friction son jl s = 
0.30 y = 0.25. Determine la magnitud del par aplicado sobre el volante, 
si se sabe que P = 45 N y que el volante gira con velocidad constante en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj. 



Figura P8.112 
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La velocidad del freno de tambor que se muestra en la figura 
se controla mediante una banda unida a la barra de control AD. Se aplica 
una fuerza P con magnitud de 25 lb sobre la barra de control en A. Deter- 
mine la magnitud del par aplicado al tambor, si se sabe que el coeficiente de 
friccion cinetica entre la banda y el tambor es de 0.25, que a = 4 in. y que 
el tambor gira a velocidad constante a) en sentido contrario al de las rnane- 
cillas del reloj y b) en el sentido de las manecillas del reloj. 

8.114 Si a = 4 in., determine el valor maxirno del coeficiente de fric- 
cion estatica para el cual el freno no es autobloqueante cuando el tambor 
gira en sentido inverso al de las manecillas del reloj. 



Figura P8.113, P8.114 
y P8.115 


8.115 Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica es de 0.30 y 
que el freno del tambor gira en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj, determine el valor mini mo de a para el cual el freno no es autoblo- 
queante. 

La cubeta A y el bloque C mostrados en la figura se conectan 
mediante un cable que pasa sobre el tambor B. Sabiendo que el tambor gira 
lentamente en sentido contrario al de las manecillas del reloj y que los coe- 
ficientes de friccion en todas las superficies son fi s = 0.35 y = 0.25, de- 
termine la masa minima combinada m de la cubeta y su contenido para que 
el bloque C a) permanezca en reposo, b) comience a moverse hacia arriba 
del piano inclinado y c) continue su movimiento hacia arriba del piano in- 
clinado con velocidad constante. 



Figura P8.116 


Retome el problema 8.116, y ahora suponga que el tambor B 
esta fijo y no puede girar. 


8.118 y 8.120 Un cable se coloca alrededor de ties tubos paralelos 
como se muestra en la figura. Si los coeficientes de friction son fl s = 0.25 y 
Hk — 0.20, determine a) el peso W minimo para el cual se mantiene el equi- 
librio, b ) el peso W maximo que puede levantarse si el tubo B se gira lenta- 
mente en sentido contrario al de las manecillas del reloj mientras que los tu- 
bos Ay C permanecen fijos. 



Figura P8.120 y P8.121 


8.119 y 8.121 Un cable se coloca alrededor de tres tubos paralelos 
como se muestra en la figura. Dos de los tubos estan fijos y no giran; el ter- 
cer tubo gira lentamente. Si los coeficientes de friction son /i, = 0.25 y 
= 0.20, determine el peso W maximo que puede levantarse a) si solo el 
tubo A se gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj, b ) si solo 
el tubo C se gira en el sentido de las manecillas del reloj. 

8.122 En la figura se muestra una cinta de grabacion que pasa sobre 
el tambor motriz B de 20 mm de radio y bajo el tambor giratorio C. Si se 
sabe que los coeficientes de friction entre la cinta y los tambores son fi s = 
0.40 y jit*, = 0.30 y que el tambor C puede girar libremente, determine el 
valor minimo permisible de P para que la cinta y el tambor B no se deslicen 
entre si. 

Retome el problema 8.122, y ahora suponga que el tambor gi- 
ratorio C esta fijo y no puede rotar. 

8.124 En la figura se muestra una barra AE de 10 lb suspendida de 
un cable que pasa sobre un tambor de 5 in. de radio. El movimiento verti- 
cal del extremo E de la barra se evita mediante los dos topes mostrados. Si 
se sabe que /I, = 0.30 entre el cable y el tambor, determine a) el maximo 
par M 0 con sentido contrario al de las manecillas del reloj que puede apli- 
carse al tambor si no debe ocurrir deslizamiento, b ) la fuerza correspondiente 
que se ejerce sobre el extremo E de la barra. 



Figura P8.122 
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Figura P8.124 
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8,12f Retome el problema 8.124, y ahora suponga que, sobre el tam- 
bor, se aplica un par M 0 en el sentido de las maneciUas del reloj. 

8.126 En la fi gura se muestra una Have de correa que se emplea para 
sujetar fuertemente el tubo sin danar la superficie externa del mismo. Si el 
coeficiente de friccion estatica es el mismo para todas las superficies de con- 
tacto, determine el valor minimo de /| s para el cual la Have se autobloqueara 
cuando a = 200 mm, r = 30 mm y 0 = 65°. 



8.127 Retome el problema 8.126, y ahora suponga que 6 = 75°. 

8.128 Demuestre que las ecuaciones (8.13) y (8.14) son validas para 
cualquier forma que tenga la superficie mostrada en la figura, siempre y 
cuando el coeficiente de friccion sea el mismo en todos los puntos de con- 
tacto. 

29 Complete la deduction de la ecuacion (8.15), que relaciona la 
tension en ambas partes de una banda en V. 

Figura P8.128 

8. 130 Retome el problema 8.107, y ahora suponga que la banda plana 
y los tambores se reemplazan por una banda en V y poleas tambien en V con 
a = 36°. (El angulo a se muestra en la figura 8.15a.) 

Retome el problema 8.108, y ahora suponga que la banda plana 
y las poleas se reemplazan por una banda en V y poleas tambien en V con 
a = 36°. (El angulo a se muestra en la figura 8.15a.) 



REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 8 


Este capitulo estuvo dedicado al estudio de la friction seca, esto 
es, a problemas que involucran cuerpos rigidos que estan en con- 
tacto a lo largo de superficies que no estan lubricadas. 




Al aplicar una fuerza horizontal P a un bloque que descansa 
sobre una superficie horizontal [section 8.2], se observa que al prin- 
cipio el bloque no se mueve. Lo anterior hace evidente que se de- 
be haber desarrollado una fuerza de friction F para equilibrar la 
fuerza P (figura 8.16). Conforme se incrementa la magnitud de P, 
la magnitud de F tambien se incrementa hasta que alcanza un va- 
lor maximo F m . Si P se incrementa aiin mas, el bloque comienza 
a deslizarse y la magnitud de F disminuye subitamente de F m a un 
valor menor F k . La evidencia experimental muestra que F m y F k 
son proporcionales a la componente normal N de la reaction de la 
superficie. Por tanto, se tiene que 

F m = fisN F k = fi k N (8.1, 8.2) 

donde p. s y p. k reciben el nombre de coeficiente de friction estdti- 
ca y de coeficiente defriccion cinetica, respectivamente. Estos coe- 
ficientes dependen de la naturaleza y de la condition de las super- 
ficies que estan en contacto. En la tabla 8.1 se proporcionan valores 
aproximados para los coeficientes de friction estatica. 

Algunas veces es conveniente reemplazar la fuerza normal N y 
la fuerza de friction F por su resultante R (figura 8.17). A medida 
que la fuerza de friction se incrementa y alcanza su valor maximo 
F m = MsA; el angulo cf> que R forma con la normal a la superficie se 
incrementa y alcanza un valor maximo <p s , llamado angulo defric- 
cion estatica. Si en realidad ocurre el movimiento, la magnitud de F 
disminuye subitamente a F k ; en forma similar, el angulo d> decae a 
un valor menor <l> k . el cual recibe el nombre de angulo defriccion 
cinetica. Como se demostro en la section 8.3, se tiene que 

tan = p. s tan (f> k = p, k (8.3, 8.4) 


Friccion estatica y cinetica 


Angulos de friccion 

iw 



F 

Figura 8.17 


461 




462 


Friccion 


Problemas que involucran friccion 


Cunas y tornillos 



2irr 


Cuando se resuelven problemas de equilibrio que involucran 
friccion, se debe resordar que la magnitud F de la fuerza de fric- 
cion es igual a F m = / jl s N solo si el cuerpo esta a punto cle deslizar- 
se [section 8.4], Si el movimiento no es inminente, F y N deben 
considerarse como incognitas independientes, las cuales deben de- 



Figura 8.18 

terminarse a partir de las ecuaciones de equilibrio (figura 8.18a). 
Tambien se debe comprobar que el valor de F requerido para man- 
tener el equilibrio no es mayor que F m ; si el valor de F llegara a 
ser mayor que F m , el cuerpo se moveria y la magnitud de la fuer- 
za de friccion serfa F k = pu k N [problema resuelto 8.1], Por otra par- 
te, si se sabe que el movimiento es inminente, F ha alcanzado su 
valor maximo F m = p, s N (figura 8.18h) y la expresion anterior pue- 
de sustituirse en lugar de F en las ecuaciones de equilibrio [pro- 
blema resuelto 8.3]. Cuando solo estan involucradas tres fuerzas 
en un diagrama de cuerpo libre, incluyendo la reaction R de la su- 
perficie en contacto con el cuerpo, es mas conveniente resolver el 
problema con un triangulo de fuerzas [problema resuelto 8.2], 

Cuando un problema involucra el analisis de las fuerzas ejer- 
cidas entre si por dos cuerpos A y B, es importante mostrar las 
fuerzas de friccion con sus sentidos correctos. Por ejemplo, el sen- 
tido correcto para la fuerza de friccion ejercida por B sobre A es 
opuesto al sentido del movimiento relativo (o movimiento inmi- 
nente) de A con respecto a B [figura 8.6], 

En la segunda parte del capitulo se considera cierto numero 
de aplicaciones espetificas de ingenieria en las cuales la friccion 
seca juega un papel importante. En el caso de curias, las cuales son 
maquinas simples que se utilizan para levantar cargas pesadas [sec- 
cion 8.5], se dibujaron dos o mas diagramas de cuerpo libre y se 
tuvo cuidado de mostrar cada fueza de friccion con su sentido co- 
rrecto [problema resuelto 8.4], El analisis de tornillos de rosea 
cuadrada, los cuales se utilizan con frecuencia en gatos, prensas y 
otros mecanismos, se redujo al analisis de un bloque que se desliza 
sobre un piano inclinado al desenrollar la rosea del tornillo y 
mostrarla como una linea recta [section 8.6], Lo anterior se hace 
nuevamente en la figura 8.19, donde r representa el radio prome- 
clio de la rosea, L es el avance del tornillo, esto es, la distancia a 
traves de la cual avanza el tornillo en una vuelta, W es la carga y 
Qr es igual al momenta torsional ejercido sobre el tornillo. Se 
senalo que en el caso de tornillos de rosea multiple, el avance L 
del tornillo no es igual a su paso, el cual es la distancia medida en- 
tre dos roscas consecutivas. 


Figura 8.19 


Repaso y resumen del capitulo 8 

Otras aplicaciones de ingenieria que se consideraron en este ca- 
pitulo fueron las chumaceras y la friction en ejes [section 8.7], los 
cojinetes cle empuje y la friction en discos [section 8.8], la friccion 
en ruedas y la resistencia a la rodadura [section 8.9] y \a friccion en 
bandas [section 8.10], 

Al resolver problemas que involucran a una banda plana que 
pasa sobre un cilindro fijo, es importante determinar primero la 
direction en la que se desliza o esta a punto de deslizarse la banda. 

Si el tambor esta girando, el movimiento o el movimiento inmi- 
nente de la banda se debe determinar relativo al tambor. Por ejem- 
plo, si la banda mostrada en la figura 8.20 esta a punto de deslizarse 
hacia la derecha con respecto al tambor, las fuerzas de friccion ejer- 


p P' 



cidas por el tambor sobre la banda estaran dirigidas hacia la 
izquierda y la tension sera mas grande en la portion del lado dere- 
clio de la banda que en la portion del lado izquierdo de la misma. 
Representando a la tension mas grande con T 2 , a la tension mas 
pequena con T i, al coeficiente de friccion estatica con /x s , y al an- 
gulo (en radianes) subtendido por la banda con /3, en la section 
8.10 se derivaron las siguientes formulas 



Tz 

Ti 


= e e s P 


(8.13) 

(8.14) 


las cuales se utilizaron para resolver los problemas resueltos 8.7 y 
8.8. Si realmente la banda se desliza sobre el tambor, se puede 
reemplazar en ambas ecuaciones el coeficiente de friccion estatica 
p, s por el coeficiente de friccion cinetica p,/,. 
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Figura P8.132 


8.132 Si se sabe que el coeficiente de friction estatica entre el bloque 
de 25 kg y el piano inclinado que se muestra en la figura es /x v = 0.25, de- 
termine a) el valor minimo P necesario para que el bloque empiece a mo- 
verse hacia arriba por el piano inclinado y b) el valor correspondiente de /3. 

33 El bloque A de 20 lb y el bloque B de 30 lb estan sostenidos 
por un piano inclinado que se mantiene en la position mostrada. Si el coe- 
ficiente de friction estatica entre todas las superficies de contacto es de 0.15, 
determine el valor de 6 para el cual el movimiento es inminente. 



Figura P8.134 



134 Un trabajador mueve lentamente una caja de 50 kg hacia la iz- 
quierda y a lo largo de una plataforma de carga, para hacerlo aplica una fuerza 
P en la esquina B como se muestra en la figura. Si la caja empieza a voltearse 
cerca del borde E de la plataforma de carga cuando a = 200 mm, determine 
a ) el coeficiente de friction cinetica entre la caja y la plataforma, b) la mag- 
nitud P de la fuerza correspondiente. 


8.135 En la figura se muestra una barra delgada de longitud L, colo- 
cada entre la clavija C y la pared vertical, que sostiene una carga P en su ex- 
tremo A. Si se sabe que el coeficiente de friction estatica entre la clavija y 
la barra es de 0.15 y se desprecia la friction en el rodillo, determine el rango 
de valores de la relation L/a para los cuales se mantiene el equilibrio. 
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Figura P8.135 





8.1 36 Un dispositivo de seguridad usado por trabajadores que escalan 
escaleras fljas a estructuras altas, consiste en un riel unido a la escalera y un 
mango que puede deslizarse sobre la aleta del riel. Una cadena conecta el 
cinturon del trabajador con el extremo de una leva excentrica que puede gi- 
rar alrededor de un eje unido al mango en C. Determine el valor comun mi- 
nimo permisible del coeliciente de friction estatica entre la aleta del riel, los 
pasadores en A y B y la leva excentrica si el mango no se desliza hacia abajo 
cuando la cadena es jalada verticalmente en dicha direction. 

8.137 Para tener un uso practico, el mango de seguridad descrito en 
el problema anterior debe tener libertad para deslizarse a lo largo del riel 
cuando es jalado hacia arriba. Determine el valor maximo permisible del 
coeficiente de friction estatica entre la aleta del riel y los pasadores en A y 
B, si el mango puede deslizarse libremente cuando es jalado del modo que 
se muestra en la figura, suponga que a) 8 = 60°, b) 6 = 50°, c) 8 = 40°. 

8.138 La barra AB esta unida a collarines que pueden deslizarse so- 
bre las barras inclinadas que se muestran en la figura. Se aplica una fuerza 
P en el punto D ubicado a una distancia a del extremo A. Si el coeficiente 
de friction estatica /t s entre cada collarfn y la barra sobre la que se desliza 
es de 0.30 y se desprecian los pesos de la barra y los collarines, determine el 
valor minim o de la relation a/L para el cual se mantiene el equilibrio. 
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Figura P8.138 


465 


8.1 39 La parte de maquina ABC se sostiene mediante una bisagra sin 
friction en B y una cuna de 10° en C. Si el coeficiente de friction estatica 
en ambas superficies de la cuna es de 0.20, determine a) la fuerza P reque- 
rida para mover la cuna, b) las componentes de la reaction correspondiente 
en B. 


1 SOON 


350 mm 


i 

U„ >' P 


^ L> 





400 mm 


Figura P8.139 


8.140 En la figura se muestra una cuna A de peso despreciable que 
sera introducida entre dos bloques B y C de 100 lb, los cuales descansan so- 
bre una superficie horizontal. Si el coeficiente de friction estatica en todas 
las superficies de contacto es de 0.35, determine la minima fuerza P reque- 
rida para que la cuna se empiece a mover a) si los bloques son igualmente 
libres de moverse, b) si el bloque C es atomillado de manera segura a la su- 
perficie horizontal. 


0.75 in. 0.75 in. 



Figura P8.140 
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8.141 La position del gato mecanico para automovil mostrado en la 
figura se controla mediante el tornillo ABC que tiene una rosea sencilla en 
sus extremos (rosea derecha en A y rosea izquierda en C). Cada rosea tiene 
un paso de 0.1 in. y un diametro medio de 0.375 in. Si el coeficiente de fric- 
cion estatica es de 0.15, determine la magnitud del par M que debe aplicarse 
para levantar el automovil. 



Figura P8.141 


Una palanca de peso despreciable se ajusta holgadamente a un 
eje de 30 mm de radio que se encuentra fijo al eje, como se muestra en la 
figura. Si se sabe que, para initial' la rotation de la palanca en el sentido de 
las manecillas del reloj, es necesaria una fuerza P con magnitud de 275 N, 
determine a) el coeficiente de friccion estatica entre el eje y la palanca, 
b) la minima fuerza P necesaria para que la palanca no comience a girar en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj. 



8.143 Un par M B se aplica al tarnbor motriz B para mantener una ve- 
locidad constante en la banda pulidora que se muestra en la figura. Si (1% = 
0.45 entre la banda y el bloque de 15 kg que se esta puliendo y jl s = 0.30 
entre la banda y el tarnbor motriz B, determine a) el par M B , b) la tension 
minima en la parte inferior de la banda si no debe ocurrir deslizamiento en- 
tre la banda y el tarnbor motriz. 



Figura P8.143 


Problemas de computadora 


La posicion de la barra AB de 10 kg se controla mediante el blo- 
que de 2 kg que se desplaza lentamente hacia la izquierda al aplicarle la 
fuerza P mostrada en la figura. Si se sabe que el coeficiente de friccion ci- 
netica entre todas las superficies de contacto es de 0.25, use software para 
calcular la magnitud P de la fuerza como una funcion de x, para valores que 
van desde 900 mm hasta 100 mm con decrementos de 50 mm. Con decre- 
mentos mas pequenos determine el valor maximo de P y el valor correspon- 
diente de x. 



8.C2 Un soporte inclinado que se mantiene en la posicion mostrada 
en la figura, sostiene a los bloques Ay B. Si se sabe que el bloque A pesa 20 
lb y que el coeficiente de friccion estatica entre todas las superficies de con- 
tacto es de 0.15, utilice software a fin de calcular el valor de 6 para el cual 
el movimiento es inminente, considerando que el peso del bloque B varfa 
desde 0 hasta 100 lb y usando incrementos de 10 lb. 



Figura P8.C2 


8.C3 El cilindro C de 300 g se apoya sobre el cilindro D como se mues- 
tra en la figura. Si se sabe que el coeficiente de friccion estatica /4 tiene el 
mismo valor en A y en B, utilice software para determinar el valor maximo 
del par M que debe aplicarse al cilindro D, en un sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, para que dicho cilindro no rote. Considere valores de fi s 
desde 0 hasta 0.40 con incrementos de 0.05. 
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Dos barras estan conectadas mediante un bloque deslizante D y 
se mantienen en equilibrio por medio del par M A como se muestra en la fi- 
gure. Si el coeficiente de friccion estatica entre la barra AC y el bloque des- 
lizante es de 0.40, use software pare determinar el rango de valores de M A 
para los cuales se mantiene el equilibrio. Considere valores de 0 entre 0 y 
120° con incrementos de 10°. 



[-<-150 mm-»-| 

Figura P8.C4 


El bloque A de 10 lb se mueve lentamente hacia arriba sobre la 
superficie cilindrica mediante un cable que pasa por un pequeno tambor ci- 
lindrico en B. Se sabe que hay un coeficiente de friccion cinetica de 0.30 en- 
tre el bloque y la superficie y entre el cable y el tambor. Utilice software a 
fin de calcular la fuerza P requerida para mantener el movimiento, conside- 
rando valores de 6 entre 0 y 90° con incrementos de 10°. Para los mismos 
valores de 6 calcule la magnitud de la reaction entre el bloque y la superfi- 
cie. [Observe que el angulo de contacto entre el cable y el tambor fijo es 
j8 = n - (0/2).] 



Figura P8.C5 



8.C6 En la figura se muestra una banda plana que se utiliza para trans- 
mitir un par desde el tambor A hasta el tambor B, cada uno con un radio de 
80 mm. El sistema se equipa con una rueda giratoria C que se emplea para 
incrementar el contacto entre la banda y los tambores. La tension permisi- 
ble en la banda es de 200 N, y el coeficiente de friccion estatica entre la 
banda y los tambores es de 0.30. Utilice software para calcular el par ma- 
ximo que puede ser transmitido para valores de 0 entre 0 y 30°, con incre- 
mentos de 5°. 


Problemas de computadora 
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Dos collarines Ay B que se deslizan sobre barras verticales con 
fiiccion despreciable, estan conectados mediante una cuerda de 30 in. que 
pasa sobre un eje fijo en C. El coeficiente de fiiccion estatica entre la cuerda 
y el eje fijo es de 0.30. Si el peso del collarfn Be s de 8 lb, utilice software a 
fin de determinar los pesos maximo y minimo del collarfn A para los cuales 
se mantiene el equilibrio. Considere valores de B entre 0 y 60° con incre- 
mentos de 10°. 



8.C8 El extremo B de una viga uniforme con longitud L se jala me- 
diante una grua estacionaria. En un inicio la viga se encuentra en el suelo 
con el extremo A directamente debajo de la polea C. A medida que el cable 
se jala lentamente, primero la viga se desliza hacia la izquierda con 0=0 
hasta que se mueve una distancia x 0 . En una segunda fase, el extremo B se 
eleva, mientras que el extremo A se desliza hacia la izquierda hasta que * al- 
canza su valor maximo x m y 0 el valor correspondiente &i. Despues, la viga 
gira alrededor de A' mientras que 0 sigue creciendo. Cuando 0 alcanza el 
valor 0 2 , el extremo A comienza a deslizarse hacia la derecha y lo sigue ha- 
ciendo de una manera irregular hasta que B llega a C. Si los coeficientes de 
fiiccion entre la viga y el suelo son n s = 0.50 y fi k = 0.40, a) use software a 
fin de calcular x para cualquier valor de 0 mientras la viga se desliza hacia la 
izquierda, asimismo determine x 0 , x rn y 0| , b) configure el software a fin de 
calcular, para cualquier 0, el valor de x con el cual el deslizamiento hacia la 
derecha sera inminente, tambien determine el valor 0 2 de 0 que corresponde 

3. X X m . 



Figura P8.C8 


La resistencia de los elementos estruc- 
turales que se emplean en la construccion 
de edificios depende en gran medida de 
las propiedades de sus secciones trans- 
versales. Esto incluye los segundos 
momentos, o momentos de inercia, de 
tales secciones transversales. 
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CAPITULO 



Fuerzas distribuidas: 
momentos de inercia 



0)0) 0> 0)0)0) O) 0> O) 


CAPITULO 9 FUERZAS 
DISTRIBUIDAS: MOMENTOS DE 
iNERCIA 

Introduccion 

Segundo momenta, o momenta de 
inercia, de un area 
Determinacion del momenta de 
inercia de un area por integracion 
Momenta polar de inercia 
Radio de giro de un area 
Teorema de los ejes paralelos o 
teorema de Steiner 
Momentos de inercia de areas 
compuestas 
Producto de inercia 
Ejes principales y momentos 
principales de inercia 
Cfrculo de Mohr para momentos 
y productos de inercia 
Momenta de inercia de una masa 
Teorema de los ejes paralelos 
Momentos de inercia de placas 
delgadas 

Determinacion del momenta 
de inercia de un cuerpo 
tridimensional por integracion 
Momentos de inercia de cuerpos 
compuestas 

Momenta de inercia de un cuerpo 
con respecto a un eje arbitrario 
que pasa por el punto O. 
Productos de inercia de masa 
Elipsoide de inercia. Ejes 
principales de inercia 
Determinacion de los ejes 
y los momentos principales 
de inercia de un cuerpo de 
forma arbitraria 


9.1. INTRODUCCION 

En el eapitulo 5 se analizaron varios sistemas de fuerzas que estaban dis- 
tribuidas sobre un area o volumen. Los tres tipos principales de fuerzas 
que se consideraron fueron: 1) los pesos de placas homogeneas de espe- 
sor uniforme (secciones 5.3 a la 5.6), 2) las cargas distribuidas que actuan 
sobre vigas (section 5.8) y las fuerzas hidrostaticas (seccion 5.9) y 3) los 
pesos de cuerpos tridimensionales homogeneos (secciones 5.10 y 5.11). 
En el caso de placas homogeneas, la magnitud AW del peso de un ele- 
mento de una placa fue proportional al area A A de dicho elemento. Para 
las cargas distribuidas que actuaban sobre vigas, la magnitud AW de cada 
peso elemental fue representado con un elemento de area A A = AW ba- 
jo la curva de carga; por otra parte, en el caso de fuerzas hidrostaticas que 
actuaban sobre superficies reetangulares sumergidas, se siguio un proce- 
dimiento similar. En el caso de cuerpos tridimensionales homogeneos, la 
magnitud AW del peso de un elemento del cuerpo era proporcional al vo- 
lumen AV de dicho elemento. Por tanto, en todos los casos que se consi- 
deraron en el eapitulo 5, las fuerzas distribuidas eran proporcionales a las 
areas o a los volumenes elementales asociados con estas. Por consiguien- 
te, la resultante de dichas fuerzas se podia obtener con la suma de las areas 
o los volumenes correspondientes y el momenta de la resultante con res- 
pecto a cualquier eje dado se podia determinar al calcular los primeros 
momentos de las areas o de los volumenes con respecto a dieho eje. 

En la primera parte del presente eapitulo se estudian fuerzas distri- 
buidas AF cuyas magnitudes no solo dependen de los elementos de area 
A A sobre los cuales actuan estas, sino que tambien dependen de la dis- 
tancia que hay desde A A hasta algun eje dado. En forma mas precisa, se 
supone que la magnitud de la fuerza por unidad de area AF / A A varia li- 
nealmente con la distancia al eje bajo consideration. Como se sehala en 
la siguiente seccion, las fuerzas de este tipo se presentan en el estudio 
de la flexion de vigas y en problemas que involucran superficies sumer- 
gidas que no son reetangulares. Si las fuerzas elementales involucradas 
estan distribuidas sobre un area A y varian linealmente con la distancia 
ij al eje x, se demostrara que mientras que la magnitud de su resultante 
R depende del primer momenta Q x = / y cl A del area A, la ubicacion 
del punto donde se aplica R depende del segundo momento, o momen- 
to de inercia, I x = f y 2 clA de la misma area con respecto al eje x. Se 
aprendera a calcular los momentos de inercia de diversas areas con res- 
pecto a ejes xyy dados. Ademas, en la primera parte de este eapitulo se 
introduce el momento polar de inercia J 0 = / r 2 clA de un area, donde 
r es la distancia desde el elemento de area clA hasta el punto O. Para fa- 
cilitar los calculos, se establecera una relation entre el momento de iner- 
cia I x de un area A con respecto a un eje x dado y el momento de iner- 
cia I x ' de la misma area con respecto al eje centroidal paralelo x' (teore- 
ma de los ejes paralelos). Tambien se estudiara la transformation de los 
momentos de inercia de un area dada cuando se rotan los ejes coorde- 
nados (secciones 9.9 y 9.10). 

En la segunda parte del eapitulo se aprendera como determinar los 
momentos de inercia de varias masas con respecto a un eje dado. Como 
se vera en la seccion 9.11, el momento de inercia de una masa dada con 
respecto a un eje AA' se define como I = / r 2 dm, donde r es la distan- 
cia desde el eje AA' hasta el elemento de masa dm. Los momentos de 
inercia de masas se encuentran en la dinamica en problemas que involu- 
cran la rotation de un cuerpo rigido alrededor de un eje. Para facilitar el 
calculo del momento de inercia de masa, se introducira el teorema de los 
ejes paralelos (seccion 9.12). Por ultimo, se aprendera a analizar la trans- 
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formation de momentos de inertia de masas cuando se rotan los ejes 
coordenados (secciones 9.16 a la 9.18). 


9.2. Segundo momento, o momento 473 
de inercia, de un area 


MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS 


9.2. SEGUNDO MOMENTO, 0 MOMENTO DE INERCIA, 
DE UN AREA 


En la primera parte de este capitulo se estudian fuerzas distribuidas 
AF cuyas magnitudes AF son proporcionales a los elementos de area 
A A sobre los cuales actuan dichas fuerzas y, que al mismo tiempo, varian 
linealmente con la distancia que hay desde A A hasta un eje dado. 

Por ejemplo, considerese una viga de seccion transversal uniforme, 
la cual esta sometida a dos pares iguales y opuestos que estan aplica- 
dos en cada uno de los extremos de la viga. Se dice que una viga en 
estas condiciones esta en flexion pura y en la mecanica de materiales 
se demuestra que las fuerzas internas en cualquier seccion de la viga 
son fuerzas distribuidas cuyas magnitudes AF = ky A A varian lineal- 
mente con la distancia y que hay entre el elemento de area A A y un 
eje que pasa a traves del centroide de la seccion. Dicho eje, represen- 
tado por el eje x en la figura 9.1, se conoce como el eje neutro de la 
seccion. Las fuerzas en un lado del eje neutro son fuerzas de compre- 
sion, mientras que las fuerzas en el otro lado son fuerzas de tension; 
sobre el propio eje neutro las fuerzas son iguales a cero. 

La magnitud de la resultante R de las fuerzas elementales AF que 
actuan sobre toda la seccion es 

R = J ky dA = k J y dA 

La ultima integral obtenida se conoce como el primer momento Q x de 
la seccion con respecto al eje x; esta es igual a yA y, por tanto, es igual 
a cero puesto que el centroide de la section esta ubicado sobre el eje 
x. Por consiguiente, el sistema de fuerzas AF se reduce a un par. La 
magnitud M de dicho par (momento flector) debe ser igual a la suma 
de los momentos A M x = y AF = ky 2 AA de las fuerzas elementales. Al 
integrar sobre toda la seccion se obtiene 

M = J ky 2 dA = k J y 2 dA 

La ultima integral se conoce como el segundo momento, o momento de 
inercia , f de la seccion de la viga con respecto al eje x y se representa con 
I x . Este se obtiene con la multiplication de cada elemento de area dA 
por el cuadrado de su distancia desde el eje x e integrandolo sobre la 
seccion de la viga. Como cada producto y 2 dA es positivo, sin importar 
el signo de y, o cero (si y es cero), la integral I x siempre sera positiva. 

Otro ejemplo de un segundo momento o momento de inercia de un 
area lo proporciona el siguiente problema de hidrostatica: una compuer- 
ta circular vertical utilizada para cerrar el escurridero de un deposito 
grande esta sumergida bajo el agua, como se muestra en la figura 9.2. 
(jCual es la resultante de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la com- 
puerta y cual es el momento de la resultante con respecto a la linea de 
intersection del piano de la eompuerta y la superficie del agua (eje x)? 



f El termino segundo momento es mas apropiado que el termino momento de inercia 
puesto que, por logica, este ultimo solo deberfa utilizarse para denotar integrales de masa 
(vease seccion 9.11). Sin embargo, en la practica de la ingenierfa se utiliza el termino mo- 
mento de inercia para referirse tanto a areas como a masas. 
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Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 



Si la compuerta fuera rectangular, la resultante de las fuerzas de 
presion se podrfa determinar a partir de la curva de presion, como se 
hizo en la seccion 5.9. Sin embargo, puesto que la compuerta es circu- 
lar, se debe utilizar un metodo mas general. Representando con y la 
profundidad de un elemento de area A A y con y el peso especifico del 
agua, la presion en el elemento es p = yy y la magnitud de la fuerza 
elemental ejercida sobre A A es A F = p A A = yt/ A A. Por tanto, la mag- 
nitud de la resultante de las fuerzas elementales es 



y se puede obtener calculando el primer momenta Q x — f y dA del 
area de la compuerta con respecto al eje x. El momenta M, de la re- 
sultante debe ser igual a la suma de los momentos A M x = y A F = yy 2 
A A de las fuerzas elementales. Al integrar sobre el area de la compuer- 
ta, se tiene que 

M x = J yy 2 dA = y J y 2 dA 

Aqui la integral obtenida representa el segundo momenta o momenta 
de inercia I x del area con respecto al eje x. 


9.3. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA 
DE UN AREA POR INTEGRACION 

En la seccion anterior se defmio el segundo momenta o momenta de 
inercia de un area A con respecto al eje x. Definiendo de forma simi- 
lar el momenta de inercia I y del area A con respecto al eje y, se escri- 
be (figura 9.3a) 



(9.1) 


Estas integrales, conocidas como los momentos rectangulares de iner- 
cia del area A, se pueden evaluar con facilidad si se selecciona a dA 
como una tira delgada paralela a uno de los ejes coordenados. Para 
calcular I x , la tira se selecciona paralela al eje x, de manera que todos 
los puntos de dicha tira esten a la misma distancia y del eje x (figura 
9.3 b); entonces, se obtiene el momenta de inercia dl x de la tira multi- 
plicando su area dA por y 2 . Para calcular I y , la tira se selecciona para- 
lela al eje y de forma que todos los puntos de dicha tira esten a la mis- 
ma distancia x del eje y (figura 9.3c); asi, el momenta de inercia dl y de 
la tira es .v 2 dA. 





b ) 


Figura 9.3 


a) 


c ) 



9.4. Momento polar de inercia 
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Momento de inercia de un area rectangular. Como un ejem- 
plo, se procedera a determinar el momento de inercia de un rectangu- 
lo con respecto a su base (figura 9.4). Dividiendo el rectangulo en ti- 
ras paralelas al eje x, se obtiene 

dA =b dy dl x = y 2 b dy 

I x = f by 2 dy = \bli 3 (9.2) 

Calculo de l x e l y con el uso de las mismas tiras elementa- 

les La formula que se acaba de derivar se puede utilizar para deter- 
minar el momento de inercia dl x con respecto al eje x de una tira rec- 
tangular que es paralela al eje y, como la tira mostrada en la figura 9.3 c. 
Estableciendo b = dx y h = y en la formula (9.2), se escribe 

dl x = \y 3 dx 


y 


h 

II 



t 

y 

* 

d y 


b 

X 


Figura 9.4 


Por otra parte, se tiene que 

dly = x 2 dA = x 2 y dx 

Por tanto, se puede utilizar el mismo elemento para calcular los mo- 
mentos de inercia I x e I y de un area dada (figura 9.5). 



dl. t = \y 3 dx 
dly = x 2 ydx 

Figura 9.5 


9.4. MOMENTO POLAR DE INERCIA 


Una integral muy importante en los problemas relacionados con la tor- 
sion de flechas cilindricas y en los problemas relacionados con la rota- 
cion de placas es la siguiente 

Jo = J r 2 dA (9.3) 

donde r es la distancia desde O hasta el area elemental dA (figura 9.6). 
Esta integral es el momento polar de inercia del area A con respecto 
al “polo” O. 

El momento polar de inercia de un area dada puede calcularse a 
partir de los momentos rectangulares de inercia I x e I tJ del area, si di- 
chas cantidades ya son conocidas. De hecho, si se observa que r 2 = x 2 
+ y 2 , se puede escribir 

Jo = f r 2 dA = J (x 2 + y 2 ) dA = J y 2 dA + J x 2 dA 



Figura 9.6 
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esto es, 


Jo - L + I y 


(9.4) 




b) 


y 


o 



X 


c) 



Figura 9.7 


9.5. RADIO DE GIRO DE UN AREA 


Considere un area A que tiene un momento de inercia I x con respec- 
to al eje x (figura 9.7a). Imagine que se ha concentrado esta area en 
una tira delgada paralela al eje x (figura 9.7 b). Si el area A, concentra- 
da de esta forma, debe tener el mismo momento de inercia con res- 
pecto al eje x, la tira debe ser colocada a una distancia k x desde el eje 
x, donde k x esta definida por la relation 

l x = k x A 


Al resolver para k x , se escribe 



Se hace referenda a la distancia k x como el radio de giro del area con 
respecto al eje x. En forma similar, se pueden definir los radios de giro 
k y y k a (figura 9.7c y d); asi se escribe 


Iy = ^A 

ky = 

fh. 

V A 

(9.6) 

Jo = koA 

ko = 

[Jo 

V A 

(9.7) 


Si se reescribe la ecuacion (9.4) en terminos de los radios de giro, se 
encuentra que 


k 


2 _ 
O — 


^ 


(9.8) 


Ejemplo. Para el rectangulo mostrado en la figura 9.8, se calcula el 
radio de giro k x con respecto a su base. Con las formulas (9.5) y (9.2), se es- 
cribe 


, I x | bh 3 _ h 2 _/y_ 

k% A bh 3 kx V3 

En la figura 9.8 se muestra el radio de giro k x del rectangulo. El radio de gi- 
ro no debe confundirse con la ordenadal/ = /i/2 del centroide del area. Mien- 
tras k x depende del segundo momento o momento de inercia del area la orde- 
nada y esta relacionada con el primer momento del area. 


A 

h 


\ ' \ 
y 

1 _j_ 


b 


Figura 9.8 



PROBLEMA RESUELTO 9.1 

Determine el momento de inercia de un triangulo con respecto a su base. 


SOLUCION 



Se dibuja un triangulo de base b y altura h; el eje x se selecciona de rnane- 
ra que coincida con la base del triangulo. Se selecciona clA como una tira di- 
ferencial paralela al eje x. Como todas las porciones de la tira estan a la mis- 
ma distancia a partir del eje x, se escribe 

dl x = y 2 d A dA = l dy 

Si se utilizan triangulos semej antes se tiene que 


'•-» i-J dA-bK^dy 


b h h li 

Con la integracion de dl x desde y = 0 hasta y = h, se obtiene 


L = 


j y Z dA = \ i/b J ^—^-dy = j I (hy 2 - y 3 ) dy 


h 


h t _ £ 


Ir = 


bh 3 

12 


PROBLEMA RESUELTO 9.2 

a) Determine el momento polar centroidal de inercia de un area circular por 
integracion directa; b) utilice el resultado del inciso a) y determine el mo- 
mento de inercia de un area circular con respecto a uno de sus diametros. 


SOLUCION 



a) Momento polar de inercia. Se selecciona dA como un elemento 
anular diferencial de area. Como todas las porciones del area diferencial es- 
tan a la misma distancia desde el origen, se escribe 


dj 0 = u 2 dA dA = 2t tu du 
Jo ~ f dj 0 = [ u z (2ttu du) = 2t t [ 

J J(\ J n 


'•du 


Jo - o r 


b) Momento de inercia con respecto a un diametro. Debido a la 
simetrfa del area circular, se tiene que L = I... Entonces, se escribe 


Jo = 1% + l y = 2 Z, -r 4 = 2 I x 


J — T 

1 diametro *-x ^ ' 
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PROBLEMA RESUELTO 9.3 



a) Determine el momenta de inercia con respecto a cada uno de los ejes 
coordenados correspondientes al area sombreada que se muestra en la figu- 
ra (las propiedades de esta area fueron consideradas en el problema resuel- 
to 5.4), b) utilice los resultados del inciso a) y determine el radio de giro del 
area sombreada con respecto de cada uno de los ejes coordenados. 


SOLUCION 

Haciendo referencia al problema resuelto 5.4, se obtienen las siguientes ex- 
presiones para la ecuacion de la curva y para el area total: 

(/ = ti 2 A = \ab 



Momenta de inercia I x . Se selecciona dA como un elemento dife- 
rencial vertical de area. Como todas las porciones de este elemento no estan 
a la misma distancia desde el eje x, se debe tratar al elemento como un rec- 
tangulo delgado. Entonces, el momenta de inercia del elemento con respec- 
to al eje x es 


dl r = 1 


h = 


\i/dx 3 [y)dx 

fdI x = f a ±K*°dx = 


Jo 3 a° 


= ifcl 6 , 

3 a 6 d 
3 a 6 7 


4 


ab 3 

21 


Momento de inercia I y Se utiliza el mismo elemento diferencial ver- 
tical de area. Como todas las porciones del elemento estan a la misma dis- 
tancia desde el eje !/, se escribe 



Radios de giro k x y k,j. Por definition, se tiene que 

2 ab 3 /Zl b 2 II, 4 

kx ~ A ~ ab/3 ~ 7 


y 


,2 = h. = fl3fc / 5 = 3 2 

y A ab/3 5 


K 



◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


El proposito de esta lection fue introducir los momentos rectangulares y polares de inertia de 
areas y los radios de giro correspondientes. A pesar de que los problemas propuestos que se 
deben resolver pueden parecer mas apropiados para una clase de calculo que para una de me- 
canica, se espera que los comentarios hechos en la introduction hayan convencido al lector 
de la relevancia de los momentos de inercia para el estudio de diversos temas de ingenierfa. 

1. Calculo de los momentos rectangulares de inercia I x e l y . Estas cantidades se 
definieron como 

I x = Ji/dA l y = J x 2 dA (9.1) 

donde dA es un elemento diferencial de area dx dij. Los momentos de inercia son los se- 
gundos momentos de un area; es por esta razon que I x , por ejemplo, depende de la distan- 
cia perpendicular y al area dA. Conforme se estudie la section 9.3, se debe reconocer la im- 
portancia de definir con cuidado la forma y la orientation de dA. Mas aun, se deben observar 
los siguientes puntos: 

a) Los momentos de inercia de la mayoria de las areas se pueden obtener por 
medio de una sola integration. Las expresiones proporcionadas en las figuras 9.3b y c y 
en la figura 9.5 se pueden utilizar para calcular I x e I,.. Sin importar si se realiza una sola 
integration o una integration doble, siempre se debe mostrar en el croquis el elemento dA 
que se ha seleccionado. 

b ) El momento de inercia de un area siempre es positivo, sin importar la ubica- 
cion del area con respecto a los ejes coordenados. Esto se debe a que el momento de iner- 
cia se obtiene integrando el producto de dA y el cuadrado de una distancia. (Observese co- 
mo lo anterior difiere de los resultados para el primer momento del area.) Solo cuando un 
area se remueve (como en el caso de un agujero) su momento de inercia se utilizara en los 
calculos con un signo negativo. 

c) Como una comprobacion partial del trabajo realizado, observe que los momen- 
tos de inercia son iguales a un area por el cuadrado de una longitud. Por tanto, cada termino en 
la expresion para un momento de inercia debe ser una longitud elevada a la cuarta potencia. 

2. Calculo del momento polar de inercia Jo • Jo se definio como 

Jo = / r 2 dA (9.3) 

donde r 2 = x 2 + y 2 . Si el area dada posee simetrfa circular (como en el problema resuelto 
9.2), es posible expresar dA como una funcion de r y calcular J () con una sola integration. 
Cuando el area no posee simetrfa circular, es mas facil calcular primero I x e Z„ y, entonces, de- 
terminar J a a partir de la siguiente expresion 

]o = l x + ly (9.4) 

Por ultimo, si la ecuacion de la curva que acota al area dada esta expresada en coordenadas 
polares, entonces dA = r dr dd y se requiere una integration doble para calcular la integral 
para J 0 [vease el problema propuesto 9.27]. 

3. Determination de los radios de giro k x y k y y del radio polar de giro k 0 . Estas 
cantidades se definieron en la section 9.5 y se debe observar que solo pueden determinar- 
se una vez que se han calculado el area y los momentos de inercia apropiados. Es impor- 
tante recordar que k x esta medido en la direction de y mientras que k y esta rnedido en la 
direction de x; se debe estudiar con detalle la section 9.5 hasta que se haya comprendido 
este punto. 
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Problemas 



Figura P9.1 y P9.5 


9.1 a 8 Para el area sombreada que muestran las figuras, determine 
por integration directa el momento de inertia con respecto al eje ij. 

9.5 a 9 Para el area sombreada que muestran las figuras, determine 
por integration directa los momentos de inertia con respecto al eje x. 





Figura P9.4 y P9.8 



9.9 a 9.1 Para el area sombreada que muestran las figuras, deter- 
mine por integration directa el momento de inertia con respecto al eje x. 

9.12 a 9.14 Para el area sombreada que muestran las figuras, deter- 
mine por integration directa los momentos de inertia con respecto al eje ij. 
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Figura P9.10 y P9.13 


Figura P9.11 y P9.14 




Problemas 481 


9.15 y 9.16 Para el area sombreada que muestran las figures, deter- 
mine el momenta de inercia y el radio de giro con respecto al eje x. 




Figure P9.16 y P9.18 


9.17 y 9.18 Para el area sombreada que muestran las figures, deter- 
mine el momenta de inercia y el radio de giro con respecto al eje y. 

Para el area sombreada que muestra la figure, determine el mo- 
menta de inercia y el radio de giro con respecto al eje x. 



9.20 Para el area sombreada que muestra la figure, determine el mo- 
menta de inercia y el radio de giro con respecto al eje ij. 

9.21 y 9.22 Pare el area sombreada que muestran las figures, deter- 
mine el momenta polar de inercia y el radio de giro polar con respecto al 
punto P. 




Figure P9.21 


Figure P9.22 
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Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 



Figura P9.23 y P9.24 



9.23 a) Determine por integration directa el momento polar de iner- 
cia del area anular mostrada con respecto al punto O. b) Con el resultado 
del inciso a, determine los momentos de inercia del area dada con respecto 
al eje x. 

9.24 a) Demuestre que el radio de giro polar k 0 del area anular mos- 
trada es aproximadamente igual al radio medio R m = ( Ri + R^)/1 para valo- 
res pequenos del espesor t = R 2 - R\. b) Determine el porcentaje de error 

generado al utilizar R, n en lugar de k 0 para los siguientes valores de t/R m ; 

1 1 1 

. ay To- 

9.25 y 9.26 Para el area sombreada que muestran las figuras, deter- 
mine el momento polar de inercia y el radio de giro polar con respecto al 
punto P. 



9.27 Para el area sombreada que muestra la figura, determine el mo- 
mento polar de inercia y el radio de giro polar con respecto al punto O. 

9.28 Para el triangulo isosceles que muestra la figura, determine el 
momento polar de inercia y el radio de giro polar con respecto al punto O. 


y 




* Con el momento polar de inercia del triangulo isosceles del pro- 

blema 9.28, demuestre que el momento polar de inercia centroidal de un 
area circular de radio r es nr 4 / 2. ( Sugerencia : A medida que el area de un 
circulo se divide en un numero creciente de sectores circulares del mismo 
tamano, ^cual es la forma aproximada que debe tener cada sector circular?) 

*9.30 Demuestre que el momento polar de inercia centroidal de un 
area dada A no puede ser menor que A 2 /2k. ( Sugerencia : Compare el mo- 
mento de inercia del area dada con el momento de inercia de un circulo que 
tenga la misma area y el mismo centroide.) 


9.6. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 
O TEOREMA DE STEINER 

Considere el momento de inercia I de un area A con respecto a un eje 
AA' (figura 9.9). Si se representa con y la distancia desde un elemento 
de area dA hasta AA', se escribe 

l = jy 2 dA 

Ahora, se dibuja a traves del centroide C del area un eje B B ' que es 
paralelo a AA', dicho eje es llamado eje centroidal. Representando con 


9.6. Teorema de los ejes paralelos 
o teorema de Steiner 
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;/' la distancia desde el elemento dA hasta BB’, se escribe y = y' + d, 
donde d es la distancia entre los ejes AA' y BB'. Sustituyendo por y en 
la integral anterior, se escribe 

I = f y 2 dA = J (y' + df dA 
— J y' 2 dA + 2d J y' dA + d~ J dA 

La primera integral representa el momento de inercia I del area con 
respecto al eje centroidal BB' . La segunda integral representa el pri- 
mer momento del area con respecto a BB'; como el centroide C del 
area esta localizado sobre dicho eje, la segunda integral debe ser igual 
a cero. Finalmente, se observa que la ultima integral es igual al area 
total A. Por tanto, se tiene 


I = I + Ad 2 (9.9) 

Esta formula expresa que el momento de inercia I de un area_con 
respecto a cualquier eje dado AA' es igual al momento de inercia I del 
area con respecto a un eje centroidal BB' que es paralelo a AA' mas 
el producto del area A y el cuadrado de la distancia d entre los dos 
ejes. Este teorema se conoce como el teorema de los ejes paralelos o 
teorema de Steiner. Sustituyendo k 2 A por I y k 2 A por 7, el teorema 
tambien se puede expresar de la siguiente forma 

k 2 = k 2 + d 2 (9.10) 

Se puede utilizar un teorema similar para relacionar el momento 
polar de inercia J Q de un area, con respecto a un punto O, con el mo- 
mento polar de inercia J c , de la misma area con respecto a su centroi- 
de C. Denotando con d la distancia entre O y C, se escribe 

Jo = Jc A Ad~ o kj> = k% + d 2 (9.11) 
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Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 



D 


B 

A 



D' 



A' 


Figura 9.11 


Ejemplo 1, Como una aplicacion del teorema de los ejes parale- 
los, se procedera a determinar el momento de inercia I T de un area 
circular con respecto a una linea tangente al tirculo (figura 9.10). En 
el problema resuelto 9.2 se encontro que el momento de inercia de 
un area circular con respecto a un eje centroidal es I = t 4 . Por tan- 

to se puede escribir 

I T = I + Ad 2 = r 4 + ( 7 rr 2 )r 2 = f 7rr 4 

Ejemplo 2. El teorema de los ejes paralelos tambien se puede 
utilizar para determinar el momento centroidal de inercia de un area 
cuando se conoce el momento de inercia del area con respecto a un 
eje paralelo. Por ejemplo, considere un area triangular (figura 9.11). 
En el problema resuelto 9.1 se encontro que el momento de inercia 
del triangulo con respecto a su base AA’ es igual a bh 3 . Con el teo- 
rema de los ejes paralelos, se escribe 

Iaa- = Ibb- + Ad 2 

Ibb' = Iaa ' ~ Ad 2 = ^ bh 3 - \bh(Ahf = j,bh 3 

Es necesario resaltar que el producto Ad 2 fue restado del momento 
de inercia dado, con el fin de obtener el momento centroidal de iner- 
cia del triangulo. Observe que dicho producto se surna cuando se pa- 
sa de un eje centroidal a un eje paralelo, pero debe restarse cuando 
se pasa a un eje centroidal. En otras palabras, el momento de inercia 
de un area siempre es menor en relation con un eje centroidal que 
con respecto a cualquier otro eje paralelo. 

En la figura 9.11 se observa que el momento de inercia del trian- 
gulo con respecto a la linea DD' (la cual se ha dibujado a traves de 
un vertice del triangulo) se puede obtener escribiendo 

Idd' = Ibb- + Ad' 2 = j^bh 3 + \bh(fi) 2 = \bh 3 

Observe que I DD ’ no se habrfa podido obtener directamente a par- 
tir de Iaa'- El teorema de los ejes paralelos solo se puede aplicar si 
uno de los dos ejes paralelos pasa a traves del centroide del area. 


9.7. MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS COMPUESTAS 



Fotografia 9.1 En la figura 9.13 se tabularon 
los datos de una pequena muestra de todas las 
formas de acero laminado que se encuentran con 
facilidad. En la fotografia se muestran dos 
ejemplos de vigas de patin ancho que se usan 
en la construccion de edificios. 


Un area compuesta A que esta constituida por varias areas componen- 
tes A 1; A 2 , A 3j . . . Como la integral que representa el momento de iner- 
cia de A puede subdividirse en integrates evaluadas sobre A\, A 2 , 
A 3 , . . . , el momento de inercia de A con respecto a un eje dado se ob- 
tiene sumando los momentos de las areas A 1 , A 2 , A 3 , . . . con respecto 
al mismo eje. Por tanto, el momento de inercia de un area que consta 
de varias de las formas comunes mostradas en la figura 9.12, se puede 
obtener con las formulas proporcionadas en dicha figura. Sin embar- 
go, antes de sumar los momentos de inercia de las areas componentes, 
es posible que se tenga que utilizar el teorema de los ejes paralelos pa- 
ra pasar cada momento de inercia al eje deseado. Esto se muestra en 
los problemas resueltos 9.4 y 9.5. 

En la figura 9.13 se proporcionan las propiedades de las seccio- 
nes transversales de varias formas (o perfiles) estructurales. Como se 
senalo en la section 9.2, el momento de inercia de una section de 
una viga con respecto a su eje neutro esta relacionado con el calculo 
del momento flector en esa section de la viga. Por tanto, la determi- 
nation de los momentos de inercia es un prerrequisito para el anali- 
sis y el diseno de elementos estructurales. 



9.7. Momentos de inercia 
de areas compuestas 
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Elipse 



Ix=\* ab 3 

Iy = 

] 0 = \™b{a* + b 2 ) 


Figura 9.12 Momentos de inercia de formas goemetricas comunes. 


Es necesario senalar que el radio de giro de un area compuesta no 
es igual a la suma de los radios de giro de las areas componentes. Para 
determinar el radio de giro de un area compuesta, es necesario que 
primero se calcule el momento de inercia del area. 


Designation 

Area 

in. 2 

Altura 

in. 

Ancho 

in. 

Eje X-X 

Eje Y-Y 

4, in. 4 

k x , in. 

y,in. 

Iy, in- 4 

k y , in. 

x, in. 

W18 X 50* 

14.7 

17.99 

7.495 

800 

7.38 


40.1 

1.65 


W16 X 40 

11.8 

16.01 

6.995 

518 

6.63 


28.9 

1.57 


W14 X 30 

8.85 

13.84 

6.730 

291 

5.73 


19.6 

1.49 


W8 X 24 

7.08 

7.93 

6.495 

82.8 

3.42 


18.3 

1.61 


S18 X 70* 

20.6 

18.00 

6.251 

926 

6.71 


24.1 

1.08 


S12 x 50 

14.7 

12.00 

5.477 

305 

4.55 


15.7 

1.03 


S10 x 35 

10.3 

10.00 

4.944 

147 

3.78 


8.36 

0.901 


S6 X 17.25 

5.07 

6.00 

3.565 

26.3 

2.28 


2.31 

0.675 


C12 X 25* 

7.35 

12.00 

3.047 

144 

4.43 


4.47 

0.780 

0.674 

CIO X 20 

5.88 

10.00 

2.739 

78.9 

3.66 


2.81 

0.692 

0.606 

C8 X 13.75 

4.04 

8.00 

2.343 

36.1 

2.99 


1.53 

0.615 

0.553 

C6 X 10.5 

3.09 

6.00 

2.034 

15.2 

2.22 


0.866 

0.529 

0.499 

L6 X 6 X f 1 

8.44 



28.2 

1.83 

1.78 

28.2 

1.83 

1.78 

L4 X 4 X \ 

3.75 



5.56 

1.22 

1.18 

5.56 

1.22 

1.18 

L3X3X} 

1.44 



1.24 

0.930 

0.842 

1.24 

0.930 

0.842 

L6 X 4 X y 

4.75 



17.4 

1.91 

1.99 

6.27 

1.15 

0.987 

L5 X 3 X \ 

3.75 



9.45 

1.59 

1.75 

2.58 

0.829 

0.750 

L3 X 2 X \ 

1.19 



1.09 

0.957 

0.993 

0.392 

0.574 

0.493 


Formas tipo W 
(formas de patin 
ancho) 


Formas tipo S 
(formas estandar 
estadounidenses) 


Formas tipo C 
(canales estandar 
estadounidenses) 



Figura 9.13A Propiedades de secciones de acero laminado (sistema de unidades de uso comun en Estados Unidos).* 
*Cortesia del American Institute of Steel Construction, Chicago, Illinois. 

’Altura nominal en pulgadas y peso en libras por pie. 

'Altura, ancho y espesor en pulgadas. 
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Designation 

Area 

mm 2 

Altura 

mm 

Ancho 

mm 

Eje X-X 

Eje Y-Y 

h 

10 6 mm 4 

k x 

mm 

y 

mm 

h 

10 6 mm 4 

k y 

mm 

X 

mm 

W460 X 74* 

9 450 

457 

190 

333 

188 


16.6 

41.9 


W410 X 60 

7 580 

407 

178 

216 

169 


12.1 

40.0 


W360 X 44 

5 730 

352 

171 

122 

146 


8.18 

37.8 


W200 X 35.9 

4 580 

201 

165 

34.4 

86.7 


7.64 

40.8 


S460 X 104* 

13 300 

457 

159 

385 

170 


10.4 

27.5 


S3 10 X 74 

9 480 

305 

139 

126 

115 


6.69 

26.1 


S250 X 52 

6 670 

254 

126 

61.2 

95.8 


3.59 

22.9 


Si 50 X 25.7 

3 270 

152 

91 

10.8 

57.5 


1.00 

17.2 


C310 x 37* 

5 690 

305 

77 

59.7 

112 


1.83 

19.7 

17.0 

C250 x 30 

3 780 

254 

69 

32.6 

92.9 


1.14 

17.4 

15.3 

C200 X 27.9 

3 560 

203 

64 

18.2 

71.5 


0.817 

15.1 

14.3 

C150 x 15.6 

1 980 

152 

51 

6.21 

56.0 


0.347 

13.2 

12.5 

L152 X 152 x 19.0* 5 420 



11.6 

46.3 

44.9 

11.6 

46.3 

44.9 

L102 X 102 x 12.7 2 430 



2.34 

31.0 

30.2 

2.34 

31.0 

30.2 

L76 x 76 X 6.4 

932 



0.517 

23.6 

21.4 

0.517 

23.6 

21.4 

L152 X 102 X 12.7 3 060 



7.20 

48.5 

50.3 

2.64 

29.4 

25.3 

L127X76X 12.7 

2 420 



3.93 

40.3 

44.4 

1.06 

20.9 

19.0 

L76 X 51 X 6.4 

772 



0.453 

24.2 

25.1 

0.166 

14.7 

12.6 


Formas tipo W 
(formas de patin 
ancho) 


Formas tipo S 
(formas estandar 
estadounidenses) 


Formas tipo C 
(canales estandar 
estadounidenses) 



Figura 9.13B Propiedades de secciones de acero laminado (unidades del SI). 
[ \ It lira nominal en milimetros y masa en kilogramos por metro. 

'A It lira, ancho y espesor en milimetros. 
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PROBLEMA RESUELTO 9.4 



6.77 in. 


La resistencia de una vijp W14 X 38 de acero laminado se incrementa unien- 
dole una placa de 9 X j in. a su patin superior, como se muestra en la figu- 
ra. Determine el momenta de inercia y el radio de giro de la seccion com- 
puesta con respecto a un eje que es paralelo a la placa y que pasa a traves del 
centroide C de la seccion. 


V 


\ n 

d 

425 in. 

1 ° 

\ 


0 

t 


Y 



x 


SOLUCION 

Se coloca el origen O de las coorrienadas en el centroide de la forma de patin 
ancho y se calcula la distancia Y al centroide de la seccion compuesta uti- 
lizando los metodos del capitulo 5. El area de la forma de patin ancho hace 
referenda a la figura 9.13A. El area y la coordenada y del centroide de la 
placa estan dados por 

A = (9 in.)(0.75 in.) = 6.75 in. 2 
ij = -|(14.1 in.) + |-(0.75 in.) = 7.425 in. 

Tabla A 


Seccion 

Area, in. 2 

Y, in. 

yA, in. 3 

Placa 

6.75 

7.425 

50.12 

Perfil de patin ancho 

11.2 

0 

0 


2A = 17.95 


Sr/A = 50.12 


Y2A = 2j/A Y(17.95) = 50.12 Y = 2.792 in. 

Momenta de inercia. Se utiliza el teorema de los ejes paralelos para 
determinar los momentos de inercia de la forma de patin ancho y de la pla- 
ca con respecto al eje x'. Este eje es centroidal para la seccion compuesta pe- 
ro no para cualquiera de los elementos considerados en forma separada. El 
valor de I x para la forma de patin ancho se obtiene a partir de la figura 9.13A. 

Para la forma de patin ancho, 

I x . = I X + AY 2 = 385 + (11.2)(2.792) z = 472.3 in. 4 

Para la placa, 

I X ' = I x + Ad 2 = (^)(9)(f) 3 + (6.75)(7.425 - 2.792) z = 145.2 in. 4 

Para el area compuesta, 

l x ■ = 472.3 + 145.2 = 617.5 in. 4 /,, = 618 in. 4 ◄ 

Radio de giro. Se tiene 

2 _l xL _ 617.5 in, 4 
k% ' A 17.95 in. 2 


k x ' — 5.87 in. ^ 


PROBLEMA RESUELTO 9.5 

Determine el momento de inercia del area sombreada con respecto al eje x. 



SOLUCION 


El area dada puede obtenerse restandole un semicirculo a un rectangulo. Los 
momentos de inercia del rectangulo y del semicirculo seran calculados en 
forma separada. 




y 


\ 

rr 

a = 38.2 mm 

mm 

1 


b = 81.8 mm 


Momento de inercia del rectangulo. Haciendo referenda a la figura 
9.12, se obtiene 

I x = ~bh 3 = j(240 mm)(120 mm) 3 = 138.2 X 10® mm 4 

Momento de inercia del semicirculo. Haciendo referenda a la fi- 
gura 5.8, se determina la ubicacion del centroide C del semicirculo con res- 
pecto al diametro AA' . 


a = 


4r 

377 


(4)(90 mm) 
377 


= 38.2 mm 


La distancia b desde el centroide C hasta el eje x es 


b = 120 mm — a = 120 mm — 38.2 mm = 81.8 mm 


Ahora, en referenda a la figura 9.12, se calcula el momento de inercia del 
semicirculo con respecto al diametro AA'; ademas, se calcula el area del se- 
micirculo. 

Iaa' = = jf7r(90 mm) 4 = 25.76 X 10® mm 4 

A = \i rr 2 = ^7r(90 mm) 2 = 12.72 X 10 3 mm 2 

Con el teorema de los ejes paralelos, se obtiene el valor de l x '\ 

Iaa' = 4' + Aa 2 

25.76 X 10 6 mm 4 = I x . + (12.72 X 10 3 mm 2 )(38.2 mm) 2 
l x . = 7.20 X 10 6 mm 4 

De nuevo, con el teorema de los ejes paralelos, se obtiene el valor de I x : 

I x = l x , + Ab 2 = 7.20 X 10® mm 4 + (12.72 X 10 3 mm 2 )(81.8 mm) 2 
= 92.3 X 10® mm 4 


Momento de inercia del area dada. Si se le resta el momento de 
inercia del semicirculo al momento de inercia del rectangulo, se obtiene 

I x = 138.2 X 10® mm 4 - 92.3 X 10® mm 4 

I x = 45.9 X 10® mm 4 ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se introdujo el teorema de los ejes pciralelos y se ilustro como se 
puede utilizar dicho teorema para facilitar el calculo de momentos y momentos po- 
lares de inercia de areas compuestas. Las areas consideradas en los problemas pro- 
puestos que se presentan a continuation consistiran de formas comunes y de for- 
mas de acero laminado. Ademas, se utilizara el teorema de los ejes paralelos para 
localizar el punto de aplicacion (el centra de presion) de la resultante de las fuer- 
zas hidrostaticas que actuan sobre un area plana que esta sumergida. 

1. Aplicacion del teorema de los ejes paralelos. En la section 9.6 se derivo el 
teorema de los ejes paralelos 

1 = 1 + Ad 2 (9.9) 

el cual establece que el momenta de inercia I de un area A con respecto a un eje 
dado es igual a la suma del momenta de inercia I de esa misma area con respecto 
a un eje centroidal paralelo y el producto Ad 2 , donde d es la distancia entre los dos 
ejes. Es importante que se recuerden los puntos siguientes cuando se utilice el teo- 
rema de los ejes paralelos. 

a) El momento centroidal de inercia I de un area A puede obtenerse res- 
tdndole el producto Ad al momento de inercia / del area con respecto a un eje 
paralelo. Se concluye que el momento de inercia 1 es menor que el momento de 
inercia I de la misma area con respecto a cualquier otro eje paralelo. 

b) El teorema de los ejes paralelos solo se puede aplicar si uno de los 
dos ejes involucrados es un eje centroidal. Como se senalo en el ejemplo 2, pa- 
ra calcular el momento de inercia de un area con respecto a un eje que no es cen- 
troidal cuando se conoce el momento de inercia de dicha area con respecto a otro 
eje que no es centroidal, es necesario calcular primero el momento de inercia del 
area con respecto a un eje centroidal paralelo a los dos ejes dados. 

2. Calculo de los momentos y momentos polares de inercia de areas com- 
puestas. Los problemas resueltos 9.4 y 9.5 ilustran los pasos que se deben seguir 
para resolver problemas de este tipo. Como en todos los problemas que involucran 
areas compuestas, se debe mostrar en un esquema las formas comunes o las for- 
mas de acero laminado que constituyen los distintos elementos del area dada, al 
igual que las distancias entre los ejes centroidales de los elementos y los ejes con 
respecto a los cuales se calculan los momentos de inercia. Ademas, es importante 
que se tomen en cuenta los siguientes puntos: 
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a) El momento de inercia de un area siempre es positivo, sin importar la 
position del eje con respecto al cual se calcula dicho momento de inercia. Como 
se senalo en los comentarios para la lection anterior, solo cuando se remueve un 
area (como en el caso de un agujero) se debe utilizar su momento de inercia en los 
calculos con un signo negativo. 

b) Los momentos de inercia de una semielipse y de un cuarto de elipse 

se pueden determinar con la division del momento de inercia de una elipse entre 
2 y entre 4, respectivamente. Sin embargo, se debe senalar que los momentos de 
inercia que se obtienen de esta forma son con respecto a los ejes de simetria de la 
elipse. Para obtener los momentos centroidales de inercia para estas formas, se de- 
be utilizar el teorema de los ejes paralelos. Notese que este comentario tambien se 
aplica a un semitirculo y a un cuarto de circulo y que las expresiones proporciona- 
das para estas formas en la figura 9.12 no son momentos centroidales de inercia. 

c) Para calcular el momento polar de inercia de un area compuesta, se 
pueden utilizar las expresiones para J a proporcionadas en la figura 9.12 o se pue- 
de emplear la relation 


Jo = h + ly (9.4) 

lo cual depende de la forma del area dada. 

d) Antes de calcular los momentos centroidales de inercia de un area dada, 
es posible que sea necesario localizar primero el centroide del area con los meto- 
dos del capitulo 5. 

3. Localizacion del punto de aplicacion de la resultante de un sistema de 
fuerzas hidrostaticas. En la section 9.2 se encontro que 

R = y J y dA = yyA 

M X = 7 f y 2 dA = yl x 

donde Tj es la distancia desde el eje x hasta el centroide del area plana que esta 
sumergida. Como R es equivalente al sistema de fuerzas hidrostaticas elementales, 
se concluye que 


2M X : y P R = M x 

donde y P es la profundidad del punto de aplicacion de R. Entonces, 

. _ . I x 

yp(yyA) = yl x o y P = — 

yA 

Para finalizar, se recomienda estudiar con detalle la notacion utilizada en la figura 
9.13 para las formas de acero laminado, puesto que es probable volverla a encon- 
trar en cursos de ingenieria posteriores. 


Problemas 


12 mm 12 mm 

\ / 


8 mm- 


O 


6 mm 


24 mm 


24 mm 


6 mm 


- 24 mm — ► -* — 24 mm - 


9.31 y 9.32 Para el area sombreada que muestran las figuras, deter- 
mine el momenta de inercia y el radio de giro del area con respecto al eje x. 



Figura P9.31 y P9.33 


Figura P9.32 y P9.34 


9.33 y 9.34 Para el area sombreada que muestran las figuras, deter- 
mine el momenta de inercia y el radio de giro del area con respecto al eje ij. 


9.35 y 9.36 Para el area sombreada que muestran las figuras, deter- 
mine los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y si a = 20 mm. 





9.37 Para el area sombreada de 4 000 mm 2 que se muestra en la fi- 
gura, determine la distancia d 2 y el momenta de inercia con respecto al eje 
centroidal paralelo AA' si se sabe que los momentos de inercia con respecto 
a AA' y BB' son, respectivamente, 12 X 10 6 mm 4 y 23.9 X 10 s mm 4 , y que 
d\ = 25 mm. 


9.38 Para la region sombreada que se muestra en la figura, determine el 
area y el momenta de inercia con respecto al eje centroidal paralelo BB' si se 
sabe que di = 25 mm, d 2 = 15 mm y que los momentos de inercia con res- 
pecto a AA' y BB' son 7.84 X 10 6 mm 4 y 5.20 X 10® mm 4 , respectivamente. 
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9.39 El area sombreada es igual a 50 in. 2 Determine sus momentos Problemas 493 

centroidales de inercia l x e I y , si se sabe que I ;/ =2 Z* y que el momenta po- 
lar de inercia del area con respecto al punto A es J A = 2 250 in. 4 . 



9.40 Los momentos polares de inercia del area sombreada con res- 
pecto a los puntos A, B y D son J A — 2 880 in. 4 , J B = 6 720 in. 4 y J D = 
4 560 in. 4 , respectiyamente. Determine el area sombreada, su momenta cen- 
troidal de inercia J c y la distancia cl desde C hasta D. 

S. 11 a S _Para el area mostrada en las figuras, determine los mo- 
mentos de inercia I x e /„ con respecto a los ejes centroidales paralelo y per- 
pendicular al lado AB, respectivamente. 




| A B 


1.2 in. 



5.0 

in. 




1.8 

in. 



0.9 in. 





2.0 in. 2.1 in. 

Figura P9.43 



9.45 y 9. Para el area mostrada en las figuras, determine el momenta 
polar de inercia con respecto a a) el punto O y b) el centroide del area. 




Figura P9.45 


Figura P9.46 
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9.47 y 9.48 Para las areas que muestran las figuras, determine el mo- 
mento polar de inercia con respecto a a) el punto O y b) el centroide del 
area. 




9.49 Como se muestra en la figura, dos placas de acero de 20 mm se 
sueldan a una section S laminada. Para la section combinada, determine los 
momentos de inercia y los radios de giro con respecto a los ejes centroida- 
les x y (/. 

9.50 Como se muestra en la figura, dos canales se sueldan a una sec- 
tion W laminada. Para la section combinada, determine los momentos de 
inercia y los radios de giro con respecto a los ejes centroidales x y y. 



Para formar la section de una caja reforzada, se sueldan entre si 
dos secciones laminadas W y dos placas. Determine los momentos de iner- 
cia y los radios de giro de la section combinada con respecto a los ejes cen- 
troidales mostrados en la figura. 



9.52 Dos canales se sueldan a una placa de acero de d X 12 in., como 
se muestra en la figura. Determine el ancho d para el cual la relation 1J I, y 
de los momentos de inercia centroidales de la section es 16. 



Figura P9.51 
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>3 Como se muestra en la figura, dos angulos de L76 X 76 X 
6.4 mm se sueldan a un canal C250 X 22.8. Determine los momentos de 
inertia de la seccion combinada con respecto a los ejes centroidales paralelo 
y perpendicular al alma del canal, respectivamente. 


L76 x 76 x 6.4 



9.54 Como se muestra en la figura, dos angulos de L4 X 4 X { in. se 
sueldan a una placa de acero. Determine los momentos de inertia de la sec- 
tion combinada con respecto a los ejes centroidales paralelo y perpendicu- 
lar a la placa, respectivamente. 

9.55 La resistencia de una seccion laminada W se incrementa al sol- 
dar un canal a su aleta superior. Determine los momentos de inercia de la 
seccion combinada con respecto a sus ejes centroidales x y y. 

9.56 Dos angulos de L5 X 3 X ^ in. se sueldan a una placa de acero 
dq £ hi. Determine la distancia b y los momentos centroidales de inercia l x 
e I ;/ de la seccion combinada Si se sabe que I ;/ = 4 I x . 



9.57 y 9.58 En las figuras se muestra un panel que conforma uno de 
los extremos de una pila, la cual se llena con agua hasta la linea AA'. Con re- 
ferenda a la seccion 9.2, determine la profundidad del punto de aplicacion 
de la resultante de las fuerzas hidrostaticas que actuan sobre el panel (cen- 
tra de presion). 

9.59 y *9.60 En las figuras se muestra un panel que conforma uno de 
los extremos de una pila, la cual se llena con agua hasta la linea AA'. Con re- 
ferenda a la seccion 9.2, determine la profundidad del punto de aplicacion 
de la resultante de las fuerzas hidrostaticas que actuan sobre el panel (cen- 
tra de presion). 




Figura P9.55 



Figura P9.57 




A 



A' 


b 

Figura P9.59 


Parabola ' 

Figura P9.60 


496 La cubierta para un acceso de 0.5 m de diametro se fija a un tan- 

que que almacena agua por medio de cuatro pernos igualmente espaciados 
como se muestra en la figura. Si se sabe que el centra de la cubierta esta lo- 
calizado a 1.4 m por debajo de la superficie del agua, determine la fuerza 
adicional sobre cada perno debido a la presion del agua. 

9.62 Una compuerta vertical de forma trapezoidal se emplea como una 
valvula automatica que se mantiene cerrada por medio de dos resortes, los 
cuales se localizan a lo largo del borde AB. Si se sabe que cada resorte ejerce 
un par con magnitud de 1 470 N • m, determine la profundidad d del agua 
con la cual se abrira la compuerta. 

0.25 m 



Figura P9.61 




Figura P9.62 



Figura P9.63 


Determine la coordenada x del centroide del volumen mostrado 
en la figura. ( Sugerencia : La altura ij del volumen es proporcional a la coor- 
denada x; considere una analogia entre esta altura y la presion del agua so- 
bre una superficie sumergida.) 

Determine la coordenada x del centroide del volumen mostrado 
en la figura; este volumen se obtuvo al intersecar un cilindro eliptico con un 
piano oblicuo. (Yea la sugerencia del problema 9.63.) 



Figura P9.64 
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*9.65 Demuestre que el sistema de fuerzas hidrostaticas que ac- 
tuan sobre un area plana A que esta sumergida, puede reducirse a una 
fuerza P sobre el centroide C del area y dos pares. La fuerza P es per- 
pendicular al area y su magnitud es P = y Ay sen 6, donde y es_el peso es- 
pecifico del liquido y los pares son M v - = (yl x - sen 0)i y M„- = (yl x y sen 0)j, 
donde I x y = f x'y'dA (vea la seccion 9.8). Observe que los pares son inde- 
pendientes de la profundidad a la que esta sumergida el area. 


9.8. Producto de inercia 



Figura P9.65 


*9.66 Demuestre que la resultante de fuerzas hidrostaticas que actuan 
sobre un area plana A que esta sumergida es una fuerza P perpendicular al 
area y con una magnitud de P = yAjj sen 9 = pA, donde y es el peso espe- 
cifico del liquido y p es la presion que actua sobre el centroide C del area. 
Ademas, demuestre que P es una fuerza que actua sobre el punto C P , 11a- 
mado el centra de presion, cuyas coordenadas son x p = I xy /Ay y y p = I x /Ay 
donde I xy = f xy dA (vea la seccion 9.8). Tambien demuestre que el valor 
de la diferencia de ordenadas y p — y es igual a k x '/y y que, por tanto, de- 
pende de la profundidad a la cual esta sumergida el area. 



Figura P9.66 


*9.8. PRODUCTO DE INERCIA 

La integral 

I xy = I xy dA (9.12) 

que se obtiene al multiplicar a cada elemento dA de un area A por sus 
coordenadas x y y, e integrando sobre toda el area (figura 9.14), es co- 
noeida como el producto de inercia del area A respecto a los ejes x y 
y. A diferencia de los momentos de inercia I x e I y , el producto de iner- 
cia I xy puede ser positivo, negativo o cero. 

Cuando uno o ambos ejes x y y son ejes de simetrfa del area A, el 
producto de inercia l xy es igual a cero. Por ejemplo, considerese la sec- 
cion en forma de canal que muestra la figura 9.15. Puesto que esta 
seccion es simetrica respecto al eje x, con cada elemento dA de coor- 
denadas x y y se puede asociar un elemento dA' de coordenadas x y 
—y. Desde luego, las contribuciones a I xy de cualquier par de elemen- 
tos seleccionados de esta forma se cancela y, por tanto, la integral (9. 12) 
se reduce a cero. 

Para los produetos de inercia, es posible derivar un teorema de ejes 
paralelos similar al establecido en la seccion 9.6 para momentos de iner- 
cia. Considere un area A y un sistema de coordenadas rectangulares x y 



11 

- — .v — dA 



r l 

i y 

1 

o 


1 5 

, i -y 

dA | | 


Figura 9.15 
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y (figura 9.16). A traves del centroide C del area, cuyas coordenadas son 
x y j/, se dibujan dos ejes centroidales x' y y' que son paralelos, respecti- 
vamente, a los ejes x y y. Representando con x y y las coordenadas de un 
elemento de area dA con respecto a los ejes originates y con x ' y y ' I as 
coordenadas del mismo elemento con respecto a los ejes centroidales, 
se escribe x = x' +xyy = y' + 7/. Al sustituir las relaciones anteriores 
en la ecuacion (9.12), se obtiene la siguiente expresion para el produc- 
to de inercia I xy : 

I xy = J xy dA = J (x' + x)(y' + y) dA 

= J x'y' dA + Tj J x' dA + x J y' dA + xy J dA 

La primera integral representa el producto de inercia Z x y del area A 
con respecto a los ejes centroidales x'y y'. Las dos integrates siguientes 
representan los primeros momentos del area con respecto a los ejes 
centroidales; dichas integrates se reducen a cero puesto que el cen- 
troide C esta localizado sobre esos ejes. La ultima integral es igual al 
area total A. Por tanto, se tiene que 

hy = Ixy +xy A (9.13) 


*9.9. EJES PRINCIPALESY MOMENTOS PRINCIPALES 
DE INERCIA 

Considere el area A y los ejes coordenados x y y (figura 9.17). Suponien- 
do que los momentos y el producto de inercia 

I x = f y 2 dA I y = J x 2 dA I xy = f xy dA (9.14) 

del area A son conocidos, se desea determinar los momentos y el pro- 
ducto de inercia I^y e I T y de A con respecto a nuevos ejes x' y y' 
que se obtienen rotando los ejes originates alrededor del origen a traves 
de un angulo 6. 

Primero se deben senalar las siguientes relaciones entre las coor- 
denadas x', i/' y x, y de un elemento de area dA: 

x' = x cos 0 + y sen 8 y' = y cos 8 — x sen 8 

Si se sustituye y' en la expresion para • , se escribe 

I x . = J (y') 2 dA = J (y cos 8 — x sen 8) z dA 

= cos 2 8 J y 2 dA — 2 sen 8 cos 8 J xy dA + sen 2 8 J x 2 dA 



Figura 9.17 



Con las relaciones (9.14), se escribe 9 - 9 - E i es Principals y momentos principales 

de inercia 

I x ' = I x cos 2 9 — 2 I xy sen 9 cos 6 + I y sen 2 9 (9.15) 

En forma similar, se obtienen las siguientes expresiones para I y ' e I x ' y ' 

I ;/ ' = I x sen 2 9 + 2I xy sen 9 cos 9 + I y cos 2 9 (9.16) 

Ix'y' = (Ix ~ Iy) sen 9 cos 9 + I xlJ ( cos 2 8 — sen 2 9) (9.17) 

Recordando las relaciones trigonometricas 

sen 29 = 2 sen 9 cos 9 cos 29 = cos 2 9 - sen 2 9 


cos 8 = 


1 + cos 29 
2 


sen 8 = 


1 — cos 2 8 

2 


Se pueden escribir las ecuaciones (9.15), (9.16) y (9.17) de la siguien- 
te forma: 


Ix' 

— — ~ — ^ + cos 29 I xy sen 29 

Ai A 

(9.18) 

V 

Ix A Iy Ix ~ Iy 1 T -in 

= - cos 28 + I xy sen 29 

(9.19) 

^x'u' 

I x ~ Iy 

— sen 29 + I xy cos 29 

(9.20) 

Si se suman las 

ecuaciones (9.18) y la (9.19), se observa que 



Ix' + Iy' = Ix + Iy 

(9.21) 


Este resultado pudo haberse anticipado puesto que ambos miembros 
de la ecuacion (9.21) son iguales al momenta polar de inercia J 0 - 
Las ecuaciones (9.18) y (9.20) son las ecuaciones parametricas de 
un circulo. Esto significa que si se selecciona un conjunto de ejes rec- 
tangulares y se grafica un punto M de abscisa I x > y ordenada I x ' y ' y para 
cualquier valor dado del parametro 0, todos los puntos que se obtienen 
de esta forma estaran localizados sobre un circulo. Para establecer esta 
propiedad, se elimina 9 de las ecuaciones (9.18) y (9.20); lo anterior se 
lleva a cabo transponiendo el termino (I x + I y )/ 2 en la ecuacion (9.18), 
elevando al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (9.18) y (9.20) 
y sumando las expresiones obtenidas. Asi se escribe 



L + I„ 


+ l z , , = 

L X IJ 


Ix - Iy 
2 


+ I 2 

^ l xy 


Estableciendo 


(9.22) 


I 


prom 


Ix + Iy 
2 


y 



(9.23) 


se escribe la identidad (9.22) de la siguiente forma 

(Ix' - V omf + Ix'y' = R 2 (9.24) 

esta es la ecuacion de un circulo de radio R que tiene su centra en el pun- 
to C cuyas coordenadasxyj/ son/ prom y0, respectivamente (figura9.18a). 
Se observa que las ecuaciones (9.19) y (9.20) son las ecuaciones parame- 
tricas del mismo circulo. Ademas, debido a la simetria del circulo con res- 
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a) 



Figura 9.18 


pecto al eje horizontal, se habrfa obtenido el mismo resultado si en lugar 
de graficar M se hubiera graficado un punto N de coordenadas I y ' y —I x ' y ' 
(figura 9.18&). Esta propiedad se utilizara en la section 9.10. 

Los dos puntos Ay B donde el circulo antes mencionado interseca 
el eje horizontal (figura 9. 18a) son de interes especial: el punto A corres- 
ponde al maximo valor del momenta de inercia I x ' mientras que el pun- 
to B corresponde al minirno valor para dicha cantidad. Ademas, ambos 
puntos corresponden a un valor de cero para el producto de inertia 7 x y . 
Por tanto, los valores 0 m del parametro 0 que corresponden a los puntos 
AyB pueden obtenerse tomando I x ’ y ' = 0 en la ecuacion (9.20). De es- 
ta forma se obtiene 1 


tan 20 m = j~~j~ 0-25) 

Esta ecuacion define dos valores de 20 m que estan separados 180° y, por 
tanto, dos valores 0 m que estan separados 90°. Uno de estos valores co- 
rresponde al punto A en la figura 9.18a y tambien corresponde a un eje 
a traves de O en la figura 9.17 con respecto al cual el momenta de iner- 
cia del area dada es maximo, el otro valor corresponde al punto Byaun 
eje a traves de O con respecto al cual el momenta de inertia del area es 
minirno. Los dos ejes definidos de esta forma son perpendiculares en- 
tre si, se conocen como los ejes principales del area con respecto a Oy 
los valores correspondientes 7 m4x e 7 mfn del momenta de inercia se Ha- 
inan momentos principales de inercia del area con respecto a O. Como 
los dos valores 0 m definidos por la ecuacion (9.25) se obtuvieron estable- 
ciendo 7 x y = 0 en la ecuacion (9.20), el producto de inercia de un area 
dada con respecto a sus ejes principales es igual a cero. 

A partir de la figura 9.18a se observa que 


7|nax 7p rom 


+ R 


= 7. 


prom 


- R 


(9.26) 


Con el uso de los valores para 7 prom y R correspondientes a las formu- 
las (9.23), se escribe 


7,ri;1 


7v + I,, 


max, min 



(9.27) 


A menos que se pueda decidir por inspection cual de los dos ejes prin- 
cipales corresponde a 7 m4x y cual corresponde a 7 m£n , es necesario susti- 
tuir uno de los valores de 0 m en la ecuacion (9.18) para poder deter- 
minar cual de los dos corresponde al maximo valor del momenta de 
inertia del area con respecto a O. 

Haciendo referenda a la section 9.8, se observa que si un area 
posee un eje de simetrfa a traves de un punto O, dicho eje debe ser 
un eje principal del area con respecto a O. Por otra parte, un eje prin- 
cipal no tiene que ser necesariamente un eje de simetrfa; sin importar 
si un area posee o no ejes de simetrfa, esta tendra dos ejes principales 
de inercia con respecto a cualquier punto O. 

Las propiedades que se acaban de establecer son validas para cual- 
quier punto O localizado dentro o fuera del area dada. Si se selecciona 
el punto O de manera que coincida con el centroide del area, cualquier 
eje que pasa a traves de O es un eje centroidal; los dos ejes principales 
de un area con respecto a su centroide reciben el nombre de ejes cen- 
troidales principales del area. 


' Esta relation tambien se puede obtener al difereneiar I x > en la ecuacion (9.18) y tomando 

dl x ./de = 0. 


PROBLEMA RESUELTO 9.6 



Determine el producto de inercia del triangulo rectangulo mostrado en la 
figura, a) con respecto a los ejes x y y, y b) en relation con los ejes cen- 
troidales que son paralelos a los ejes x y y. 



SOLUCION 

a) Producto de inercia I xtJ . Se selecciona una tira rectangular verti- 
cal corno el elemento diferencial de area. Con el teorema de los ejes para- 
lelos, se escribe 


d! X t j dl x r y' “t - x e iy e j dA 


Como el elemento es simetrico con respecto a los ejes x' y y' , se observa que 
dl x ',.' = 0. Con base en la geometria del triangulo se obtiene 


y = h \ 1 ~b 


Xrf = X 


dA = y dx = h j 1 — — J dx 


yei = \y = ih( 1-t 


Integrando dl xy desde x = 0 hasta x = b, se obtiene 

Ixy = J dl xy = J x e ,y e , dA = x(j)/i 2 ^1 - dx 



x z 

+ 4) 


X 2 

X 3 

x 4 

“h w 


dx = h 2 

J(> \2 

~~b 

2b 2 ) 

T 

~ 3 b 

8b 2 ] 


I 


xl J 


J-h 2 h 2 

24 u n 


◄ 



b) Producto de inercia I x " y " Las coordenadas del centroide del 
triangulo con respecto a los ejes x y y son 

x = \b y = fi 

Con la expresion para I xy obtenida en el inciso a), se aplica el teorema de los 
ejes paralelos y se escribe 


I xt / ^x"y" L x y A 

^b 2 h 2 = l x .y + (■ \b)(\h)(\bh ) 

W = fb % 2 ~ f 8 b % 2 

W = -^b z h z ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 9.7 



Para la section mostrada en la figura se han calculado los valores de los mo- 
mentos de inertia con respecto a los ejes x y y y se sabe que dichas cantida- 
des son iguales a 

I x = 10.38 in 4 I y = 6.97 in. 4 

Determine: a) la orientation de los ejes principales de la seccion con respecto 
a O y b) los valores de los momentos principales de inertia de la seccion con 
respecto a O. 



SOLUCION 

Primero se calcula el producto de inertia con respecto a los ejes x y y. El 
area se divide en tres rectangulos, como se muestra en la figura. Se observa 
que para cada uno de los rectangulos, el producto de inercia I x y con res- 
pecto a ejes centroidales paralelos a los ejes x y y es igual a cero. Con el uso 
del teorema de los ejes paralelos I xy = l x ',y + xT/A, se encuentra que, para 
cada uno de los rectangulos, I xy se reduce a xTjA. 


Rectangulo 

Area, in. 2 

x, in. 

y, in. 

xyA, in. 4 

I 

1.5 

-1.25 

+ 1.75 

-3.28 

II 

1.5 

0 

0 

0 

III 

1.5 

+ 1.25 

-1.75 

-3.28 





2xyA = —6.56 



I xy = Xxj/A = —6.56 in. 4 

a) Ejes principales. Como se conocen las magnitudes de I x , I ;/ e l xy 
se utiliza la ecuacion (9.25) para determinar los valores de 9 m : 


tan 29, „ 


29 


in 


2 I xll _ 2(— 6,56) 

I x -Iy ~ 10.38 - 6.97 

75.4° y 255.4° 


+3.85 


9 m = 37.7° y 9 m = 127.7° ◄ 


b) Momentos principales de inercia. Con la ecuacion (9.27), se es- 
cribe 


h + I,, 


i 


T — I \2 

lx 

2 / 


+ It 


= 10 - 38 + 6 - 97 ± JJ 10.38 - 6.97 + 

Imax = 15.45 in. 4 Z m£n = 1.897 in. 4 ◄ 

Observe que los elementos del area de la seccion estan distribuidos mas cerca 
del eje b que del eje a; se concluye que I a = l m&x — 15.4.5 in. 4 e If, = / lrlfn = 
1.897 in. 4 . Esta conclusion se puede verificar sustituyendo 9 — 37.7° en las 
ecuaciones (9.18) y (9.19). 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas propuestos correspondientes a esta lection se continuara trabajando con 
momentos de inertia y se utilizaran varias tecnicas para calcular productos de inertia. A pe- 
sar de que en general los problemas propuestos son sencillos de resolver, es importante to- 
mar en cuenta los siguientes puntos: 

1. Calcular el producto de inertia l xy por integration. El producto de inertia se de- 
finio como 

I xy = I xy dA (9.12) 

y se establecio que su valor puede ser positivo, negativo o cero. El producto de inercia se 
puede calcular directamente a partir de la ecuacion anterior con una integration doble o 
puede determinarse empleando una sola integration, como se hizo en el problema resuel- 
to 9.6. Cuando se aplique esta ultima tecnica y se utilice el teorema de los ejes paralelos, es 
importante recordar que x d y y d en la ecuacion 

dl xy = dl x y + x d y d dA 

son las coordenadas del centroide del elemento de area dA. Por tanto, si dA no esta en el 
primer cuadrante, una o ambas coordenadas seran negativas. 

2. Calcular los productos de inercia de areas compuestas. Los productos de inertia 
de areas compuestas se pueden calcular a partir de los productos de inercia de sus partes 
componentes utilizando el teorema de los ejes paralelos 

hy = ~hy +xyA (9.13) 

La tecnica apropiada que se debe utilizar para problemas de este tipo se ilustra en los pro- 
blemas resueltos 9.6 y 9.7. Ademas de las reglas habituales para problemas que involucran 
areas compuestas, es esencial que se recuerden los puntos siguientes. 

a) Si cualquiera de los ejes centroidales deun area components es un eje de si- 
metria para dicha area, el producto de inercia t xy ’ para el area bajo consideration 
es igual a cero. En este sentido, l x es igual a cero para areas componentes como circu- 
los, semicirculos, rectangulos y triangulos isosceles que poseen un eje de simetrfa paralelo 
a uno de los ejes coordenados. 

b ) Se debe prestar mucha atencion a los signos de las coordenadas x y y de cada 
area componente cuando se use el teorema de los ejes paralelos [problema resuelto 9.7], 

3. Determination de los momentos de inercia ij de los productos de inercia para 
ejes coordenados que ban sido rotados. En la section 9.9 se derivaron las ecuaciones 
(9.18), (9.19) y (9.20) a partir de las cuales pueden calcularse los momentos de inercia y el 
producto de inercia para ejes coordenados que han sido rotados alrededor del origen O. Pa- 
ra aplicar estas ecuaciones, es necesario conocer un conjunto de valores I x , Z„ e I xl/ para una 
orientation dada de los ejes y se debe recordar 8 que es positivo para rotaciones de los ejes 
en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj y negativa para rota- 
ciones de los ejes en un sentido a favor del movimiento de las manecillas del reloj. 

4. Calculo de los momentos principales de inercia. En la section 9.9 se imostro que exis- 
te una orientation en particular de los ejes coordenados, para la cual los momentos de iner- 
cia alcanzan sus valores maxi mo y minimo, I m6x e I min , y para la cual el producto de inercia es 
igual a cero. La ecuacion (9.27) se puede utilizar para calcular estos valores, que se conocen 
como los momentos principales de inertia del area con respecto a O y su orientation esta de- 
finida por la ecuacion (9.25). Para determiner cual de los ejes principales corresponde a I mAx 
y cual a se puede seguir el procedimiento que se describio despues de la ecuacion (9.27) 
o tambien se puede observar con respecto a cual de los dos ejes principales esta mas cerca del 
area distribuida; dicho eje corresponde a/ lra - n [problema resuelto 9.7], 
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Problemas 




9.67 a 9.70 Para el area mostrada en las figuras, determine por inte- 
gration directa el producto de inertia con respecto a los ejes x y ij. 




9.71 a 9.74 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar 
el producto de inertia del area mostrada en las figuras con respecto a los ejes 
centroidales x y y. 
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Problemas 505 


9.75 a 9.78 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar 
el producto de inercia del area mostrada en las figuras con respecto a los ejes 
centroidales xy y. 
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Determine los momentos y los productos de inercia del cuarto 
de elipse del problema 9.67 con respecto a un nuevo sistema de ejes que se 
obtiene al rotar los ejes x y y alrededor de O a) 45° en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj y b) 30° en el mismo sentido que las maneciUas 
del reloj. 


Determine los momentos y los productos de inercia del area del 
problema 9.72 con respecto a los nuevos ejes centroidales que se obtienen 
al rotar los ejes xy y 30° en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 


1 Determine los momentos y los productos de inercia del area del 
problema 9.73 con respecto a los nuevos ejes centroidales que se obtienen 
al rotar los ejes xy y 60° en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 


Determine los momentos y los productos de inercia del area del 
problema 9.75 con respecto a los nuevos ejes centroidales que se obtienen 
al rotar los ejes x y y 45° en el mismo sentido que las manecillas del reloj. 


Determine los momentos y los productos de inercia de la seccion 
transversal del angulo de L3 X 2 X j in. del problema 9.74 con respecto a 
los nuevos ejes centroidales que se obtienen al rotar los ejes xy ij 30° en el 
mismo sentido que las manecillas del reloj. 


Determine los momentos y los productos de inercia de la seccion 
transversal del angulo de L127 X 76 X 12.7 mm del problema 9.78 con res- 
pecto a los nuevos ejes centroidales que se obtienen al rotar los ejes x y y 
45° en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 


506 Para el cuarto de elipse del problema 9.67, determine la orien- 

tation de los ejes principales que pasan por el origen y los valores corres- 
pondientes de los momentos de inercia. 

9.86 a 9. Para el area indicada, determine la orientation de los ejes 
principales que pasan por el origen y los valores correspondientes de los mo- 
mentos de inertia. 

9.86 Area del problema 9.72. 

9.87 Area del problema 9.73. 

9.88 Area del problema 9.75. 

9.89 y 9.90 Para la section transversal del angulo indicado, determine 
la orientation de los ejes principales que pasan por el origen y los valores co- 
rrespondientes de los momentos de inercia. 

9.89 La section transversal del angulo L3 X 2 X 14 in. del pro- 
blema 9.74. 

9.90 La section transversal del angulo L127 X 76 X 12.7 mm del 

problema 9.78. 


*9.10. CIRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS 
Y PRODUCTOS DE INERCIA 

El circulo utilizado en la section anterior para ilustrar las relaciones 
que existen entre los momentos y productos de inertia de un area 
dada respecto a ejes que pasan por un punto fijo O fue presentado ini- 
cialmente por el ingeniero alernan Otto Mohr (1835-1918), y se cono- 
ce co mo circulo de Mohr. Se demostrara que si se conocen los momen- 
tos y productos de inercia de un area A respecto a dos ejes rectangulares 
x y y que pasan por un punto O, el circulo de Mohr se puede utilizar 
para determinar graficamente a ) los ejes principales y los momentos 
principales de inercia del area respecto a O, h) los momentos y el pro- 
ducto de inertia del area respecto a cualquier otro par de ejes rectan- 
gulares %' y y' que pasen por O. 

Considere un area dada A y dos ejes coordenados rectangulares x 
y y (figura 9.19a). Suponiendo que los momentos de inercia I x e I y y 
el producto de inertia I xy son conocidos estaran representados en un 
diagrama al graficar un punto X de coordenadas I , e I xy y un punto Y 
de coordenadas I y y —I xy (figura 9. 1 9b). Si I xy es positivo, como se su- 
puso en la figura 9.19a, el punto X estara localizado por encima del eje 
horizontal, y el punto Y se ubicara por debajo de dicho eje, como in- 
diea la figura 9.19b. Si I xy es negativo, X se localizara por debajo del 
eje horizontal y Y por encima de ese eje. Uniendo X y Y mediante una 
linea recta, se representa con C el punto de intersection de la linea XY 
con el eje horizontal y se traza un circulo cuyo centra sea C y su dia- 
metro XY. Al advertir que la abscisa de C y el radio del circulo son 
iguales, respectivamente, a las cantidades 7 prom y R definidas median- 
te la formula (9.23), se eoncluye que el circulo obtenido es el circulo 
de Mohr para el area dada respecto al punto O. Por tanto, las abscisas 
de los puntos Ay B donde el circulo corta al eje horizontal represen- 
tan, respectivamente, los momentos principales de inercia Z m4x e 7 m ,- n 
del area. 

Tambien se observa que, puesto que tan (XCA) = 2I xy /(I x — l y ), el 
angulo XCA es igual en magnitud a uno de los angulos 20 m que satis- 
facen la ecuacion (9.25); por tanto, el angulo 0 m , que define al eje prin- 
cipal Oa en la figura 9.19a y corresponde al punto A en la figura 9.19b, 
es igual a la mitad del angulo XCA del circulo de Mohr. Ademas, se ob- 



Figura 9.19 


b) 


serva que si I x > I y e I xy > 0, como en el caso que se considera aqui, la 
rotacion que lleva a CX hasta CA es en el sentido del movimiento de 
las manecillas del reloj. En estas condiciones, el angulo 0 m que se ob- 
tiene a partir de la ecuacion (9.25), el cual define el eje principal Oa en 
la figura 9.19 a, es negativo; por tanto, la rotacion que lleva a Ox hasta 
Oa tambien es en el sentido del movimiento de las manecillas del re- 
loj. Se concluye que los sentidos de rotacion en ambas partes de la fi- 
gura 9.19 son los mismos. Si se requiere una rotacion en el sentido de 
las manecillas del reloj a traves de un angulo 2 0 m para llevar a CX has- 
ta CA en el circulo de Mohr, entonces una rotacion en el sentido de las 
manecillas del reloj a traves de un angulo 0 m llevara a Ox hasta el eje 
principal correspondiente Oa en la figura 9.19 a. 

Como el circulo de Mohr esta definido en forma unica, el mismo 
circulo se puede obtener considerando los momentos y el producto de 
inertia del area A respeeto a los ejes rectangulares x' y y' (figura 9.19a). 
Entonces, el punto X' de coordenadas e I x y y el punto Y' de coor- 
denadas I y ' y —I x y estan localizados sobre el circulo de Mohr y el an- 
gulo X'CA en la figura 9.19b debe ser igual al doble del angulo x'Oa 
en la figura 9.19a. Puesto que, como se senalo anteriormente, el angu- 
lo XCA es igual al doble del angulo xOa, se concluye que el angulo XCX' 
en la figura 9.19b es el doble del angulo xOx' en la figura 9.19a. El dia- 
metro X'Y' define a los momentos y al producto de inertia I x ', I y ' e I x ' y ' 
del area dada con respeeto a los ejes rectangulares %' y ij' que forman 
un angulo 0 con los ejes x y y, se puede obtener rotando a traves de un 
angulo 20 al diametro XY, el cual corresponde a los momentos 
y al producto de inertia I x , I y e I xlJ . Se observa que la rotacion que lle- 
va al diametro XY hasta el diametro X'Y' en la figura 9.19b tiene el mis- 
mo sentido que la rotacion que lleva a los ejes x y y hasta los ejes x' y 
;/' en la figura 9.19a. 

Es necesario serialar que el uso del circulo de Mohr no esta limi- 
tado a las soluciones graficas, esto es, a las soluciones basadas en dibu- 
jar y medir los distintos parametros involucrados. Simplemente, al hacer 
un bosquejo del circulo de Mohr y con la trigonometrfa se pueden de- 
rivar las distintas relaciones que se requieren para la solution numerica 
de un problema dado (vease problema resuelto 9.8). 



PROBLEMA RESUELTO 9.8 

Para la section mostrada en la figura, se sabe que los momentos y el pro- 
ducto de inertia con respecto a los ejes x y y estan dados por 


I x = 7.20 X 10® 


I y = 2.59 X 10® 


x y 


Con el uso del circulo de Mohr, determine: a) los ejes principales de la sec- 
tion con respecto a 0,b) los valores de los momentos principales de inercia 
de la section con respecto a O y c) los momentos y el producto de inercia de 
la section con respecto a los ejes x' y y' que forman un angulo de 60° con 
los ejes x y y. 


SOLUCION 





Dibujo del circulo de Mohr. Primero se grafica el punto X de coorde- 
nadas I x = 7.20, I xl/ = —2.54 y el punto Y de coordenadas Z„ = 2.59, — I xy = 
+2.54. Uniendo los puntos Xy Y con una linea recta, se define el centra C del 
circulo de Mohr. La abscisa de C, la cual representa Z prom , y el radio R del circu- 
lo se pueden medir directamente o se pueden calcular de la siguiente forma: 

Z prom = OC = i(I x + I y ) = |(7.20 X 10® + 2.59 X 10®) = 4.895 X 10® mm 4 
CD = \{l x - Iy) = |(7.20 X 10® - 2.59 X 10®) = 2.305 X 10® nun 4 
R = V(CD)2 + (DX) 2 = V(2.305 X 10 6 ) 2 + (2.54 X 10 6 ) 2 
= 3.430 X 10® mm 4 

a) Ejes principales. Los ejes principales de la section corresponden 
a los puntos A y B en el circulo de Mohr y el angulo a traves del cual se debe 
rotar CX para llevarlo a CA define el angulo 2 0 m . Asi se tiene que 

DX 2.54 

tan 2 e m = — = = 1 ■ 102 2 6 m = 47.8° 1 

Por tanto, el eje principal Oa correspondiente al valor maximo del momen- 
ta de inercia se obtiene rotando el eje x a traves de 23.9° en sentido contra- 
rio al del movimiento de las manecillas del reloj; el eje principal Ob corres- 
pondiente al valor minimo del momenta de inercia se puede obtener rotando 
el eje y a traves del mismo angulo. 

b) Momentos principales de inercia. Los momentos principales de 
inercia estan representados por las abscisas de los puntos Ay B. Por tanto, se 
tiene que 

Zmax = OA = OC + CA = Z prom + R = (4.895 + 3.430)10® mm 4 

I mAx = 8.33 X 10® mm 4 ◄ 

Z mfn = OB = OC -BC = Z prom - R = (4.895 - 3.430)10® mm 4 

Z m£n = 1.47 X 10® mm 4 A 

c ) Momentos y producto de inercia con respecto a los ejes x' y y ' . 

En el circulo de Mohr, los puntos X' y Y' corresponden a los ejes x' y y' , 
aquellos se obtienen rotando CX y CY a traves de un angulo 2 9 = 2(60°) = 
120° en sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj. Las 
coordenadas de X' y Y' proporcionan los momentos y el producto de inercia 
buscados. Observe que el angulo que CX' forma con la horizontal es (f> = 
120° — 47.8° = 72.2°, se escribe 

l x , = OF = OC + CF = 4.895 X 10® mm 4 + (3.430 X 10® mm 4 ) cos 72.2° 

I x . = 5.94 X 10® mm 4 ◄ 

l y. — OG = OC — GC = 4.895 X 10® mm 4 - (3.430 X 10® mm 4 ) cos 72.2° 

I y - = 3.85 X 10® mm 4 ◄ 
I xy = FX' = (3.430 X 10® mm 4 ) sen 72.2° 

I xV = 3.27 X 10® nun 4 ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas propuestos correspondientes a esta lection se utilizara el circulo 
de Mohr para determinar los momentos y productos de inercia de un area dada para di- 
ferentes orientaciones de los ejes coordenados. Aunque en algunos casos el uso del 
circulo de Mohr puede no ser tan directo como sustituir la information necesaria en las 
ecuaciones apropiadas [ecuaciones (9.18) a la (9.20)], este metodo de solution tiene la 
ventaja de que proporciona una representation visual de las relaciones que existen entre 
las distintas variables. Ademas, el circulo de Mohr muestra todos los valores de los mo- 
mentos y productos de inercia que son posibles para un problema dado. 

Uso del circulo de Mohr. La teorfa correspondiente al circulo de Mohr fue presen- 
tada en la section 9.9 y su aplicacion se expuso en la section 9.10 y en el problema re- 
suelto 9.8. En el problema resuelto se presentaron los pasos que deben seguirse para 
determinar los ejes principales, los momentos principales de inercia y los momentos y 
el producto de inercia con respecto a una orientacion especificada de los ejes coorde- 
nados. Cuando se utiliza el circulo de Mohr para resolver problemas, es importante 
recordar los siguientes puntos. 

a) El circulo de Mohr esta completamente definido por las cantidades R e 
/prom? las cuales representan, respectivamente, el radio del circulo y la distancia desde el 
origen O hasta el centra del circulo C. Estas cantidades pueden obtenerse a partir de las 
ecuaciones (9.23) si se conocen los momentos y el producto de inercia para una orienta- 
cion dada de los ejes. Sin embargo, el circulo de Mohr tambien puede defmirse por me- 
dio de otra combination de valores conocidos [problemas 9.103, 9.106 y 9.107]. Para 
estos casos, puede ser que sea necesario realizar primero una o mas suposiciones, como 
seleccionar una ubicacion arbitraria para el centra del circulo cuando / prom es descono- 
cida, asignarle magnitudes relativas a los momentos de inercia (por ejemplo, I x > I y ), o 
seleccionar el signo del producto de inercia. 

h) El punto X de coordenadas (I x , I xy ) y el punto Y de coordenadas (I y , ~I xy ) 
estan localizados sobre el circulo de Mohr y son completamente opuestos. 

c) Como los momentos de inercia deben ser positivos, todo el circulo de Mohr 
debe estar localizado a la derecha del eje I xy ; por tanto se concluye que Z prom > R para 
todos los casos. 

d) Conforme los ejes coordenados se rotan a traces de un dngulo 0, la rotation 
asociada del diametro del circulo de Mohr es igual a 20 y es en el mismo sentido (a favor 
o en contra del movimiento de las manecillas del reloj). Se recomienda que los puntos 
conocidos sobre la circunferencia del circulo sean identificados con una letra mayuscula 
apropiada, como se hizo en la figura 9. 19b y en los circulos de Mohr del problema resuel- 
to 9.8. Esto permitira determinar, para cada valor de 0, el signo del producto de inercia 
correspondiente, asi como el momenta de inercia que esta asociado con cada uno de los 
ejes coordenados [problema resuelto 9.8, incisos a) y cj\. 

Aun cuando se ha presentado al circulo de Mohr dentro del contexto especifico del estu- 
dio de los momentos y productos de inercia, la tecnica del circulo de Mohr tambien se 
puede aplicar para la solution de problemas analogos pero fisicamente distintas en me- 
canica de materiales. Este uso multiple de una tecnica especifica no es unico y en el es- 
tudio de la ingenierfa se pueden encontrar varios metodos de solution que pueden apli- 
carse a diversos problemas. 
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Problemas 


Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro- 
ductos de inercia del cuarto de elipse del problema 9.67 con respecto a un 
nuevo sistema de ejes, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y alrededor 
de O en un angulo de a) 45° en sentido contrario al de las manecillas del re- 
loj y b) 30° en el mismo sentido que las manecillas del reloj. 

9 )2 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro- 
ductos de inercia del area del problema 9.72 con respecto a unos nuevos ejes 
centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un angulo de 30° 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro- 
ductos de inercia del area del problema 9.73 con respecto a unos nuevos ejes 
centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un angulo de 60° 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro- 
ductos de inercia del area del problema 9.75 con respecto a unos nuevos ejes 
centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un angulo de 45° 
en el mismo sentido que las manecillas del reloj. 

Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro- 
ductos de inercia de la section transversal del angulo L3 X 2 X f in. del pro- 
blema 9.74 con respecto a unos nuevos ejes centroidales, los cuales se ob- 
tienen al rotar los ejes x y ij en un angulo de 30° en el mismo sentido que 
las manecillas del reloj. 

Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro- 
ductos de inercia de la section transversal del angulo L127 X 76 X 12.7 mm 
del problema 9.78 con respecto a unos nuevos ejes centroidales, los cuales 
se obtienen al rotar los ejes x y ij en un angulo de 45° en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj. 

Para el cuarto de elipse del problema 9.67, utilice el circulo de 
Mohr a fin de determinar la orientation de los ejes principales que pasan por 
el origen y los valores correspondientes de los momentos de inercia. 

9.98 a 9.102 Utilice el circulo de Mohr y determine, para el area in- 
dicada, la orientation de los ejes principales centroidales que pasan por el 
origen y los valores correspondientes de los momentos de inercia. 

9.98 Area del problema 9.72. 

9.99 Area del problema 9.76. 

9.100 Area del problema 9.73. 

9.101 Area del problema 9.74. 

9.102 Area del problema 9.77. 

(Los momentos de inercia I x e I y para el area del problema 9.102 se deter- 
minaron en el problema 9.44.) 

9.103 Los momentos y los productos de inercia de la section trans- 
versal de un angulo de L4 X 3 X \ in. de dos ejes rectangulares x y ij que 
pasan por el punto C son, respectivamente, l x = 1.33 in 4 , 7 (/ = 2.75 in. 4 , e I XIJ < 
0, con el valor minimo del momenta de inercia del area con respecto a cual- 
quier eje que pase por C igual a Z ml - n = 0.692 in. 4 Utilice el circulo de Mohr 
para determinar a) el producto de inercia I xy del area, b) la orientation de 
los ejes principales y c) el valor de I m4x . 
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Problemas 511 


9.1 04 y 9,1 05 Utilice el cfrculo de Mohr y determine, para la section 
transversal del angulo de acero laminado que se muestra en las figuras, la 
orientation de los ejes centroidales principales y los valores correspondien- 
tes de los momentos de inercia. (Las propiedades de la section transversal 
se especifican en la figura 9.13.) 




*9.106 Los momentos de inercia con respecto a dos ejes centroidales 
rectangulares x y y de una cierta area son, respectivamente, I x — 1 200 in. 4 
e I y = 300 in. 4 Si se sabe que despues de rotar 30° a los ejes x y y, con res- 
pecto al centroide y en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, el 
valor del producto de inercia relativo a los ejes rotados es 1 450 in. 4 , utilice 
el tirculo de Mohr para determinar a) la orientation de los ejes principales 
y b) los momentos de inercia centroidales principales. 


9.107 Se sabe que para un area dada I y = 48 X 10 6 nun 4 e I xy = —20 
X 10 s mm 4 , donde x y ij son ejes rectangulares centroidales. Si el eje que co- 
rresponde al valor maximo del producto de inercia se obtiene al rotar 67.5° 
el eje x con respecto al punto C y en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, use el tirculo de Mohr para determinar a) el momenta de inercia 
I x del area y b) los momentos de inercia centroidales principales. 


9.1 0t Utilice el tirculo de Mohr y demuestre que, para cualquier po- 
ligono regular (por ejemplo, un pentagono), a) el momenta de inercia con 
respecto a cualquier eje que pasa por el centroide siempre es el mismo y b) 
el producto de inercia con respecto a cualquier par de ejes rectangulares que 
pasan por el centroide siempre es cero. 

9,1 0i Utilice el cfrculo de Mohr y demuestre que la expresion l x 'l y ' 
— Z x y, donde I x >, /„■ e Z x y representan, respectivamente, los momentos y el 
producto de inercia de cierta area dada con respecto a los ejes rectangulares 
x' y f que pasan por el punto O, es independiente de la orientation de los 
ejes x' y ij' . Demuestre tambien, que la expresion anterior es igual al cua- 
drado de la longitud de una lfnea tangente al cfrculo de Mohr trazada desde 
el origen del sistema de los ejes coordenados. 

9.110 U tilizando la propiedad de invarianza establecida en el problema 
anterior, exprese el producto de inercia I xy de un area A con respecto a los 
dos ejes rectangulares que pasan por el punto O en terminos de los mo- 
mentos de inercia I x e I y de dicha area y de los momentos de inercia prin- 
cipales Z ml - n e Z mjSx de A con respecto a O. Si se sabe que el momenta de iner- 
tia maximo es de 1.257 in. 4 , aplique la formula obtenida para calcular el 
producto de inertia I xtJ de la section transversal del angulo L3 X 2 X j in. 
que se muestra en la figura 9.13A. 
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MOMENTOS DE INERCIA DE MASAS 


9.11. MOMENTO DE INERCIA DE UNA MASA 

Considere una pequena masa Am que esta montada sobre una litirra 
de masa insignificante, la cual puede rotar libremente alrededor de un 
eje AA' (figura 9.20a). Si se aplica un par al sistema, la barra y la ma- 
sa, las cuales se supone que estaban en reposo, comienzan a girar al- 
rededor de AA' . Los detalles de este movimiento seran estudiados pos- 
teriormente en dinamica. Por ahora solo se desea indicar que el tiempo 
requerido para que el sistema alcance una velocidad de rotation dada 
es proportional a la masa Am y al cuadrado de la distancia r. Por tan- 
to, el producto r 2 Am proporciona una medida de la inercia del siste- 
ma, esto es, una medida de la resistencia que ofrece el sistema cuan- 
do se trata de ponerlo en movimiento. Por esta razon, el producto r 2 
Am es llamado el moment o de inercia de la masa Am con respecto al 
eje AA' . 



Figura 9.20 


Ahora considere un cuerpo de masa m, el cual se hara girar alre- 
dedor de un eje AA' (figura 9.20 b). Si se divide el cuerpo en elemen- 
tos de masa Am 1; Am 2 , etc., se encuentra que la resistencia que ofre- 
ce el cuerpo al movimiento de rotation se mide por la suma rj Ami + 
r| A m 2 + •••. Por tanto, esta suma define el momenta de inercia del 
cuerpo con respecto al eje AA' . Al incrementar el numero de elemen- 
tos se encuentra que, en el limite, el momenta de inercia es igual a la 
integral 



(9.28) 
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El radio de giro k del cuerpo con respecto al eje A A ' esta definido 
por la relation 


I = k 2 m 


o 



(9.29) 


9.11. Momento de inercia de una masa 


En este sentido, el radio de giro k representa la distancia a la cual se 
debe concentrar toda la masa del cuerpo si su momento de inercia con 
respecto a AA' debe permanecer inalterado (figura 9.20c). Sin impor- 
tar si la masa m se conserva en su forma original (figura 9.20 b) o si se 
concentra como se muestra en la figura 9.20c, esta reactionary de la 
misma forma a una rotation o giro con respecto a AA'. 

Si se utilizan las unidades del SI, el radio de giro k esta expresado 
en metros y la masa m esta expresada en kilogramos, por tanto, la unidad 
empleada para el momento de inercia de una masa es kg ■ m 2 . Si se 
utilizan las unidades de uso cornun en Estados Unidos, el radio de giro 
se expresa en pies y la masa en slugs (esto es en lb • s 2 /ft), por tanto, 
la unidad derivada empleada para el momento de inercia de una masa 
es lb - ft - s 2 . f 

El momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje coor- 
denado puede expresarse en terminos de las coordenadas x, y y z del 
elemento de masa dm (figura 9.21). Por ejemplo, observe que el cua- 
drado de la distancia r desde el elemento dm hasta el eje y es igual a 
z 2 + x 2 , se expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto al 
eje y como 


I y = J r 2 dm = J (z 2 + x 2 ) dm 

Se pueden obtener expresiones similares para los momentos de iner- 
cia respecto a los ejes xyz. Asi se escribe 



I x = J (y 2 + z 2 ) dm 

I y = j (z 2 + x 2 ) dm (9.30) 

I z = J (x 2 + y 2 ) dm 


*Cuando se convierte el momento de inercia de masa de unidades de uso comun en Es- 
tados Unidos o las unidades del SI, se debe recordar que la unidad base libra utilizada en 
la unidad derivada lb • ft ■ s 2 es una unidad de fuerza (no de masa) y por tanto, debe con- 
vertirse a newtons. Asi se tiene que 

1 lb • ft • s 2 = (4.45 N)(0.3048 m)(l s) 2 = 1.356 N • m • s 2 



Fotografia 9.2 Como se expondra en el curso 
de dinamica, el comportamiento rotacional del eje 
que se muestra en la fotografia depende del 
momento de inercia de masa del eje con 
respecto a su eje de rotacion. 


o, como 1 N = 1 kg ■ m/s 2 . 


1 lb • ft • s 2 = 1.356 kg ■ m 2 
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A' 



Figura 9.23 


9.12. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 

Considere un cuerpo de masa m. Sea Oxyz un sistema de coordenadas 
rectangulares cuyo origen esta localizado en el punto arbitrario O y sea 
Gx'y'z' un sistema de ejes centroidales paralelo, esto es, un sistema cu- 
yo origen esta en el centra de gravedad G del cuerpo f y cuyos ejes x' , 
y' y z' son paralelos a los ejes x, y y z, respectivamente (figura 9.22). 
Representando coni, y y z las coordenadas de G con respecto a Oxyz, 
se escriben las siguientes relaciones entre las coordenadas x, y y z del 
elemento dm con respecto a Oxyz y las coordenadas x' , y' y z' de di- 
cho elemento con respecto a los ejes centroidales Gx'y'z': 

x = x' + x y = y' + Tj z = z' + z (9.31) 

Con las ecuaciones (9.30) se puede expresar el momenta de inercia del 
cuerpo con respecto al eje x de la siguiente forma: 

I x = J (y 2 + z 2 ) dm — J [(y' + y) 2 + ( z ' + z) 2 ] dm 
= J (y' 2 + z' 2 ) dm + 2y J y’ dm +2 z J z' dm + ( y 2 + z 2 ) J dm 

La primera integral en la expresion anterior representa el momenta de 
inercia I x / del 011613)0 con respecto al eje centroidal x'; la segunda y la 
tercera representan, respectivamente, el primer momenta del cuerpo 
con respecto a los pianos z'x' yx'y’, como ambos pianos contienen al 
punto G, las dos integrales son iguales a cero; la ultima integral es igual 
a la masa total m del cuerpo. Por tanto, se escribe, 

l x = I x . + m(y 2 + z 2 ) (9.32) 

y, en forma similar, 

I y = Iy > + m(z 2 + x 2 ) I z = I z > + m(x 2 + y 2 ) (9.32') 

Con base en la figura 9.22 se puede verificar que la suma z 2 + x 2 
representa el cuadrado de la distancia OB entre los ejes y y y ' . En for- 
ma analoga, Tj 2 + z 2 y P + Tj 2 representan, respectivamente, los cua- 
drados de la distancia entre los ejes x y x' y entre los ejes zyz'. Por 
tanto, representando con d la distancia entre un eje arbitrario AA' y 
un eje centroidal paralelo BB' (figura 9.23) se puede escribir la siguien- 
te relation general entre el momenta de inercia I del cuerpo con res- 
pecto a AA' y su momenta de inercia I con respecto ■& BB': 

1 = 1 + md 2 (9.33) 

Expresando los momentos de inercia en terminos de los radios de giro 
correspondientes, tambien se puede escribir 

k 2 = k 2 + d 2 (9.34) 


donde kyk representan, respectivamente, los radios de giro del cuerpo 
con respecto a AA' y BB' . 


Observe que el terrnino centroidal se usa para definii- el eje que pasa por el centra de 
gravedad G del cuerpo, aunque no coincida G con el centroide del volumen del cuerpo. 





9.13. MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS DELGADAS 


9.13. Momentos de inercia de placas 
delgadas 


515 


Considere una placa delgada de espesor uniforme t, la cual esta hecha 
de material homogeneo de densidad p (densidad = masa por unidad de 
volumen). El momenta de inercia de masa de la placa con respecto a 
un eje AA' contenido en el piano de la placa (figura 9.24a) esta dado 
por 


IaA', masa = J >~ 2 dm 
Como dm = pt dA, se escribe 

l A A ' , masa pt J r dA 

Pero r representa la distancia que hay desde el elemento de area dA 



Figura 9.24 




hasta el eje AA'; por tanto, la integral es igual al momenta de inercia 
del area de la placa con respecto a AA'. Asi se tiene que 

l A A 1 . masa P^l-AA', area (9.35) 

En forma similar, para un eje II B ' que esta contenido en el piano de 
la placa y que es perpendicular a AA’ (figura 9.24fc), se tiene que 

IbB', masa = P^BB', area (9.36) 

Ahora, considerando al eje CC' que es perpendicular a la placa y 
que pasa a traves del punto de intersection C de AA' y £>£>' (figura 
9.24c), se escribe 


ICC', masa — Ptjc, area (9.37) 

donde J c es el momenta polar de inercia del area de la placa con res- 
pecto al punto C. 

Recordando la relation J c = l A ,y + I BB ' que existe entre el mo- 
menta polar de inercia y los momentos rectangulares de inercia de un 
area se escribe la siguiente relation entre los momentos de inercia de 
masa de una placa delgada: 


Icc ~ Iaa' + Ibb 1 


(9.38) 
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dl x = jr 2 dm 

dly = dly' + x 2 dm = (I r 2 + x^drn 

dl z = dL • + x 2 dm = - r 2 + x^\dm 

Figura 9.27 Determinacion del momenta 
de inercia de un cuerpo de revolucion. 


Placa rectangular. En el caso de una placa rectangular de la- 
dos a y b (figura 9.25), se obtienen los siguientes momentos de inercia 
de masa con respecto a ejes que pasan a traves del centra de gravedad 
de la placa: 

I AA' , masa P^IaA', area P&( 12® 

IbB', masa = P^BB', area = pt( 12°^ ) 

Observando que el producto pabt es igual a la masa m de la placa, se 
escriben los momentos de inercia de masa de una placa rectangular 
delgada de la forma siguiente: 

Iaa' = j^ma 2 I BB ' = j^mb 2 (9.39) 

Icc = Iaa + Ibb' = j jm(a~ + b J ) (9.40) 

Placa circular, En el caso de una placa circular o disco de ra- 

dio r (figura 9.26), se escribe 

Iaa' , masa P^AA', area ptijirr 4 ) 

Observando que el producto pvr 2 t es igual a la masa m de la placa y 
que ! AA ' = I BB ', se escriben los momentos de inercia de masa de una 
placa circular de la siguiente forma: 

Iaa' = Ibb’ = \mr 2 (9.41) 

Icc = Iaa’ + Ibb' = \ mr2 (9.42) 

9.14. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA 
DE UN CUERPO TRIDIMENSIONAL POR INTEGRACION 

El momenta de inercia de un cuerpo tridimensional se obtiene eva- 
luando la integral I = f r 2 dm. Si el cuerpo esta hecho de material ho- 
mogeneo de densidad p, el elemento de masa dm es igual a pdV y se 
puede escribir I = pf r 2 dV. Esta integral solo depende de la forma del 
cuerpo. Por tanto, para calcular el momenta de inercia de un cuerpo 
tridimensional sera necesario llevar a cabo una triple integration o, 
cuando menos, una doble integration. 

Sin embargo, si el cueipo posee dos pianos de simetrfa, es posible 
determinar el momenta de inercia del cuerpo con una sola integration 
seleccionando como elemento de masa dm una placa delgada que es per- 
pendicular a los pianos de simetrfa. Por ejemplo, en el caso de cuerpos 
de revolucion, el elemento de masa sera un disco delgado (figura 9.27). 
Con la formula (9.42), el momenta de inercia del disco con respecto al 
eje de revolucion se puede expresar como se indica en la figura 9.27. Por 
otra parte, el momenta de inercia del disco con respecto a cada uno de 
los otros dos ejes coordenados se obtiene con la formula (9.41) y el teo- 
rema de los ejes paralelos. Integrando las expresiones obtenidas de esta 
forma, se obtienen los elementos de inercia del cuerpo. 


9.15. MOMENTOS DE INERCIA DE CUERPOS COMPUESTOS 

En la figura 9.28 se muestran los momentos de inercia de algunas for- 
mas comunes. Para un cuerpo que consiste de varias de estas formas 
simples, se puede obtener el momenta de inercia de dicho cuerpo con 
respecto a un eje dado calculando primero los momentos de inercia de 
las partes que lo constituyen con respecto al eje deseado y sumando- 
los despues. Como en el caso de las areas, el radio de giro de un cuerpo 
compuesto no se puede obtener sumando los radios de giro de las partes 
que lo constituyen. 


9.15. Momentos de inercia de cuerpos 
compuestos 
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Barra delgada 

y 

X 

I lJ = L = j 2 mL* 

Placa rectangular delgada 


y 

0 ^ 

G 
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u 

X 

I x = j^m(b 2 + c 2 ) 

1 » = { 2 >nc* 

I -~ = j 2 »^ 2 

Prisma rectangular 

b 

^ y 



X 

I x = 5 Mb 2 + c 2 ) 

I y = ^ m(c 2 + a 2 ) 

I z = ^ m(a 2 + fc 2 ) 

Disco delgado 

y 

r 

/ x 

I x =\mr 2 
l y = Iz=\mr 2 

Cilindro circular 

f 

Y a/\ 

x 

h = \ma 2 

I y = I z = l 2 m(3a2 + m 

Cono circular 

1/ 

/ r/\ 

x 

h = ro m " 2 

Iy = h = \ m(\a 2 + h 2 ) 

Esfera 

y 

m) a 

X 

I z = Iy = I z = ^ ma 2 


Figura 9.28 Momentos de inercia de masa de formas geometricas comunes. 


PROBLEMA RESUELTO 9.9 

Determine el momenta de inercia de una barra delgada de longitud L y masa 
m con respecto a un eje que es perpendicular a la barra y que pasa a traves 
de uno de sus extremos. 



SOLUCION 

Si se selecciona el elemento diferencial de masa mostrado en la figura, se es- 
cribe 


dm = Y dx 


ty = 


f X 2 dm = r X 2 Y- dx = 

m x 3 " 

J o L 

L 3 


I y = fmZ/ 




PROBLEMA RESUELTO 9.10 

Para el prisma rectangular homogeneo mostrado en la figura, determine el 
momenta de inercia con respecto al eje z. 


SOLUCION 



Se selecciona corno elemento diferencial de masa a la placa delgada mostrada 
en la figura; por tanto, 

dm = pbc dx 

Haciendo referenda a la seccion 9.13, se encuentra que el momenta de iner- 
cia del elemento con respecto al eje z' esta dado por 

dL' = j^b 2 dm 

Con la aplicacion del teorema de los ejes paralelos, se obtiene el momenta 
de inercia de masa de la placa con respecto al eje z. 

dL = dL' + x 2 dm = ~^b 2 dm + x 2 dm = (~&b 2 + x 2 ) pbc dx 

Integrando desde x = 0 hasta x = a, se obtiene 


L = 


J dL = J (j^b 2 + x z ) pbc dx = pabct^b 2 + \c 


Como la masa total del prisma es m = pabc, se puede escribir 

I z = m(~^b 2 + j^a 2 ) I- = jym(4a 2 + b 2 ) A 

Se observa que si el prisma es delgado, b es pequeno en comparacion con a 
y la expresion para L se reduce a -j ma , la cual es el resultado obtenido en 
el problema resuelto 9.9 cuando L = a. 
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PROBLEMA RESUELTO 9.11 


T 

Determine el momento de inercia de un cono circular recto con respecto a: 



x a) su eje longitudinal, b) un eje que pasa a traves del apice del cono y que 



es perpendicular a su eje longitudinal y c) un eje que pasa a traves del cen- 


h ~| 

troide del cono y que es perpendicular a su eje longitudinal. 



X 


SOLUCION 

Se selecciona el elemento diferencial de masa mostrado en la figura. 



a) Momento de inercia I x . Con el uso de la expresion derivada en 
la section 9.13 para un disco delgado, se calcula el momento de inercia de 
masa del elemento diferencial con respecto al eje x. 

dJ x = \r 2 dm = ( p 77 'Jf xZ dx ^j = ^ p 77 'J l dx 

Integrando desde x = 0 hasta x = h, se obtiene 

T [ rlT ^4,1 « 4/jS 1 4, 

h - J dl x - J dx - aPTr-^-— - h 

Como la masa total del cono es m = ^pTra 2 h, se puede escribir 

l x = j^pTra li = jjja y-^pira n ) = ~^ma = ^ ma ^ 



h) Momento de inercia Se utiliza el misrno elemento diferen- 
cial. Aplicando el teorema de los ejes paralelos y con la expresion derivada 
en la section 9.13 para un disco delgado, se escribe 

dl y = dly 1 + x 2 dm = \r 2 dm + x 2 dm — ( \r 2 + x 2 ) dm 

Si se sustituyen las expresiones para r y para dm en la ecuacion anterior, se 
obtiene 

dI y = + * j (p ^* 2 dx ) = P”Jf(w + 1 )" 4 dx 

r rh ^2 / 2 \ 2 , 2 \ 7 5 

f f n a a \ 4 7 a a \n 

l " - J dI y - Jo p7r /?(4T? + l ) x dx ~ p7r h^[ W + JY 

Con la introduction de la expresion para la masa total del cono m, se rees- 
cribe I ;/ de la forma siguiente: 

I y ~ + h 2 )\pTm 2 h I y = ^m(\a 2 + h 2 ) M 

c) Momento de inercia Z (/ Se aplica el teorema de los ejes parale- 
los y se escribe 

Iy = Iy" + mx 2 

Resolviendo para I t/ " y recordando de la figura 5.21 que x = f h, se tiene que 
Iy- = I y - mx 2 = | m(\a z + li 2 ) - m(jh) 2 

Iy"=±m{a 2 + \h 2 ) ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 9.12 



Una pieza de acero consta de un prisma rectangular de 6 X 2 X 2 in. y dos 
cilindros de 2 in. de diametro y 3 in. de longitud, como se muestra en la figura. 
Si se sabe que el peso especifico del acero es de 490 lb/ft 3 , determine los mo- 
mentos de inercia de la pieza con respecto a los ejes coordenados. 


SOLUCION 



Calculo de las masas 
Prisma 

V = (2 in.) (2 in.) (6 in.) = 24 in. 3 
W = (24 in. 3 )(490 Ib/ft 3 ^ 1 1 ^ 
6.81 lb 


12 in. 
= 0.211 lb • s 2 /ft 


32.2 ft/s 2 
Cada uno de los cilindros 

V = tt( 1 in.) 2 (3 in.) = 9.42 in. 3 

W = (9.42 in. 3 )(490 lb/ft 3 ; 

2.67 lb 


lft 


32.2 ft/s 2 


12 in. 
= 0.0829 lb • s 2 /ft 


= 6.81 lb 


= 2.67 lb 


Momentos de inercia. A partir de la figura 9.28 se calculan los mo- 
mentos de inercia de cada una de las partes que constituyen la pieza, utilizando 
el teorema de los ejes cuando sea necesario. Observe que todas las longitudes 
deben estar expresadas en pies. 

Prisma 

I x = L = ^(0.211 lb • s 2 /ft)[(^ ft) 2 + (^ ft) 2 ] = 4.88 X 10~ 3 lb ■ ft • s 2 
l y = ~(0.211 lb • s 2 /ft)[(~ ft) 2 + (~ ft) 2 ] = 0.977 X 10~ 3 lb • ft • s 2 

Cada uno de los cilindros 

l x = jma 2 + my 2 = |(0.0829 lb • s 2 /ft)(~ ft) 2 + (0.0829 lb • s 2 /ft)(^ ft) 2 
= 2.59 X 10" 3 lb • ft • s 2 

ly = ~m(3a 2 + L 2 ) + mx 2 = ^(0.0829 lb • s 2 /ft)[3(~ft) 2 + (-| ft) 2 ] 

+ (0.0829 lb • s 2 /ft)(if ft) 2 = 4.17 X l6“ 3 lb • ft • s 2 
I z = ~m(3a 2 + L 2 ) + m(x 2 + y 2 ) = ^(0.0829 lb • s 2 /ft)[3(-^ ft) 2 + (£ ft) 2 ] 
+ (0.0829 lb • s 2 /ft)[(f ft) 2 + (4- ft) 2 ] = 6.48 X 10“ 3 lb • ft • s 2 

Pieza completa. Con la suma de los valores obtenidos, se tiene que 

I x = 4.88 X 10~ 3 + 2(2,59 X 10~ 3 ) I, = 10.06 X 10 5 lb • ft ■ s 2 ◄ 
l y = 0.977 X 10“ 3 + 2(4.17 X 10~ 3 ) l y = 9.32 X KU 3 lb • ft • s 2 ◄ 
I z = 4.88 X 10 -3 + 2(6.48 X KT 3 ) I. = 17.84 X 10 -3 lb ■ ft ■ s 2 ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 9.13 



Dimensiones en mm 


Una placa delgada de acero de 4 mm de espesor se corta y se dobla para for- 
mal - la pieza de maquinaria mostrada en la ligura. Si se sabe que la densidad 
del acero es 7 850 kg/m' 3 , determine los momentos de inercia de la pieza con 
respecto a los ejes coordenados. 


SOLUCION 


r = 0.08 m 



Se observa que la pieza consta de una placa semicircular y de una placa rec- 
tangular a la cual se le ha removido una placa circular. 

Calculo de las masas. Placa semicircular 

V x = {tt r 2 t = {tt( 0.08 m) z (0.004 m) = 40.21 X HP 6 m 3 

to, = pVj = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )(40.21 X 10~ 6 m 3 ) = 0.3156 kg 

Placa rectangular 

V 2 = (0.200 m)(0.160 m)(0.004 m) = 128 X 10~ 6 m 3 
m 2 = pV 2 = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )(128 X 10 -6 m 3 ) = 1.005 kg 

Placa circular 

V 3 = 7 m 2 t = TT (0.050 m) 2 (0.004 m) = 31.42 X 10~ 6 m 3 
m 3 = pV 3 = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )(31.42 X 10~ 6 m 3 ) = 0.2466 kg 

Momentos de inercia. Con el uso del metodo presentado en la sec- 
cion 9.13 se calculan los momentos de inercia de cada uno de los componentes. 



Placa semicircular. A partir de la figura 9.28, se observa que para una 
placa circular de masa m y radio r, se tiene que 

l x = \mr 2 l y = I z = { mr 2 

Debido a la simetria, se observa que para una placa semicircular 
4 = \(\mr 2 ) I y = 4 = {({mr 2 ) 

Como la masa de la placa semicircular es m, = \m, se tiene que 


I x = |nii r 2 = |(0.3156 kg)(0.08 m) 2 = 1.010 X 10" 3 kg • m 2 

1., = 4 = \(\mr 2 ) = \ mi r 2 = {(0.3156 kg)(0.08 m) 2 = 0.505 X 10 -3 kg • m 2 

Placa rectangular 

I x = -j jm 2 c 2 = ^{(1.005 kg)(0.16 m) 2 = 2.144 X 10 -3 kg • m 2 
4 = |m 2 h 2 = {(1.005 kg)(0.2 m) 2 = 13.400 X 10' 3 kg • m 2 
I y = I X + I Z = (2.144 + 13.400)(10 -3 ) = 15.544 X UP 3 kg • m 2 
Placa circular 

I x = \m 3 a 2 = {(0.2466 kg)(0.05 m) 2 = 0.154 X 10~ 3 kg • m 2 

1.. = \m 3 a 2 + in 3 d 2 

= {(0.2466 kg)(0.05 m) 2 + (0.2466 kg)(0.1 m) 2 = 2.774 X 10 -3 kg ■ m 2 
Z_ = \m 3 a 2 + m 3 d 2 = {(0.2466 kg)(0.05 m) 2 + (0.2466 kg)(0.1 m) 2 
= 2.620 X 10^ 3 kg ■ m 2 

Pieza completa 

I x = (1.010 + 2.144 - 0.154)(10~ 3 ) kg • m 2 I x = 3.00 X 10 kg ■ m 2 ◄ 
Iy = (0.505 + 15.544 - 2.774)(10~ 3 ) kg • m 2 = 13.28 X 10“ 3 kg • m 2 ◄ 
I- = (0.505 + 13.400 - 2.620)(10~ 3 ) kg • m 2 L = 11.29 X 10~ ;; kg • m 2 ◄ 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se estudio el momento de inertia de masa y el radio de giro de un 
cuerpo tridimensional con respecto a un eje dado [ecuaciones (9.28) y (9.29)]. Tam- 
bien se derivo el teorema de los ejes paralelos para ser utilizado con momentos de 
inercia de masa y se expuso el calculo de los momentos de inercia de masa de pla- 
cas delgadas y de cuerpos tridimensionales. 

1. Calculo de los momentos de inercia de masa. Para formas simples, el mo- 
mento de inercia de masa I de un cuerpo con respecto a un eje dado puede calcu- 
late directamente a partir de la definition dada en la figura 9.28 [problema re- 
suelto 9.9], Sin embargo, en la mayorfa de los casos es necesario dividir el cuerpo 
en placas delgadas, calcular el momento de inercia de una placa delgada tipica con 
respecto al eje dado — con el teorema de los ejes paralelos si es necesario — e in- 
tegrar la expresion obtenida. 

2. Aplicacion del teorema de los ejes paralelos. En la section 9.12 se derivo 
el teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia de masa 

1=1 + md z (9.33) 

el cual establece que el momento de inercia I de un cuerpo de masa m con respec- 
to a un eje dado es igual a la suma del momento de inercia I de diclio cuerpo con 
respecto a un eje centroidal paralelo y el producto md 2 , donde d es la distancia en- 
tre los dos ejes. Cuando se calcula el momento de inercia de un cuerpo tridimen- 
sional con respecto a cada uno de los ejes coordenados, d 2 se puede reemplazar 
por la suma de los cuadrados de distancias medidas a lo largo de los otros dos ejes 
coordenados [ecuaciones (9.32) y (9.32')]. 

3. Evasion de errores relacionados con las unidades. Para evitar errores, es 
esencial ser consistente en el uso de las unidades. Por tanto, todas las longitudes 
deben expresarse en metros o pies, segun convenga y, para problemas en los que 
se utiliza el sistema de unidades de uso comun en Estados Unidos, las masas deben 
expresarse en lb • s 2 /ft. Ademas, se recomienda en forma enfatica que se incluyan 
las unidades a lo largo de la realization de todos los calculos [problemas resueltos 

9.12 y 9.13], 

4. Calculo del momento de inercia de masa de placas delgadas. En la section 

9.13 se demostro que el momento de inercia de masa de una placa delgada con res- 
pecto a un eje dado puede obtenerse multiplicando el momento de inercia de area 
correspondiente a la placa por la densidad p y el espesor t de la misma [ecuaciones 
(9.35) a la (9.37)]. Observe que como el eje CC' en la figura 9.24c es perpendicular 
a la placa, Ice, masa esta asociado con el momento polar de inercia J c Srea . 

En lugar de calcular directamente el momento de inercia de una placa delga- 
da con respecto a un eje dado, en algunos casos se encontrara que es conveniente 
calcular primero su momento de inercia con respecto a un eje que es paralelo al 
eje especificado y despues aplicar el teorema de los ejes paralelos. Ademas para de- 
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terminar el momenta de inertia de una placa delgada con respecto a un eje per- 
pendicular a la misma, puede ser deseable determinar primero sus momentos de 
inertia con respecto a dos ejes perpendiculares que estan en el piano para despues 
utilizar la ecuacion (9.38). Por ultimo, se debe recordar que la masa de una placa 
de area A, espesor t y densidad p es rn = ptA. 

5. Determinacion del momento de inercia de un cuerpo por medio de una 
sola integracion directa En la section 9.14 se expuso y en los problemas resuel- 
tos 9.10 y 9.11 se ilustro como se puede usar una integracion para calcular el mo- 
mento de inercia de un cuerpo que puede ser dividido en diversas placas delgadas 
paralelas. Para estos casos, es necesario expresar la masa del cuerpo en terminos 
de la densidad y de las dimensiones del mismo. Como en los problemas resueltos, 
el cuerpo ha sido dividido en placas delgadas perpendiculares al eje x, se tendran 
que expresar las dimensiones de cada placa como funciones de la variable x. 

a) En el caso especial de un cuerpo de revolucion, la placa elemental es 
un disco delgado y se deben utilizar las ecuaciones proporcionadas en la figura 9.27 
para determinar los momentos de inercia del cuerpo [problema resuelto 9.11], 

b) En el caso general, cuando el cuerpo no es un cuerpo de revolucion, 
el elemento diferencial no es un disco, es una placa delgada de forma diferente y 
no se pueden utilizar las ecuaciones de la figura 9.27. Por ejemplo, vease el pro- 
blema resuelto 9.10 en el que el elemento fue una placa rectangular delgada. Para 
configuraciones mas complejas se pueden usar una o mas de las siguientes ecua- 
ciones, las cuales estan basadas en las ecuaciones (9.32) y (9.32') de la section 9.12. 

dl x = dl x ' + (yel + Zgi ) dm 
dl y = dl y ' + (i Zei + %el) dm 
dl z = dl z ' + (%h + yh) dm 

donde las primas se utilizan para denotar los ejes centroidales de cada placa ele- 
mental y donde x e /, Tj e j y z e / representan las coordenadas del centroide de dicha pla- 
ca elemental. Los momentos centroidales de inercia de la placa se determinan de 
la forma descrita anteriormente para una placa delgada: haciendo referenda a la fi- 
gura 9.12 de la pagina 487, se calculan los momentos de inercia de area correspon- 
dientes de la placa y se multiplica el resultado por la densidad p y por el espesor t 
de la placa. Ademas, si se ha dividido el cuerpo en placas delgadas perpendicula- 
res al eje x, se debe recordar que se puede obtener dl x ' sumando dl y ' y dL/ en 
lugar de calcularlo directamente. Por ultimo, al usar la geometrfa del cuerpo se ex- 
presa el resultado obtenido en terminos de la variable unica x y se integra en x. 

6. Cdlculo del momento de inercia de un cuerpo compuesto. Como se es- 
tablecio en la section 9.15, el momento de inercia de un cuerpo compuesto con res- 
pecto a un eje dado es igual a la suma de los momentos de inercia de las partes 
que lo constituyen con respecto a ese mismo eje. Los problemas resueltos 9.12 y 
9.13 ilustran el metodo apropiado de solution. Tambien se debe recordar que el 
momento de inercia de una parte componente sera negativo solo si dicha parte es 
removida (como en el caso de un agujero). 

A pesar de que los problemas propuestos en esta lection sobre cuerpos compues- 
tos son relativamente faciles, es necesario trabajar con cuidado para evitar errores 
en los calculos. Ademas, si alguno de los momentos de inercia que se necesiten no 
estan proporcionados en la figura 9.28, sera necesario derivar las formulas reque- 
ridas con el uso de las tecnicas de esta lection. 


Problemas 



9.1 1 1 En la figura se muestra un anillo de masa m que fue cortado de 
una placa uniforme delgada. Determine su momento de inercia de masa con 
respecto a a) el eje AA' y b) el eje centroidal CC' que es perpendicular al 
piano que contiene al anillo. 

9.1 1 2 En la figura se muestra una placa delgada y semicircular con un 
radio a y una masa m. Determine su momento de inercia de masa con res- 
pecto a a) el eje centroidal BB' y b) el eje centroidal CC' que es peqren- 
dicular a la placa. 




9.113 El cuarto de anillo de masa m que se muestra en la figura se 
corto de una placa delgada uniforme. Si se sabe que r x = j r 2 , determine el 
momento de inercia de masa del cuerpo con respecto a a) el eje AA' y b) 
el eje centroidal CC' que es peqrendicular al piano que contiene al cuarto 
de anillo. 

9.11 En la figura se muestra una enjuta parabolica que se corto de 
una placa delgada uniforme. Si la masa de la enjuta se representa con m, de- 
termine su momento de inercia de masa con respecto a a) el eje BB' y b ) el 
eje DD' que es perpendicular al piano que contiene a la enjuta. ( Sugeren - 
cia: Yea el problema resuelto 9.3.) 
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Figura P9.114 
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9.115 En la figura se muestra una placa delgada de masa m que se 
corto en la forma de un paralelogramo. Determine el momento de inercia 
de masa de la placa con respecto a a) el eje x, b) el eje BB' que es perpen- 
dicular a la placa. 

9.116 En la figura se muestra una placa delgada de masa m que se 
corto en la forma de un paralelogramo. Determine el momento de inercia 
de masa de la placa con respecto a a) el eje y, b ) el eje AA' que es perpen- 
dicular a la placa. 

9.117 Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m mostrada 
en la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a a) el 
eje x y b) el eje y. 

Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m mostrada 
en la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a a) el 
eje centroidal CC que es perpendicular a la placa y b) el eje AA' que es pa- 
ralelo al eje x y se encuentra a una distancia de 1.5a desde la placa. 

9.119 Al rotar el area mostrada en la figura con respecto al eje x se 
obtuvo un solido homogeneo de revolution con masa m. Utilice integration 
directa para expresar, en terminos de m y h, el momento de inercia de masa 
con respecto al eje x del solido obtenido. 



9.120 Determine por integration directa el momento de inercia de 
masa con respecto al eje y del cilindro circular recto que se muestra en la fi- 
gura. Suponga que el cilindro tiene densidad uniforme y una masa m. 

9.121 El area mostrada en la figura se rota con respecto al eje x para 
formar un solido homogeneo de revolution con masa m. Determine por in- 
tegration directa el momento de inercia de masa del solido con respecto a 
a) el eje x y b) el eje y. Exprese las respuestas en terminos de m y las di- 
mensiones del solido. 



Figura P9.115 y P9.116 



Figura P9.117 y P9.118 



x 


Figura P9.120 



Figura P9.121 


tOlt-H 
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Figura P9.122 y P9.123 


Suponga que el tetraedro que se muestra en la figura tiene una 
densidad uniforme y una masa m. Determine por integration directa su mo- 
menta de inertia de masa con respecto al eje x. 

9, 123 Suponga que el tetraedro que se muestra en la figura tiene una 
densidad uniforme y una masa m. Determine por integration directa su mo- 
menta de inercia de masa con respecto al eje y. 

* 9.124 Suponga que el semielipsoide mostrado en la figura tiene una 
densidad uniforme y una masa m. Determine por integration directa su mo- 
menta de inercia de masa con respecto al eje z. 

* 9.125 Un alambre delgado de acero se dobla en la forma mostrada 
en la figura. Si se representa con in' la masa por unidad de longitud del alam- 
bre, determine por integration directa su momenta de inercia de masa con 
respecto a cada uno de los ejes coordenados. 




9. 126 En la figura se muestra una placa delgada con forma triangular 
y masa m, la cual esta soldada a un bloque a lo largo de su base AB. Si se 
sabe que la placa forma un angulo 0 con el eje y , determine por integration 
directa el momenta de inercia de masa de la placa con respecto a a) el eje 
x, b) el eje y y c) el eje 3 . 



Figura P9.126 


Problemas 


9.1 27 En la figura se muestra la seccion transversal de una polea mol- 
deada para banda plana. Determine su momenta de inercia y el radio de giro 
de masa con respecto al eje AA' . (Considere que la densidad del laton es 
8 650 kg/m 3 , y la del policarbonato de libra reforzada es 1 250 kg/m' 3 .) 


Policarbonato 


28 mm 



17.5 mm 


Figura P9.127 

9.128 En la figura se muestra la seccion transversal de un rodillo mo- 
vil. Determine su momenta de inercia y su radio de giro de masa con res- 
pecto al eje AA' . (El peso especifico del bronce es 0.310 lb/in. 3 , el del alu- 
minio es 0.100 lb/in. 3 y el del neopreno es 0.0452 lb/in. 3 ) 

Si el cascaron cilindrico delgado que se muestra en la figura 
tiene una masa m, un grosor t y una altura h, determine su momenta de iner- 
cia de masa con respecto al eje x. ( Sugerencia : Considere que el cascaron se 
formo al remover un cilindro de radio a y altura h de un cilindro de radio 
a + t y altura h. En las expresiones resultantes, no tome en cuenta los ter- 
minos que contengan t 2 y i\ y mantenga los terminos que contengan t.) 

9.130 La parte de maquina mostrada en la figura se formo al maqui- 
nar una superficie conica dentro de un cilindro circular. Para b = \h, deter- 
mine el momenta de inercia de masa y el radio de giro de la parte de ma- 
quina con respecto al eje y. 




Figura P9.128 



Figura P9.129 


9.131 Despues de un periodo de uso, una de las hojas de una desfi- 
bradora se ha desgastado en la forma mostrada en la figura y su masa se ha 
reducido a 0.18 kg. Si se sabe que los momentos de inercia de la hoja con 
respecto a los ejes AA' y BB' son, respectivamente, 0.320 g • m 2 y 0.680 
g • m 2 , determine a) la ubicacion del eje centroidal GG' yb) el radio de giro 
con respecto al eje GG' . 




Figura P9.131 
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0.4 in. 
A' 



I A 

- — 1.2 in. — *- 
1.6 in. 


Figura P9.132 


9.132 Determine el momento de inercia de masa del componente de 
maquina de 0.9 lb que se muestra en la figura con respecto al eje AA ' . 

9.133 En la figura se muestra un agujero cuadrado y centrado, que se 
extiende a lo largo de un componente de maquina hecho de aluminio. De- 
termine a) el valor de a para que el momento de inercia de masa con res- 
pecto al eje AA' , el cual bisecta la pared superior del agujero, sea maximo y 
b) los valores correspondientes del momento de inercia de masa y del radio 
de giro con respecto al eje AA'. (El peso especifico del aluminio es de 0.100 
lb/in. 3 ) 




9.134 En la figura se muestran las tazas y los brazos de un an e mo- 
metro fabricados con un material de densidad p. Si se sabe que el momento 
de inercia de masa de un cascaron semiesferico del^ado de masa rn y de es- 
pesor t con respecto a su eje centroidal GG' es 5ma 712, determine a) el mo- 
mento de inercia de masa del anemometro con respecto al eje AA' y b ) la 
relation de a sobre l para la cual el momento de inercia de masa centroidal 
de las tazas es igual a 1 por ciento del momento de inercia de masa de las 
tazas con respecto al eje AA' . 

9.135 y 9.136 Una hoja de acero de 2 mm de espesor se corto y do- 
blo para dar forma al componente de maquina que se muestra en las figu- 
ras. Si se sabe que la densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 , determine el 
momento de inercia de masa del componente con respecto a cada uno de 
los ejes coordenados. 




Figura P9.135 


Figura P9.136 
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9.1 37 La cubierta para un dispositivo electronico se formo a partir de 
una hoja de aluminlo con 0.05 in. de espesor. Determine el momenta de 
inertia de masa de la cubierta con respecto a cada uno de los ejes coorde- 
nados. (El peso espedfico del aluminio es de 0.100 lb/in. 3 .) 

9.138 El ancla para estructuras que se muestra en la figura esta he- 
cho de acero galvanizado con 0.05 in. de espesor. Determine el momenta de 
inertia de masa del ancla con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 
(El peso espedfico del acero galvanizado es de 470 Ib/fU.) 



9.139 Un subensamble de un avion a escala se fabrica a partir de tres 
tablas de madera con 1.5 mm de espesor. Si se desprecia la masa del adhe- 
sivo utilizado para ensamblar las tres piezas, determine el momenta de iner- 
tia de masa del subensamble con respecto a cada uno de los ejes coordena- 
dos. (La densidad de la madera es de 780 kg/m 3 .) 

*9.140 Un granjero construye un abrevadero al soldar una pieza rec- 
tangular de acero laminado de 2 mm de espesor a la mitad de un tonel de 
acero. Si se sabe que la densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 y que el es- 
pesor de las paredes del tonel es de 1.8 mm, determine el momenta de iner- 
tia de masa del abrevadero con respecto a cada uno de los ejes coordena- 
dos. Desprecie la masa de la soldadura. 

El elemento de maquina mostrado en la figura esta fabricado 
de acero. Determine el momenta de inertia de masa del ensamble con res- 
pecto a a) el eje x, b) el eje y y c) el eje s. (La densidad del acero es de 
7 850 kg/m 3 .) 






Figura P9.141 
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quina de acero que se muestra en la figura con respecto al eje y. (El peso 
especifico del acero es de 490 lb/ft 3 .) 





9. 143 Determine el momenta de inercia de masa del elemento de ma- 
quina de acero que se muestra en la figura con respecto al eje z. (El peso 
especifico del acero es de 490 lb/ft 3 .) 

9.14 Para el elemento de maquina hecho de acero que se muestra 
en la figura, determine el momenta de inercia de masa y el radio de giro con 
respecto al eje x. (La densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 .) 

Para el dispositivo de acero que se muestra en la figura, deter- 
mine el momenta de inercia de masa con respecto a) al eje x, b ) al eje y y 
c ) al eje 2 . (La densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 .) 

9. 146 Un alambre de aluminio con un peso por unidad de longitud de 
0.033 lb/ft se utiliza para formar un circulo y los elementos rectos mostrados 
en la figura. Determine el momenta de inercia de masa del ensamble con 
respecto a cada uno de los ejes coordenados. 



Figura P9.146 


9.147 El arreglo que se muestra en la figura se formo con alambre 
de acero de ^ in. de diametro. Si se sabe que la densidad del acero es de 
490 lb/ft 3 , determine el momento de inercia de masa del alambre con res- 
pecto a cada uno de los ejes coordenados. 


9.16. Momenta de inercia de un cuerpo 
con respecto a un eje arbitrario que pasa por 
el punto O. Productos de inercia de masa 
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Figura P9.147 


9.148 El arreglo que se muestra en la figura se formo con un alam- 
bre homogeneo que tiene una masa por unidad de longitud de 0.056 kg/rn. 
Determine el momento de inercia de masa del alambre con respecto a cada 
uno de los ejes coordenados. 



Figura P9.148 


*9.16. MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO CON 
RESPECTO A UN EJE ARBITRARIO QUE PASA POR EL 
PUNTO O. PRODUCTOS DE INERCIA DE MASA 

En esta section se vera como puede calcularse el momento de inercia 
de un cuerpo respecto a un eje arbitrario OL que pasa por el origen 
(figura 9.29) si ya se han determinado tanto los momentos de inercia 
de dicho cuerpo respecto a los tres ejes coordenados como otras can- 
tidades, las cuales se definiran a continuation. 

El momento de inercia I 0 l de x , y )' z de r respecto al eje OL es 
igual a / p 2 dm, donde p representa la distancia perpendicular desde 
el elemento de masa dm hasta el eje OL. Si se representa mediante A. 
al vector unitario localizado a lo largo de OL, y con r al vector de po- 
sition del elemento dm, puede advertirse que la distancia perpendicu- 
lar p es igual a r sen 6, que es la magnitud del producto vectorial A x 
r. Por tanto, se escribe 

Iol = J p 2 dm = J |A X r | 2 dm (9.43) 



Figura 9.29 


Expresando |A X r| 2 en terminos de las componentes rectangulares del 
producto vectorial, se tiene que 

Iol = f [(A x y - A, pc) 2 + (A y z ~ A -i/) 2 + (A,x - A^) 2 ] dm 

donde las componentes A x , X y y A- del vector unitario A representan 
los cosenos directores del eje OL, y las componentes x, y y z de r re- 
presentan las coordenadas del elemento de masa dm. Al expandir los 
terminos elevados al cuadrado, y reordenando terminos, se escribe 

Iol = A_v J “f ~ 2 ) dm + A 2 J (z 2 + x 2 ) dm + A? J ( x 2 + ij ' ") dm 
— 2X x X y J xij dm — 2X I/ \ Z J yz dm — 2A-A X J zx dm (9.44) 


532 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia En las ecuaciones (9.30) se observa que las primeras integrales en 

(9.44) representan, respectivamente, los momentos de inercia I x , I y e I z 
del cuerpo respecto a los ejes coordenados. Las ultimas tres integrales 
en (9.44) involucran productos de las coordenadas, las cuales reciben el 
nombre de productos de inercia del cuerpo con respecto a los ejes xyy, 
a los ejes y y z y a los ejes zyx, respectivamente. Asi se escribe 



(9.45) 


Si se reescribe la ecuacion (9.44) en terminos de las integrales definidas 
en las ecuaciones (9.30) y (9.45), se tiene que 


lor = h A? + lyXy + LA? - 21 xy X x X y - IT y-XyX- - 2I zx X z X x (9.46) 

Es necesario senalar que la definicion de los productos de inercia 
de rnasa proporcionada en las ecuaciones (9.45) es una extension de la 
definicion del producto de inercia de un area (seccion 9.8). Los produc- 
tos de inercia de masa se reducen a cero bajo las mismas condieiones de 
simetrfa que lo hacen los productos de inercia de areas, y el teorema 
de los ejes paralelos para productos de inercia de masa esta expresado 
por relaciones similares a la formula derivada para el producto de iner- 
cia de un area. Sustituyendo en las ecuaciones (9.45) las expresiones pa- 
ra x, yyz dadas en las ecuaciones (9.45), se encuentra que 

I X y Ix'y' "L mxy 

lyz = Ij/z' + myz (9.47) 

I zx l z'x ' L nrzx 


donde x, y y zson las coordenadas del centra de gravedad G del cuerpo 
e l x 'ij', ly'z' e l z'x' representan los productos de inercia del cuerpo con 
respecto a los ejes centroidales x' , y' y z' (figura 9.22). 



Figura 9.30 


*9.17. ELIPSOIDE DE INERCIA. EJES PRINCIPALES DE INERCIA 

Suponga que se determina el momenta de inercia del cuerpo conside- 
rado en la seccion anterior con respecto a bastantes ejes OL que pa- 
san a traves del punto fijo O y que se grafica un punto () en cada eje 
OL a una distancia OQ = \/x/l OL desde O. El lugar geometrico de 
los puntos Q obtenidos de esta manera forman una superficie (figura 
9.30). La ecuacion de dicha superficie se puede obtener sustituyendo 
1 /(OQ) 2 en lugar de 1 0 l en la ecuacion (9.46) y despues multiplican- 
do ambos lados de la ecuacion por (OQ) 1 , Observando que 

(OQ) X x = x (OQ) Xy = y (OQ)X z = z 

donde x, y y z representan las coordenadas reetangulares de (). se es- 
cribe 

I x x 2 + Iyiy 2 + I z z 2 - 2I XIJ xy - 2 I yz yz - 2 I zx zx = 1 (9.48) 

La ecuacion obtenida es de una superficie cuadrdtica. Como el mo- 
menta de inercia I 0 l es distinto de cero para cada eje OL, ningun punto 
Q puede estar a una distancia infinita a partir de O. Por tanto, la su- 
perficie cuadratiea obtenida es un elipsoide. Este define el momenta 





de inercia del cuerpo con respecto a cualquier eje que pasa a traves de 
O y se conoce eomo el elipsoide de inercia del cuerpo en O. 

Se observa que si se rotan los ejes en la figura 9.30, cambian los 
coeficientes de la ecuacion que define al elipsoide, puesto que di- 
chos coeficientes son iguales a los momentos y productos de inercia del 
cuerpo con respecto a los ejes coordenados rotados. Sin embargo, el 
elipsoide en si permanece inalterado puesto que su forma depende so- 
lo de la distribution de la masa en el cuerpo dado. Suponga que se se- 
leccionan como ejes coordenados a los ejes principales x', y' y z' del 
elipsoide de inercia (figura 9.31). Se sabe que la ecuacion del elipsoi- 
de con respecto a dichos ejes coordenados tiene la siguiente forma 

I x ’x' 2 + I lf y' 2 + L'Z' 2 = 1 (9.49) 

la cual no contiene productos de las coordenadas. Comparando las 
ecuaciones (9.48) y (9.49), se observa que los productos de inercia del 
cuerpo con respecto a los ejes y’ y z’ deben ser iguales a cero. Los 
ejes x’, y’ y z’ se conocen como los ejes principales de inercia del cuer- 
po en O. Observese que, dado un cuerpo con forma arbitraria y un 
punto O, siempre es posible encontrar ejes que sean principales de 
inercia del cuerpo en O, esto es, ejes con respecto a los cuales los pro- 
ductos de inercia del cuerpo sean iguales a cero. De hecho, sin impor- 
tar cual sea la forma del cuerpo, los momentos y productos de inercia 
del mismo con respecto a los ejes x, y y z que pasan a traves de O de- 
finiran un elipsoide y dicho elipsoide tendra ejes principales que, por 
definition, son los ejes principales de inercia del cuerpo en O. 

Si se utilizan los ejes principales de inercia x', y’ y z’ como ejes co- 
ordenados, la expresion obtenida en la ecuacion (9.46) para el momenta 
de inercia de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario que pasa a 
traves de O se reduce a 


lor = l A.' + + IAz' (9.50) 

La determination de los ejes principales de inercia de un cuerpo 
con forma arbitraria es algo complicada y sera expuesta en la siguien- 
te section. Sin embargo, existen muchos casos en los que se pueden 
identificar dichos ejes de forma inmediata. Por ejemplo, considere el 
cono homogeneo de base eliptica mostrado en la figura 9.32; dicho co- 
no posee dos pianos de simetria mutuamente perpendiculares entre si 
OAA' y OBB' . A partir de la definition (9.45), se observa que si se se- 
leccionan los pianos x'y' y y'z' de manera que coincidan con los dos 
pianos de simetria, todos los productos de inercia seran iguales a cero. 
Por tanto, los ejes y' y z' seleccionados de esta forma son los ejes 
principales de inercia del cono O. En el caso del tetraedro regular ho- 
mogeneo OABC mostrado en la figura 9.33, la linea que une la esqui- 
na O con el centra D de la cara opuesta es un eje principal de inercia 
en O y cualquier linea a traves de O que sea perpendicular a OD tam- 
bien es un eje principal de inercia en O. Esta propiedad resulta evi- 
dente si se observa que al rotar al tetraedro a traves de 120° alrededor 
de OD permanecen inalteradas su forma y la distribution de su masa. 
Se concluye que el elipsoide de inercia en O tambien permanece inal- 
terado bajo dicha rotation. Por tanto, el elipsoide es un cuerpo de re- 
volution cuyo eje de rotation es OD y la linea OD, al igual que cual- 
quier linea perpendicular a esta que pasa a traves de O, debe ser un 
eje principal del elipsoide. 


9.17. Elipsoide de inercia. Ejes principales 
de inercia 
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Figura 9.31 



C 



Figura 9.33 
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PRINCIPALES DE INERCIA DE UN CUERPO DE FORMA 
ARBITRARIA 

El metodo de analisis descrito en esta section debe utilizarse en ca- 
sos donde el cuerpo bajo consideration no tenga una propiedad de si- 
metria obvia. 

Considere el elipsoide de inercia del cuerpo en un punto dado O 
(figura 9.34); sea r el radio vector de un punto P sobre la superficie 
del elipsoide y sea n el vector unitario normal a la superficie en P. Se 
observa que los unicos puntos donde r y n son colineales son los pun- 
tos P i, P 2 y P3, donde los ejes principales intersecan la portion visible 
de la superficie del elipsoide y los puntos correspondientes que estan 
en el otro lado del elipsoide. 



Figura 9.34 


Se debe reeordar que en el calculo se establece que la direction 
de la normal a la superficie cuya ecuacion es f(x, y, z) = 0 en un punto 
P(x, y, z ) esta definida por el gradiente Vf de la funcion/ en dicho 
punto. Por tanto, para obtener los puntos donde los ejes principales in- 
tersecan la superficie del elipsoide de inercia, se debe escribir que r y 
Vf son colineales, esto es, 


V/= (2K)r 


(9.51) 


donde K es una constante, r = xi + yj + zk, y 


v /=f‘ + 


df. 
— j + 



Recordando la ecuacion (9.48), se observa que la funcion /(x, y, z) co- 
rrespondiente al elipsoide de inercia es 

/(x, y, z) = I x x 2 + I u y 2 + Lz 2 - 2 I xy xy - 2 I y .yz ~ 2 1- X zx - 1 

Al sustituir a r y a Vf en la ecuacion (9.51) y tambien los coeficientes 
de los vectores unitarios, se escribe 


I x X ^xyH f 

ly\J Iyz%> 

1 zx % ^yzU ^ 


(9.52) 


Al dividir cada uno de los terminos entre la distancia r desde O hasta 

, . . • -i -i i i. y los momentos principales de inercia de un 

r, se obtienen ecuaciones similares que mvolucran los cosenos direc- cuerpo de forma arbitrana 

tores A x , X y y A-: 


Ix^-x ^Xl/^IJ ^ZX^Z K^X 

~hyK + lyhy — Iyz^Z = (9.53) 

-I ZX K - hjzKy + IzK = KXz 

Si se transponen los terminos del lado derecho se llega a las siguien- 
tes ecuaciones lineales homogeneas: 

dx - K)\ x - I xy A y - 1 ZX K = 0 
-IxyK + (. Iy - K)\y - lyzK = 0 (9.54) 

~hxK - lyz^y + ( Iz - K)A- = 0 

Para que este sistema de ecuaciones tenga una solution distinta de A x = 
A y = A, = 0, su discriminate debe ser igual a cero: 


lx - K -I xy 
~I*y Iy~ K 
~hx -Iyz 


-Izx 

~^y z 

L-K 


= 0 


(9.55) 


Al expandir este determinate y cambiar signos, se escribe 

K 3 ~ (. I X + Iy + L)K 2 + (Ijy + Iyl z + IJ X ~ I^y ~ ~ I^K 

~ {Ixlylz ~ Uyz ~ I/lx ~ Uxy ~ 2 I xy I yz U = 0 (9.56) 

Esta es una ecuacion cubica en K que proporciona tres raices reales 
positivas K±, K 2 y K 3 . 

Para obtener los cosenos directores del eje principal correspon- 
diente a la raiz K h se sustituye /v, en lugar de K en las ecuaciones 
(9.54). Puesto que ahora dichas ecuaciones son linealmente dependien- 
tes, solo pueden usarse dos de estas para determinar a A T , A y y A,. Sin 
embargo, se puede obtener una ecuacion adieional recordando, a par- 
tir de la section 2.12, que los cosenos directores deben satisfacer la re- 
lation 

A x + Ay + A? = 1 (9.57) 


Si se repite este procedimiento con K 2 y K 3 , se obtienen los cosenos 
directores de los otros dos ejes principales. 

Ahora se demostrara que las raices K±, K 2 y K 3 de la ecuacion (9.56) 
son los momentos principales de inercia del cuerpo dado. Para esto, se 
sustituye en las ecuaciones (9.53) la raiz Ki en lugar de K y los valores 
de los cosenos directores (A*)!, (A y )i y (A J | en lugar de los valores co- 
rrespondientes de A l: , A y y A,; las tres ecuaciones seran satisfechas. 
Ahora se multiplica cada termino en la primera, la segunda y la tercera 
ecuacion por (AJi, (A y )i y (A z ) 1; respectivamente, y se suman las ecua- 
ciones obtenidas asi. De esta manera, se escribe 


I 2 x( AJ? + I 2 y(\ y )l + I?( A = )f - 24y(Aj 1 (Ay) I 

- 2Iy Z (Ay) 1 (Aj 1 - 2Z- V (A-) 1 (A X ) 1 = KA( AJ? + (A y )f + (A z )f] 

Si se recuerda la ecuacion (9.46), se observa que el lado izquierdo de 
esta ecuacion representa el momenta de inercia del cuerpo con res- 
pecto al eje principal de inercia correspondiente a K±; por tanto, dicho 
valor es el momenta principal de inercia correspondiente a esa raiz. 
Por otra parte, recordando la ecuacion (9.57), se observa que el lado 
derecho se reduce a Ki. Por tanto, el propio es el momenta princi- 
pal de inercia. De la misma forma, se puede demostrar que K 2 y K 3 
son los otros dos momentos principales de inercia del cuerpo. 
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PROBLEMA RESUELTO 9.14 
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Considere un prisma rectangular de masa m y lados a, b y c. Determine: 
a) los momentos y productos de inercia del prisma con respecto a los ejes 
coordenados mostrados y b) el momenta de inercia de dicho cueipo con res- 
pecto a la diagonal OB . 


SOLUCION 

a) Momentos y productos de inercia con respecto a los ejes coor- 
denados. Momentos de inercia. Al introducir los ejes centroidales x', 
;/' y z' , respecto a los cuales estan dados los momentos de inercia en la figura 
9.28, se aplica el teorema de los ejes paralelos. 

I x — l x 1 + m(y 2 + z 2 ) — j^in(b“ + c 2 ) + mCjr + \c 2 ) 

I x = \m(b 2 + c 2 ) ◄ 

I z = km(a 2 + b 2 ) 4 


En forma similar. 


Iy = 3 m ( C 


a 2 ) 


Productos de inercia. Debido a la simetna, los productos de inercia 
con respecto a los ejes centroidales x' , ij ' y z' son iguales a cero y dichos ejes 
son ejes principales de inercia. Utilizando el teorema de los ejes paralelos, 
se tiene que 

I xy = Ix y + m xy = 0 + m(\a)(\b) I xy = \ mab ◄ 


En forma similar. 


lyz ~ \mbc 


= 


b) Momento de inercia con respecto a OB. 
cion (9.46), se tiene que: 


Recordando la ecua- 


Iob - bA? + + Iz^z - ZIxyKK ~ 2f, /= A A, - 2/_ x A = A.v 



In r ~ 


a b 


6 


+ b 2 + c 2 



Solucion altema. El momento de inercia I 0 b puede_obtenerse di- 
rectamente a partir de los momentos principales de inercia J x >, 7 y - e I z ', puesto 
que la linea OB pasa a traves del centroide O'. Como los ejes x', ij' y z' son 
ejes principales de inercia, se utiliza la ecuacion (9.50) y se escribe 


Iob — Ix' A t 


I,/' A 2 + Z-'Ar 


^(fo 2 + c z )a 2 + ^(c 2 + a 2 )b 2 + (a 2 + b 2 )c 2 


Inn — 


2/ 2 i I 2 2 i 22 

m a b + b c + c a 


+ b 2 + c 2 
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PROBLEMA RESUELTO 9.15 


Si para el prisma rectangular del problema resuelto 9.14 se tiene que a — 3c 
y b — 2c, determine: a) los momentos principales de inertia en el origen O 
y b) los ejes principales de inercia en O. 


SOLUCION 

a) Momentos principales de inercia en el origen O. Si se susti- 
tuyen a = 3c y b = 2c en la solution del problema resuelto 9.14, se tiene lo 
siguiente 

l x = 3 me l,. = -g - me L = -3 -me 

l xy = 2 me l yz = / ZT = jfm; 

Sustituyendo los valores de los momentos y productos de inertia en la 
ecuacion (9.56) y agrupando terminos semejantes, se obtiene 

K — (-3- ?nc ) A. + (— me )K — m c — 0 

Entonces se resuelve para las raices de esta ecuacion; a partir de la exposi- 
tion de la section 9.18, se concluye que dichas raices son los momentos prin- 
cipales de inercia del cuerpo en el origen. 

Ki = 0.568867 me 2 K 2 = 4.20885mc 2 K 3 = 4.55562 me 2 

Ki = 0 . 569 me 2 K 2 = 4.21me 2 K 3 = 4.56 me 2 4 


b ) Ejes principales de inercia en O. Para determinar la direction 
de un eje principal de inercia, primero se sustituye el valor correspondiente 
de K en dos de las ecuaciones (9.54); las ecuaciones resultantes junto con la 
ecuacion (9.57) f’orman un sistema de tres ecuaciones a partir del cual 
se pueden determinar los cosenos directores del eje principal correspondien- 
te. Por tanto, para el primer momenta principal de inercia Ki se tiene lo si- 
guiente: 


(f — 0.568867) mc 2 (\ x )i — f mc 2 (A !/ ) I — \ mc 2 (A,) 1 = 0 
— f ;?ic 2 (A x )i + (-?p — 0.568867) j?!c 2 (A !/ ) 1 — jtnc 2 ( A = )j = 0 

(AJ! + (A,)f + (Ajf = 1 

Si se resuelve el sistema de ecuaciones se obtiene 


(AJi = 0.836600 (A y )! = 0.496001 (AJj = 0.232557 

Entonces, los angulos que forma el primer eje principal de inercia con los 
ejes coordenados son 


(ftj, = 33.2° (6) y ), = 60.3° (ejj = 76.6° ◄ 

Si se utiliza sucesivamente el mismo conjunto de ecuaciones con K 2 y K 3 , se 
encuentra que los angulos asociados con el segundo y con el tercer momen- 
ta principal de inercia en el origen son, respectivamente, 


y 


(e x ) 2 = 57.8° (0„) 2 = 146.6° (0.) 2 = 98.0° 


(0J 3 = 82.8° (0,,) 3 = 76.1° (0 Z ) 3 = 164.3° 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se definieron los productos inertia de masa de un cuerpo l xy , I yz e 
l zx y se mostro como se determinan los momentos de inercia de diclio cuerpo con 
respecto a un eje arbitrario que pasa a traves del origen O. Tambien se aprendio 
como determinar en el origen O los ejes principales de inertia de un cuerpo y los 
correspondientes momentos principales de inertia. 

1. Determination de los productos de inertia de masa de un cuerpo com- 

puesto. Los productos de inercia de masa de un cuerpo compuesto con respecto 
a los ejes coordenados pueden expresarse como la suma de los productos de iner- 
cia de las partes que constituyen diclio cuerpo con respecto a esos mismos ejes. Pa- 
ra cada una de las partes que constituyen al cuerpo, se puede utilizar el teorema 
de los ejes paralelos y escribir las ecuaciones (9.47) 

I X y = I x ',j' + mxy I yz = I y ' z ' + my z I zx = /, y + mzx 

donde las primas representan los ejes centroidales de cada una de las partes com- 
ponentes y donde x, y y z representan las coordenadas de sus centres de gravedad. 
Se debe recordar que los productos de inercia de masa pueden ser positivos, nega- 
tives o cere. Ademas, se debe estar seguro de tomar en cuenta los signos de x, y 
yz. 

a) Con base en las propiedades de simetria de una parte components, 

se puede deducir que dos o los tres productos de inercia de masa centroidales de 
dicha parte son iguales a cere. Por ejemplo, se puede verificar que para una placa 
delgada paralela al piano xy; para un alambre que se encuentra en un piano para- 
lelo al piano xy, para un cuerpo con un piano de simetria paralelo al piano xy, y 
para un cuerpo con un eje de simetria paralelo al eje z, los productos de inertia 
I ;I y e I ~ y son iguales a cero. 

Para placas rectangulares, circulares o semicirculares con ejes de simetria 
paralelos a los ejes coordenados; para alambres rectos paralelos a un eje coordena- 
do; para alambres circulares y semicirculares con ejes de simetria paralelos a los 
ejes coordenados, y para prismas rectangulares con ejes de simetria paralelos a 
los ejes coordenados, todos los productos de inercia l x ' y ’, I y ' z ' e Py son iguales a 
cero. 

b) Los productos de inertia de masa que son distintos a cero se pueden 
calcular a partir de las ecuaciones (9.45). Aun cuando, en general, se requiere de 
triple integration para determinar un producto de inercia de masa, se puede utili- 
zar una sola integration si el cuerpo dado puede dividirse en una serie de placas 
delgadas paralelas. Entonces, los calculos son similares a los expuestos en la leccion 
anterior para los momentos de inercia. 


(i continua ) 
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2. Calculo del momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje ar- 

bitrario OL. Eii la seccion 9.16 se derivo una expresion para el momento de iner- 
cia I 0 l, la cual esta dada en la ecuacion (9.46). Antes de calcular I OL , primero se 
deben determinar los momentos y productos de inercia de masa del cuerpo con 
respecto a los ejes coordenados dados, asi como los cosenos directores del vector 
unitario A a lo largo de OL. 

3. Calculo de los momentos principales de inercia de un cuerpo y determi- 
nacion de sus ejes principales de inercia. En la seccion 9.17 se vio que siem- 
pre es posible encontrar una orientation de los ejes coordenados para la cual los 
productos de inercia de masa son iguales a cero. Dichos ejes se conocen como 
los ejes principales de inercia y los momentos de inercia correspondientes se cono- 
cen como los momentos principales de inercia del cuerpo. En muchos casos, los 
ejes principales de inercia de un cuerpo pueden determinarse a partir de sus pro- 
piedades de simetria. El procedimiento requerido para determinar los momentos 
principales y los ejes principales de inercia de un cuerpo que no tiene propiedades 
de simetria obvias, se presento en la seccion 9.18 y se ilustro en el problema re- 
suelto 9.15. Dicho procedimiento consta de los siguientes pasos. 

a) Expandir el determinante en la ecuacion (9.55) y resolver la ecuacion 
cubica resultante. La solution puede obtenerse por prueba y error o, de preferen- 
cia, con una calculadora cientifica avanzada o con un programa computational apro- 
piado para tal fin. Las raices K\, K 2 y K :] de esta ecuacion son los momentos princi- 
pales de inercia del cuerpo. 

b) Para determinar la direccion del eje principal correspondiente a K h 

se sustituye ese valor en lugar de K en dos de las ecuaciones (9.54) y se resuelven 
diclias ecuaciones con la ecuacion (9.57) para encontrar los cosenos directores del 
eje principal correspondiente a K,. 

c) Repetir este procedimiento con K 2 y K 3 para determinar las direcciones 
de los otros dos ejes principales. Como una comprobacion de los calculos realiza- 
dos, se puede verificar que el producto escalar de algunos de los dos vectores uni- 
tarios que vaya a lo largo de los tres ejes que se obtuvieron sea igual a cero y que, 
por tanto, dichos ejes sean perpendiculares entre si. 


Problemas 



9.149 Para el dispositivo de acero que se muestra en la figura, deter- 
mine los productos de inercia de masa l xlJ , I yz e l zx . (La densidad del acero 
es de 7 850 kg/m 3 .) 

9.150 Para el elemento de maquina heclio de acero que se muestra 
en la figura, determine los productos de inercia de masa I XIJ , I lJZ e I zx . (La 
densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 .) 



9.151 y 9.1 52 Para el componente de maquina hecho de aluminio co- 
lado que se muestra en las figuras, determine los productos de inercia de 
masa I xy , I yz e I zx . (El peso especifico del aluminio es de 0.100 lb/in. 3 ) 



Figura P9.151 
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Figura P9.152 




Problemas 541 


9.153 a 9.156 Una section de hoja de acero con 2 nnn de espesor se 
corta y se dobla para formar el componente de maquina mostrado en la fi- 
gura. Si la densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 , determine los productos de 
inertia de masa I xy , I, JZ e I zx del componente. 






9.157 y 9.158 El arreglo mostrado en las figuras se formo con alam- 
bre de laton que tiene un peso por unidad de longitud w, determine los pro- 
ductos de inercia de masa l x , p I lJZ e I zx de la figura de alambre. 



Figura P9.157 


Figura P9.158 
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y 




Figura P9.163 


9.159 El arreglo mostrado en la figura se formo con un alambre de 
aluminio de 1.5 mm de diametro. Si la densidad del aluminio es de 2 800 
kg/m 3 , determine los productos de inercia de masa I XIJ , I yz e I zx de la figura 
de alambre. 

9.160 El arreglo mostrado en la figura se formo con un alambre del- 
gado de aluminio de diametro uniforme. Si la masa por unidad de longitud 
del alambre se denota con m' , determine los productos de inercia de masa 
l xy , I yz e I zx de la figura de alambre. 



9.161 Complete la obtencion de las ecuaciones (9.47) que expresan el 
teorema de los ejes paralelos para productos de inercia de masas. 

9.162 Para el tetraedro homogeneo de masa m que se muestra en la 
figura, a) determine por integration directa el producto de inercia de masa 
Izx y b) con base en el resultado del inciso a) deduzca I yz e I xy . 

9.163 En la figura se muestra un cilindro circular homogeneo de masa 
m. Determine el momenta de inercia de masa del cilindro con respecto a la 
linea que une al origen O y al punto A que se encuentra localizado sobre el 
perfmetro de la superfieie superior del cilindro. 

9.164 En la figura se muestra un cono circular homogeneo de masa 
m. Determine el momenta de inercia de masa del cono con respecto a la li- 
nea que une al origen O con el punto A. 



Figura P9.164 
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Para el elemento de maquina del problema 9.141 que se mues- 
tra en la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a la 
linea que une el origen O y el punto A. 



Determine el momento de inercia de masa del dispositivo de 
acero de los problemas 9.145 y 9.149 con respecto a un eje que pasa por el 
origen y que forma angulos iguales con los ejes x, ij y z. 

9.167 Una pi aca delgada con densidad uniforme y peso W esta do- 
blada en la forma que se muestra en la figura. Determine su momento de 
inercia de masa con respecto a la linea que une el origen O y el punto A. 

9.1 6f Una pieza de hoja de metal con espesor t y peso especifico y se 
corta y se dobla para formar el componente de maquina mostrado en la fi- 
gura. Determine su momento de inercia de masa con respecto a una linea 
que une al origen O y al punto A. 

9.169 Para los componentes de maquina de los problemas 9.136 y 
9.155, determine el momento de inercia de masa con respecto a un eje que 
pasa por el origen y que esta caracterizado por el vector unitario A = (— 4i + 

8j + k)/9. 

9.170 a 9. Para el arreglo de alambre del problema indicado, de- 
termine el momento de inercia de masa con respecto a un eje que pasa por 
el origen y que esta caracterizado por el vector unitario A = (— 3i — 6j + 
2k)/7. 

9.170 Problema 9.148. 

9.171 Problema 9.147. 

9. 1 72 Problema 9. 146. 

9.173 Para el prisma rectangular mostrado en la figura, determine los 
valores de las relaciones b/a y c/a tales que el elipsoide de inercia del prisma se 
transforme en una esfera cuando se calcule en a) el punto Ay b) el punto B. 




Figura P9.167 

y 



Figura P9.168 


x 


Figura P9.173 
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Figura P9.175 


Para el cono circular recto del problema resuelto 9.11, deter- 
mine el valor de la relation a/h tal que el elipsoide de inercia del cono se 
transforme en una esfera cuando se calcule en a) el apice del cono y b) el 
centra de la base del cono. 

Para el cilindro circular homogeneo de radio a y longitud L que 
se muestra en la figura, determine el valor de la relation a/L tal que el elip- 
soide de inercia del cilindro se transforme en una esfera cuando la inercia se 
calcule en a) el centroide del cilindro y b) el punto A. 

9.176 Dados un cuerpo arbitrario y tres ejes rectangulares x, y y z, de- 
muestre que el momenta de inercia de masa del cuerpo con respecto a cual- 
quiera de los tres ejes no puede ser mayor que la suma de los momentos de 
inercia de masa del cuerpo con respecto a los otros dos ejes. Esto es, de- 
muestre que se cumple la desigualdad I x < I y + I , asi como las otras desi- 
gualdades. Ademas, demuestre que si el cuerpo es un solido homogeneo de 
revolution entonces I y > \l x , donde x es el eje de revolution y y es el eje 
transversal. 


9.177 Considere un cubo de masa m y lados de longitud a. a) De- 
muestre que el elipsoide de inercia en el centra del cubo es una esfera y uti- 
lice esta propiedad para determinar el momenta de inercia del cubo con res- 
pecto a una de sus diagonales. b) Demuestre que el elipsoide de inercia en 
una de las esquinas del cubo es un elipsoide de revolution y determine los 
momentos principales de inercia del cubo en dicho punto. 

9. 1 78 Dados un cuerpo homogeneo de masa m y de forma arbitraria, 
asi como los tres ejes rectangulares x, y y z con origen en O, demuestre que 
la suma de los momentos de inercia de masa I x + I y + I z del cuerpo no 
puede ser menor que la suma de los momentos de inertia de una esfera del 
mismo material y masa m con centra en O. Ademas, con el resultado del pro- 
blema 9.176, demuestre que si el cuerpo es un solido de revolution, donde 
x es el eje de revolution, su momenta de inercia de masa I y alrededor del 
eje transversal y no puede ser menor que 3ma/10, donde a es el radio de 
una esfera con la misma masa y del mismo material. 



*9.1 79 En la figura se muestra un cilindro circular homogeneo de masa 
m. El diametro OB de la cara superior forma un angulo de 45° con los ejes 
x y z. a) Determine los principales momentos de inercia de masa del cilin- 
dro en el origen O. b) Calcule los angulos que los ejes principales de iner- 
cia en O forman con los tres ejes coordenados. c) Trace el cilindro y mues- 
tre la orientation que tienen sus ejes principales de inercia con respecto a 
los ejes x, y y z. 

9.180 a 9.18' Para el componente que se describe en el problema 
indicado, determine a) los momentos principales de inercia de masa en el 
origen y b) los ejes principales de inercia en el origen. Dibuje el cuerpo y 
muestre la orientation que sus ejes principales de inercia tienen con respecto 
a los ejes x, y y z. 

*9.180 Problema 9.165. 

* 9.181 Problemas 9.145 y 9.149. 

*9.182 Problema 9.167. 

*9.183 Problema 9.168. 

* 9.184 Problemas 9.148 y 9.170. 


R EPASO Y RESUME N 
DEL CAPITULO 9 


En la primera mitad de este capitulo se expuso la determination 
de la resultante R de las fuerzas AF distribuidas sobre un area plana 
A cuando las magnitudes de dichas fuerzas son proportionates, 
tanto a las areas A A de los elementos sobre las cuales actuan, como 
a las distancias y desde dichos elementos hasta un eje dado x; por 
consiguiente, se tiene A F = ky A A. Se encontro que la magnitud 
de la resultante R es proporcional al primer momento Q x = fy dA 
del area A, mientras que el momento de R con respecto al eje x 
es proporcional al segundo momento o momento de inercia, I x 
= fy 1 dA de A con respecto al mismo eje [section 9.2], 

Los momentos rectangulares de inercia I x e I,, de un area [sec- 
cion 9.3] se obtuvieron al evaluar las integrales 

I x = f i/dA I y = f X 2 dA (9.1) 

Estos calculos se pueden reducir a una sola integration seleccio- 
nando dA como una tira delgada paralela a uno de los ejes coor- 
denados. Tambien se debe recordar que es posible calcular I x e I y 
a partir de la misma tira elemental (figura 9.35) utilizando la 
formula para el momento de inercia de un area rectangular [pro- 
blema resuelto 9.3]. 



Figura 9.35 


El momento polar de inercia de un area A con respecto al polo 
O [section 9.4] se definio como 

Jo = jr 2 dA (9.3) 

donde r es la distancia que hay desde O hasta el elemento de area 
dA (figura 9.36). Observe que r 2 = x 2 + y 2 establecio la relation 

Jo = h + Iy (9.4) 


Momentos rectangulares de inercia 



Figura 9.36 


Momento polar de inercia 
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Radio de giro 


Teorema de los ejes paralelos 



Areas compuestas 


El radio de giro de un area A con respecto al eje x [section 
9.5] se definio como la distancia k x , donde I x = k x A. Con defini- 
ciones similares como los radios de giro de A con respecto al eje ij 
y con respecto a O, se obtuvo 



En la section 9.6 se presenta el teorema de los ejes paralelos, el cual 
establece que el momenta de inercia I de un area con respecto a un 
eje dado AA ' (figura 9.37) es igual al momenta de inercia I del area con 
respecto al eje centroidal BB' que es paralelo AA’ mas el producto del 
area A y el cuadrado de la distancia d entre los dos ejes: 

1 = 1 + Ad 2 (9.9) 

La formula anterior tambien puede utilizarse para determinar el 
momenta de inercia I de un area con respecto a un eje centroidal 
BB' cuando se conoce su momenta de inercia I con respecto de 
un eje paralelo AA'. Sin embargo, en este caso se debe restar el 
producto Ad 2 del momenta de inercia I conocido. 

Una relation similar se cumple entre el momenta polar de iner- 
cia Jo de un area con respecto a un punto O y el momenta polar 
de inercia J c de la misma area con respecto a su centroide C. Re- 
presentando con d la distancia entre O y C, se tiene 

J 0 = ~J c + Ad 2 (9.11) 

El teorema de los ejes paralelos se puede utilizar en forma 
efectiva para calcular el momento de inercia de un area compues- 
ta con respecto a un eje dado [section 9.7], Considerando cada 
area componente por separado, primero se calcula el momento de 
inercia de cada area con respecto a su eje centroidal, con la infor- 
mation proporcionada en las figuras 9.12 y 9.13 cuando sea posi- 
ble. Entonces se aplica el teorema de los ejes paralelos para deter- 
minar el momento de inercia de cada una de las areas componentes 
con respecto al eje deseado y se suman los valores obtenidos de 
esta forma [problemas resueltos 9.4 y 9.5]. 


Las secciones 9.8 a la 9.10 estuvieron dedicadas a la transfor- 
mation de los momentos de inercia de un area mediante una 
rotacion de ejes coordenados. En primer lugar, se definio el pro- 
ducto de inercia de un area A como 

I xy = jxydA (9.12) 

y se demostro que I XJ = 0 si el area A es simetrica con respecto a 
uno de ambos ejes coordenados. Tambien se derivo el teorema de 
los ejes paralelos para productos de inercia. Se obtuvo 

Ixy = Ix',/ + *y A (9-13) 

donde I x y es el producto de inercia del area con respecto a los ejes 
centroidales x’ y y’ que son paralelos a los ejes x y y, respectivamen- 
te, xyy son las coordenadas del centroide del area [section 9.8], 


Repaso y resumen del capitulo 9 



En la section 9.9 se determinaron los momentos y el produc- 
to de inertia T x /, I,,- e I x ' tJ ' de un area con respecto a los ejes %' y 
y ’ que fueron obtenidos rotando los ejes coordenados x y y origi- 
nales a traves de un angulo 9 en sentido contrario al del movimien- 
to de las manecillas del reloj (figura 9.38). Se expreso I x ', I y > e I x ' y ' 
en terminos de los momentos y el producto de inercia I x , I y e I xy 
calculados con respecto a los ejes x y y originales. Se obtuvo que 

I x = I x + I y + CQS 20 _ sen w (g 18) 

I lf = ^ 9 hj ~ ^ 2 Iy cos 26 + lx 'J sen 29 (9 ' 19) 
I x ’ y ' = ~ ~ — ^sen 26 + I xy cos 29 (9.20) 

Los ejes principciles del area con respecto a O se definieron co- 
mo los dos ejes perpendiculares entre si respecto a los cuales los 
momentos de inercia de un area son maximo y minimo. Los valo- 
res correspondientes de 9, representados por 9, n , se obtuvieron a 
partir de la formula 

tan 2 9 m = - J* (9.25) 

l x l y 

Los valores maximo y minimo correspondientes de 1 son llamados 
los momentos principales de inercia del area con respecto a O; se 
obtuvo 

f max.rnm = ± ^ ^ + ^ 

Tambien se seiialo que el valor correspondiente del producto de 
inercia es cero. 

La transformation de los momentos y el producto de inercia 
del area bajo rotation de ejes puede representarse con graficas al 
dibujar el circulo de Mohr [section 9.10], Dados los momentos y 
el producto de inercia I x , I y e l xy del area con respecto a los ejes 


Rotacion de ejes 


Ejes principales 


Momentos principales de inercia 


Circulo de Mohr 
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Figura 9.39 



coordenados x y y se grafican los puntos X (I x , I xy ) y Y {I y , ~I XJ ) y 
se dibuja la lfnea que une estos dos puntos (figura 9.39). Esta linea 
es un diametro del circulo de Mohr y, por tanto, define dicho 
circulo. Conforme se rotan los ejes coordenados a traves de un an- 
gulo 9, el diametro rota a traves del doble de dicho dngulo y las co- 
ordenadas de X' y Y' proporcionan los nuevos valores I x >, Iy e / x y 
de los momentos y el producto de inercia del area. Ademas, el an- 
gulo 9 m y las coordenadas de los puntos AyB definen los ejes prin- 
cipales a y b y los momentos principals de inercia del area [pro- 
blema resuelto 9.8], 


Momentos de inercia de masas 



La segunda parte del capitulo estuvo dedicada a calcular los 
momentos de inercia de masas, los cuales aparecen en dinamica en 
problemas que involucran la rotation de un cuerpo rfgido alrede- 
dor de un eje. El momento de inercia de masa de un cuerpo con 
respecto a un eje AA' (figura 9.40) se definio como 

I = f r 2 dm (9.28) 

donde r es la distancia desde AA' liasta el elemento de masa [sec- 
tion 9.11]. El radio de giro del cuerpo de definio como 


k = 



(9.29) 


Los momentos de inercia de un cuerpo con respecto a los ejes 
coordenados se expresaron de la siguiente manera 

I x = J ( y 2 + 2 2 ) dm 

I y = f (z 2 + x 2 ) dm (9.30) 

I z = j (x 2 + ’/) dm 


Repaso y resumen del capitulo 9 


Se vio que el teorema de los ejes paralelos tambien se aplica a 
los momentos de inercia de masa [section 9.12], Por tanto, el mo- 
menta de inertia I de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario 
AA' (figura 9.41) puede expresarse como 

1 = 1 + md 2 (9.33) 

donde I es el momento de inercia del cuerpo con respecto al eje 
centroidal BB’ que es paralelo al eje AA', m es la masa del cuerpo 
y d es la distancia entre los dos ejes. 





Los momentos de inercia de placas delgadas se pueden obtener Momentos de inercia de placas delgadas 
a partir de los momentos de inercia de sus areas [section 9.13]. Se 
encontro que para una placa rectangular los momentos de inercia 
con respecto a los ejes mostrados (figura 9.42) son 

W = i \ma 2 I BB ' = + 2 n 'ib 2 (9.39) 

Icc- = Iaa' + l BB ' = 12 Ma 2 + b 2 ) (9.40) 

mientras que para una placa circular (figura 9.43) estan dados por 

Iaa- = I BB - = \mr 2 (9.41) 

Icc- = Iaa- + Ibb- = 2 mr " (9.42) 

Cuando un cuerpo posee dos pianos de simetria, es posible uti- Cuerpos compuestos 
lizar una sola integration para determinar su momento de inercia 
con respecto a un eje dado si se selecciona el elemento de masa 
dm como una placa delgada [problemas resueltos 9.10 y 9.11], Por 
otra parte, cuando un cuerpo consta de varias formas geometri- 
cas comunes, su momento de inercia con respecto a un eje dado 
puede obtenerse con las formulas proporcionadas en la figura 9.28 
con el teorema de los ejes paralelos [problemas resueltos 9.12 y 
9.13], 


En la ultima parte del capitulo se aprendio a determinar el mo- Momento de inercia con respecto a un eje 
mento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario OL arbitrario 
que se dibuja a traves del origen O [section 9.16], Si se presentan 
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Figura 9.44 


Elipsoide de inercia 


Ejes principales de inercia 
Momenos principales de inercia 


con A a , A y A - las componentes del vector unitario A a lo largo de 
OL (figura 9.44) y se introducen los productos de inercia 

I xy = J xy dm I yz = j yz dm I zx = J zx dm (9.45) 

se encontro que el momento de inercia del cuerpo con respecto a 
OL se pueden expresar como 

Iol = IX + + I-X - -2I„M V - 2 lyzKjK - 2^A z A x (9.46) 



Figura 9.45 


Graficand o un punto (j a lo largo de cada eje OL a una distan- 
cia OQ = IPs/Iol desde O [seccion 9.17], se obtuvo la superficie de 
un elipsoide, conocido como el elipsoide de inercia del cuerpo en el 
punto O. Los ejes principales x' , y' y z' de este elipsoide (figura 
9.45) son los ejes principales de inercia del cuerpo; esto es, los pro- 
ductos de inercia I x y, e I z - x > del cuerpo con respecto a dichos 
ejes son iguales a cero. Existen muchas situaciones en las cuales se 
pueden deducir los ejes principales de inercia de un cuerpo a partir 
de las propiedades de simetrfa de este ultimo. Entonces, si se selec- 
cionan los ejes principales como los ejes coordenados, se puede ex- 
presar a Iol como 

Iol = hX + I,/ Ay' + hX (9.50) 

donde I x ', I,,' e I z - son los momentos principales de inercia del cuer- 
po en O. 

Cuando no se pueden obtener los ejes principales de inercia por 
inspection [seccion 9.17], es necesario resolver la ecuacion cubica 

K 3 - (. I x + Iy + L)K 2 + (I x ly + IyL + IJ % ~ l^y ~ 1^ ~ I^K 
- (Uyl, - Uyz - Iy 4 ~ Ulj ~ 2 I xy Iy Z IJ = 0 (9.56) 

Se encontro [seccion 9.18] que las raices K\, K z y K 3 de esta 
ecuacion son los momentos principales de inercia del cuerpo dado. 
Entonces, se determinan los cosenos directores (A x )i, (A„)i y (A-)i 
del eje principal correspondiente al momento principal de inercia 
K] sustituyendo K\ en las ecuaciones (9.54) y resolviendo simul- 
taneamente dos de esas ecuaciones y la ecuacion (9.57). Despues 
se repite el mismo procedimiento con K z y K :i para determinar los 
cosenos directores de los otros dos ejes principales [problema re- 
suelto 9.15], 


Problemas de repaso 


Para el area sombreada que se muestra en la figura, determine 
por integration directa los momentos de inercia con respecto a los ejes x y tj. 



Para el area sombreada que se muestra en la figura, determine 
los momentos de inercia y el radio de giro con respecto a los ejes x y y. 



Figura P9.186 


Para el area sombreada que se muestra en la figura, determine 
el momento de inercia y el radio de giro con respecto al eje y. 



Figura P9.187 




Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 


9.18 Para el area sombreada que se muestra en la figura, determine 
los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y. 


y 



Figura P9.188 


9.1 89 Para el area que se muestra en la figura, determine el momenta 
polar de inercia con respecto a a) el punto O y b) el centroide del area. 



9 . 90 Con el proposito de construir una viga asimetrica, se sueldan 
entre si dos angulos L76 X 76 X 6.4 mm y dos angulos L152 X 102 X 
12.7 mm, como se muestra en la figura. Determine los momentos de iner- 
cia de la section combinada con respecto a sus ejes centroidales x y ij. 




Figura P9.190 


9.191 Para la section transversal del angulo L5 X 3 X j in. que se 
muestra en la figura, utilice el teorema de los ejes paralelos y determine el 
producto de inercia con respecto a los ejes centroidales x y y. 

9.192 Para la section transversal del angulo L5 X 3 X | in. que se 
muestra en la figura, utilice el circulo de Mohr y determine a) los momen- 
tos y productos de inercia con respecto a los nuevos ejes centroidales que se 
obtienen al rotar los ejes x y y un angulo de 30° en el mismo sentido que las 
manecillas del reloj, b) la orientation de los ejes principals a traves del cen- 
troide y los valores correspondientes de los momentos de inercia. 


Problemas de repaso 
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9.1 93 El componente de maquina que se muestra en la figura se corto 
de una pieza de hoja de metal delgada y uniforme. Si la masa del compo- 
nente se representa con m, determine su momenta de inercia de masa con 
respecto a a) el eje x y b) el eje y. 



9.194 El componente de maquina que se muestra en la figura se corto 
de una pieza de hoja de metal delgada y uniforme. Si la masa del compo- 
nente se representa con rn, determine su momenta de inercia de masa con 
respecto a a) el eje AA'y b) el eje BB ' , donde los ejes AA' y BB' son para- 
lelos al eje x y se encuentran en un piano paralelo y que esta a una distan- 
cia a por encima del piano xz. 

9.195 Una pieza gruesa de 2 mm de hoja de acero se corta y se dobla 
para formar el componente de maquina que se muestra en la figura. Si se 
sabe que la densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 , determine el momenta de 
inercia de masa del componente con respecto a cada uno de los ejes coor- 
denados. 

9.196 Para el elemento de maquina hecho de acero que se muestra 
en la figura, determine los momentos de inercia de masa y los radios de giro 
con respecto a los ejes x y y. (La densidad del acero es de 7 850 kg/m 3 .) 




Figura P9.196 


Problemas de computadora 


9. Cl Para un area con momentos y productos de inercia conocidos 
I x , l y e I xy , ntilice software para calcular los momentos y productos de iner- 
cia I x ', I y ' e I x ' y ' del area con respecto a los ejes x' y y' obtenidos al rotar, 
en un angulo 8 y en sentido inverso al de las manecillas del reloj, los ejes 
originales. Utilice este programa para calcular I x >, J, y > e I x y de la section 
del problema resuelto 9.7 con valores de 8 desde 0 hasta 90° con incre- 
mentos de 5°. 

9.C2 Para un area con momentos y productos de inercia conocidos l x , 
I ;/ e I xy , utilice software para calcular la orientation de los ejes principales 
del area y los valores correspondientes de los momentos de inercia princi- 
pales. Utilice este programa para resolver a) el problema 9.89, b) el problema 
resuelto 9.7. 

9.C3 En la figura se muestra como las secciones transversales pueden 
aproximarse mediante una serie de rectangulos. Con un software calcule los 
momentos de inercia y los radios de giro de secciones transversales de esta 
forma con respecto a sus ejes centroidales horizontal y vertical. Utilice este 
programa en las secciones transversales mostradas en a) las figuras P9.31 y 
P9.33, b) las figuras P9.32 y P9.34, c) la figura P9.43 y d ) la figura P9.44. 



Figura P9.C3 y P9.C4 


En la figura se muestra como las secciones transversales pueden 
aproximarse mediante una serie de rectangulos. Con un software calcule los 
productos de inercia de las secciones transversales de este tipo con respecto 
a sus ejes centroidales horizontal y vertical. Utilice este programa para re- 
solver a) el problema P9.71, b) el problema P9.75, c) el problema P9.77. 
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9.C5 El area mostrada en la figura se rota alrededor del eje x para for- 
mar un solido homogeneo de masa m. Aproxime esta area usando una serie 
de 400 rectangulos de la forma bcc'b ' , cada uno con un ancho A l, y utilice 
software para determinar el momenta de inercia de masa del solido de re- 
volution con respecto al eje x. Use este programa para resolver a) el pro- 
blema resuelto 9.11, b) el problema 9.121. Suponga que en estos problemas 
m = 2 kg, a = 100 mm y h = 400 mm. 



9.C6 Un alambre homogeneo con un peso por unidad de longitud de 
0.04 lb/ft se usa para formar la figura que se muestra. Aproxime esta figura 
usando 10 segmentos de lrnea recta y utilice software para determinar el mo- 
menta de inercia de masa I x del alambre con respecto al eje x. Utilice este 
programa para determinar l x cuando a) a = 1 in., L = 11 in., h = 4 in., 
b) a = 2 in., L = 17 in., h = 10 in. y c) a = 5 in., L = 25 in. y h = 6 in. 



*9.C7 Para un cuerpo con momentos y productos de inercia de masa 
conocidos I x , J„, I z , I xlJ , I IJZ e I zx , utilice software para calcular los momentos 
de inercia de masa principales K t , K 2 y K 3 del cuerpo en el origen. Utilice 
este programa para resolver el inciso a) del a) problema 9.180, b) problema 
9.181 y c) problema 9.184. 

En la configuration del problema 9.C7 incluya el calculo de los 
angulos que forman los ejes principales de inercia en el origen con los ejes 
coordenados. Utilice este programa para resolver a ) el problema 9.180, b) el 
problema 9.181 y c) el problema 9.184. 


El metodo del trabajo virtual es particularmente 
efectivo cuando puede encontrarse una relacion 
simple entre los desplazamientos de los puntos 
de aplicacion de las diferentes fuerzas involu- 
cradas. Es el caso de la plataforma levadiza de 
tijeras que utilizan los trabajadores de la 
fotografi'a para obtener acceso a un puente de 
carretera en construction. 
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10.1. INTRODUCCION 


CAPITULO 10 METODO DEL 
TRABAJO VIRTUAL 

Introduccion 
Trabajo de una fuerza 
Principio del trabajo virtual 
Aplicaciones del principio del 
trabajo virtual 

Maquinas reales. Eficiencia 
mecanica 

Trabajo de una fuerza durante un 
desplazamiento finito 
Energfa potencial 
Energfa potencial y equilibrio 
Estabilidad del equilibrio 



O 

Figura 10.1 


En los capitulos anteriores los problemas relacionados con el equilibrio 
de cuerpos rigidos se resolvieron al considerar que las fuerzas aplicadas 
sobre los mismos estaban balanceadas. Se plantearon y resolvieron las 
ecuaciones de equilibrio = 0, 2F y = 0 y 2M A = 0 para determinar 
el valor de las incognitas. Sin embargo, un metodo que ha resultado ser 
mas eficiente para resolver cierto tipo de problemas de equilibrio es el 
basado en el principio de trabajo virtual, el cual fue utilizado por prime- 
ra vez en el siglo xvm por el matematico suizo Jean Bernoulli. 

Como se vera en la section 10.3, el principio del trabajo virtual 
establece que si a una particula o un cuerpo rfgido o en general un sis- 
tema de cuerpos rigidos unidos, los cuales estan en equilibrio bajo la 
action de varias fuerzas externas, se les aplica un desplazamiento arbi- 
trario a partir de la position de equilibrio, el trabajo realizado por las 
fuerzas externas durante el desplazamiento sera cero. Este principio es 
efectivo cuando se aplica a la solution de problemas relacionados con 
el equilibrio de maquinas o mecanismos que estan eonstituidos por va- 
rios elementos conectados entre si. 

En la segunda parte del capitulo se aplicara el metodo del trabajo 
virtual en forma alternativa basada en el concepto de energia poten- 
cial. En la section 10.8 se estudiara que si una particula, cuerpo rfgi- 
do o sistema de cuerpos rigidos estan en equilibrio, la derivada de la 
energia potencial con respecto a la variable que define la position de- 
be ser cero. 

Tambien en este capitulo se aprendera a evaluar la eficiencia me- 
canica de una maquina (section 10.5) y poder determinar si la position 
de equilibrio es estable, inestable o neutra (section 10.9). 


*10.2. TRABAJO DE UNA FUERZA 

Primero se definiran los conceptos de desplazamiento y trabajo como se 
usan en la mecanica. Considere que la particula mostrada (figura 10.1) 
se mueve del punto A a un punto cercano A'. Si con r se denota el vec- 
tor de position correspondiente al punto A, el pequeno vector que une 
aA con A' debe representarse con el diferencial dr; al vector dr se le lla- 
ma desplazamiento de la particula. Suponga que sobre la particula actua 
una fuerza F, el trabajo de la fuerza F correspondiente al desplazamien- 
to dr se define como la cantidad 


dU = F • dr (10.1) 

la cual se obtiene al formar el producto escalar del vector de fuerza F 
con el vector de desplazamiento dr. Si se representan con F y ds las 
magnitudes de la fuerza y el desplazamiento, respectivamente, y con a 
el angulo que forman los vectores F y dr y, recordando la definition 
del producto escalar de dos vectores (section 3.9), se escribe 

dU = F ds cos a (10.1') 

Como el trabajo es una cantidad escalar, este tiene magnitud y signo 
pero no direction. Tambien note que el trabajo debe estar expresado 
en unidades obtenidas al multiplicar unidades de longitud por unidades 
de fuerza. Asi, en el sistema de unidades de uso comun en Estados 
Unidos el trabajo se expresa en unidades de ft • lb o in. • lb. Pero si se 


558 




usan unidades del SI, entonces el trabajo se expresa en N • m. A esta 
unidad se le denomina joule (J). 1 

Con base en la ecuacion (10.1') se puede concluir que el trabajo 
dU es positivo si el angulo a es agudo y negativo si el angulo a es ob- 
tuso. Existen tres casos de interes especial: si el vector fuerza F tiene 
la misma direction que el vector desplazamiento dr, entonces el tra- 
bajo dU se reduce a F ds, pero si F tiene direction opuesta a dr, en- 
tonces el trabajo se obtiene eomo dU = -F ds. Por ultimo, si F es per- 
pendicular a dr, el trabajo dU es igual a cero. 

Tambien el trabajo dU de una fuerza F durante un desplazamiento 
dr se puede considerar eomo el producto de F con la eomponente ds 
cos a del desplazamiento dr a lo largo de F (figura 10.2a). Este en- 
foque es muy practico cuando se desea determinar el trabajo realizado 



a) 

Figura 10.2 


b) 


por el peso W de un cuerpo (figura 10.2 b). En este caso, el trabajo W 
es igual al producto de W y el desplazamiento vertical dij del centra 
de gravedad G del cuerpo. Si el desplazamiento es hacia abajo, el tra- 
bajo realizado es positivo, pero si el desplazamiento es hacia arriba, en- 
tonces el trabajo realizado sera negativo. 

Hay cierto numero de fuerzas que se estudian en estatica y que no 
realizan trabajo : fuerzas aplicadas a puntos fijos (ds = 0) o que actuan 
en direction perpendicular al desplazamiento (cos a = 0). Dentro de 
este tipo de fuerzas se pueden citar las fuerzas de reaction que se ge- 
neran en pernos sin friction cuando el cueipo que se sostiene rota con 
respecto al pemo; las fuerzas de reaction en superficies sin friction 
cuando el cuerpo en contacto se mueve a lo largo de la superficie; la 
fuerza de reaction que genera un rodillo cuando se mueve a lo largo 
de un riel; el peso de un cueipo cuando su centra de gravedad se mue- 
ve en forma horizontal, y la fuerza de friction que una rueda genera 
cuando esta gira sin deslizarse (debido a que en todo instante el pun- 
to de contacto no se mueve). Algunos ejemplos de fuerzas que si rea- 
lizan trabajo son el peso del cueipo (excepto en el caso considerado 
anteriormente), la fuerza de friction que actua en un cuerpo que se 
desliza sobre una superficie rugosa y la mayorfa de las fuerzas que ac- 
tuan sobre un cuerpo en movimiento. 


1 0.2. Trabajo de una fuerza ggg 



Fotografia 10.1 Las fuerzas ejercidas por los 
cilindros hidraulicos para posicionar el elevador 
de canasta mostrado en la fotografia pueden 
determinarse de manera efectiva mediante el 
metodo del trabajo virtual; lo anterior es posible 
porque existe una relacion simple entre los 
desplazamientos de los puntos de aplicacion de 
las fuerzas que actuan sobre los elementos del 
elevador. 


f El joule es la unidad de energia en las unidades del SI, sin importar si dicha energia 
esta en forma mecanica (trabajo, energia potential y energia cinetica), quimica, electrica o 
termica. Se debe notar que aunque N • m = J, el momenta de una fuerza debe expresar- 
se en N • m y no en joules, puesto que el momenta de una fuerza no es una forma de ener- 
gta. 
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Metodo del trabajo virtual 


En ciertos casos, la suma del trabajo realizado por varias fuerzas 
es cero. Por ejemplo, considerense los dos cuerpos rfgidos AC y BC 
conectados en C mediante un pemo sin friction (figura 10.3a). Entre 
las fuerzas que actuan en AC esta la fuerza F ejercida en C por BC. 



Figura 10.3 



En general, el trabajo de esta fuerza no sera cero, pero este sera igual 
en magnitud y de signo opuesto al trabajo generado por la fuerza — F 
ejercida por AC sobre BC debido a que estas fuerzas son iguales y 
opuestas y se aplican sobre la misma partfcula. Asf, cuando se conside- 
ra el trabajo total realizado por todas las fuerzas que actuan sobre AB 
y BC, el trabajo realizado por las dos fuerzas internas en C se anula. 
Se puede obtener una conclusion analoga al considerar un sistema com- 
puesto de dos bloques conectados mediante una cuerda inextensible 
AB (figura 10.3b). El trabajo de la fuerza de tension T en A es igual 
en magnitud al trabajo realizado por la fuerza de tension T' en B, de- 
bido a que estas dos fuerzas tienen la misma magnitud y los puntos A 
y B recorren la misma distancia; sin embargo, en un caso el trabajo es 
positivo mientras que en el otro es negativo y, de nuevo, el trabajo rea- 
lizado por las fuerzas internas se cancela. 

Se puede demostrar que el trabajo total de las fuerzas internas que 
mantienen unido a un cuerpo rfgido es cero. En este caso, considere 
dos partfculas Ay B de un mismo cuerpo rfgido y dos fuerzas F y — F 
iguales y opuestas que actuan una sobre la otra (figura 10.4). Como en 



general los desplazamientos pequenos dr y dr' de las dos partfculas son 
diferentes, las componentes de estos desplazamientos a lo largo de AB 
deben ser iguales; de otra manera, las partfculas no permanecerfan a 
la misma distancia una con respecto a la otra, por tanto, el cuerpo 
no serfa rfgido. En este sentido, el trabajo de F es igual en magnitud 
y opuesto en signo al trabajo de — F, y su suma es cero. 

Al calcular el trabajo de las fuerzas extemas que actuan sobre un 
cuerpo rfgido es conveniente considerar el trabajo de un par sin con- 
siderar por separado el trabajo de cada una de las dos fuerzas que lo 


forman. Considere las dos fuerzas F y — F que forman un par de mo- 
mento M, las cuales actuan sobre un cuerpo rfgido (figura 10.5). Cual- 
quier desplazamiento pequeno del cuerpo rfgido que lleve a A y B a 
A' y B", respectivamente, puede dividirse en dos partes, una en la cual 
los puntos A y B sufren desplazamientos iguales chi y la otra en la 
cual A' permanece fijo mientras que B' se mueve a B" mediante un 
desplazamiento (ho de magnitud ds 2 = r dO. Durante la primera par- 
te del movimiento, el trabajo de F es igual en magnitud y opuesto en 
signo al trabajo de — F y por tanto su suma es cero. Sin embargo, en 
la segunda parte del movimiento solo la fuerza F hace trabajo y este 
es igual a dU = F ds 2 = Fr d6. Pero el producto Fr es igual a la mag- 
nitud M del momenta del par. De esta manera, el trabajo de un par de 
momenta M que actua sobre un cuerpo rfgido es: 

dU = M d9 (10.2) 

donde d6 representa el angulo pequeno que rota el cuerpo, expresado 
en radianes. Se debe enfatizar nuevamente que el trabajo debe estar 
expresado en unidades que se obtienen al multiplicar unidades de 
fuerza por unidades de longitud. 
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Figura 10.5 


*10.3. PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL 

Considere una parrfcula sobre la que actuan varias fuerzas F | . F 2 , .... F„ 
(figura 10.6). Suponga que la parrfcula realiza un desplazamiento peque- 
no desde A hasta A', el cual en ocasiones es posible, pero no necesaria- 
mente sucede. Las fuerzas pueden estar balanceadas y la parrfcula en re- 
poso o la parrfcula puede moverse bajo la action de las fuerzas dadas en 
una direction diferente a la de AA'. A este desplazamiento, denotado 
por Sr, se le llama desplazamiento virtual, puesto que en realidad no su- 
cede. El sunbolo Sr representa una diferencial de primer orden y se le 
usa para distinguir el desplazamiento virtual del desplazamiento clr que 
podrfa suceder si la parrfcula estuviera en movimiento. Como se vera 
mas adelante, los desplazamientos virtuales pueden usarse para determi- 
nar si se satisfacen las condieiones de equilibrio de una parrfcula dada. 

Al trabajo realizado por las fuerzas F ,, F 2 , . . . , F„ durante el des- 
plazamiento virtual Sr se le llama trabajo virtual. El trabajo virtual de 
todas las fuerzas que actuan sobre la parrfcula de la figura 10.6 es 

8U = Fj • Sr + F 2 • Sr + ■ ■ • + F„ • Sr 
= (Ft + F 2 + ■ ■ ■ + F„) ■ Sr 
o 

8U = R • Sr (10.3) 

donde con R se representa la resultante de las fuerzas dadas. Por tan- 
to, el trabajo virtual total realizado por las fuerzas F 1; F 2 , . . . , F„ es 
igual al trabajo virtual realizado por su resultante R. 

El principio del trabajo virtual para una parrfcula establece que si 
una particula esta en equilibrio, el trabajo virtual total de las fuerzas que 
actuan sobre la particula es cero para cualquier desplazamiento virtual 
de la particula. Asl, esta condition necesaria establece que si la parrfcu- 
la esta en equilibrio, la resultante R de las fuerzas es cero y, por tanto, 
se concluye con base en la ecuacion (10.3) que el trabajo virtual S U 
es cero. La condition es suficiente para afirmar que si el trabajo vir- 
tual S U es cero para cualquier desplazamiento virtual, el producto escalar 
R • Sr es cero para cualquier Sr, y que la resultante R debe ser cero. 
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En el caso de un cuerpo rigido, el principio del trabajo virtual es- 
tablece que si el cuerpo rigido estd en equilibrio, el trabajo virtual 
total de las fuerzas externas que actuan sobre el cuerpo rigido es cero 
para cualquier desplazamiento virtual del cuerpo. Esta condicion ne- 
cesaria establece que si el cuerpo esta en equilibrio, todas las particu- 
las que lo forman estan en equilibrio y el trabajo virtual total de las 
fuerzas que actuan sobre todas las particulas debe ser cero. Pero en la 
section anterior se vio que el trabajo total de las fuerzas internas es ce- 
ro, por tanto, el trabajo total de las fuerzas externas tambien debe ser 
cero. Puede demostrarse que esta condicion tambien es suficiente. 

El principio del trabajo virtual se puede extender al caso de un sis- 
tema de cuerpos rigidos unidos. Si el sistema permanece unido durante 
un desplazamiento virtual, debe considerarse solo el trabajo de las 
fuerzas externas al sistema puesto que el trabajo de las fuerzas inter- 
nas entre las diferentes uniones del sistema es cero. 


*10.4. APLICACIONES DEL PRINCIPIO 
DEL TRABAJO VIRTUAL 

El principio del trabajo virtual es particularmente efectivo cuando se 
aplica a la solution de problemas que involucran maquinas o mecanis- 
mos compuestos de varios cuerpos rigidos coneetados entre si. Por 


p 




Figura 10.7 


ejemplo, la prensa de banco ACB mostrada en la figura 10.7a, la cual 
se usa para comprimir un bloque de madera. Se desea determinar la 
fuerza ejercida por la prensa sobre el bloque cuando se aplica en C 
una fuerza P suponiendo que no hay friction. Representando con Q la 
reaction que ejerce el bloque sobre la prensa, se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre de la misma y se considera el desplazamiento virtual que 
se obtiene al incremental" en forma positiva el angulo 8 en SO (figura 
10. lb). Al seleccionar un sistema de ejes coordenados con origen en 
A, se nota que x B se incrementa mientras que ij c disminuye. En la fi- 
gura se muestra un incremento positivo 8x B y un incremento negativo 
~8y c . Las reacciones A x , A y y N no realizan trabajo durante el des- 
plazamiento virtual considerado y solo se debe calcular el trabajo rea- 
lizado por PyQ Como Q y 8x B tienen sentidos opuestos, el trabajo 
virtual de Q es 8Uq = —Q 8x B . Como P y el incremento mostrado en 
la figura (— 8y c ) tienen el mismo sentido, el trabajo virtual de P es 
SU P = +P(~8y c ) = — P 8y c . El signo negativo en la relation anterior 
pudo haberse previsto al observar que las fuerzas Q y P tienen, res- 


pectivamente, direcciones opuestas a los ejes positivos x y y. Si se ex- 
presa las coordenadas x B y ijc en terminos del angulo 0 y diferencian- 
do, se obtiene 
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trabajo virtual 


x B = 2 1 sen 0 y c = l cos 0 

Sx B = 2/ cos 0 80 8y c = ~l sen 0 80 


(10.4) 


Por tanto, el trabajo virtual realizado por las fuerzas Q y P es 

SU = 8Uq + 8U P = -Q 8x b - P 8y c 
= —2 Ql cos 0 80 + Pi sen 0 80 

Estableciendo SU = 0 se obtiene 

2 Ql cos 0 80 = PI sen 0 80 (10.5) 

Q = \P tan 0 (10.6) 

En este problema es clara la superioridad del metodo del trabajo 
virtual sobre las ecuaciones de equilibrio convencionales: al utilizar 
el metodo del trabajo virtual se pudieron eliminar todas las reacciones 
desconocidas mientras que al plantear la ecuacion de equilibrio 2M A = 
0 solo se hubieran podido eliminar dos de estas. Esta propiedad del 
metodo del trabajo virtual se puede utilizar para resolver problemas 
relacionados con maquinas y mecanismos. Si el desplazamiento virtual 
considerado es consistente con las restricciones impuestas por los apoyos 
y uniones, todas las reacciones y las fuerzas internas se eliminan y solo 
debe considerarse el trabajo de las cargas, las fuerzas aplicadas y las 
fuerzas de friction. 

Tambien el metodo del trabajo virtual puede utilizarse para re- 
solver problemas que involucran estructuras completamente restringi- 
das, aunque en realidad nunca se presenten los desplazamientos vir- 
tuales considerados. Por ejemplo, considere el armazon ACB mostrado 
en la figura 10.8 a. Si se mantiene fijo el punto A mientras que al punto 
B se le aplica un desplazamiento virtual horizontal (figura 10.8 b), solo 
es necesario considerar el trabajo realizado por P y B v . Entonces, se 
puede determinar el valor de la componente de reaccion B, de la misma 



Fotografia 10.2 La fuerza de agarre de la 
abrazadera de seguro que se presenta en la 
fotografia puede ser expresada como una funcion 
de la fuerza aplicada a la manivela, 
estableciendo primero las relaciones geometricas 
entre los elementos de la abrazadera, para 
despues aplicar el metodo del trabajo virtual. 




Figura 10.8 
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Metodo del trabajo virtual 


forma en que se calculo la fuerza Q del ejemplo anterior (figura 10.7b); 
por tan to, se obtiene 

B x = — \P tan 6 

En forma analoga se puede determinar la componente de la reaccion 
A x al mantener fijo el punto B y aplicar un desplazamiento virtual ho- 
rizontal al punto A. Las restantes componentes A y y B ;/ se pueden 
calcular rotando el armazon ACB como si fuera un cuei'po rigido, res- 
pectivamente, con relation a B y A. 

El metodo de trabajo virtual tambien se puede emplear para de- 
terminar la configuration de un sistema en equilibrio sujeto a la action 
de varias fuerzas dadas. Por ejemplo, puede obtenerse el valor del an- 
gulo 9 para el cual el mecanismo de la figura 10.7 esta en equilibrio 
bajo la action de las fuerzas P y Q resolviendo la ecuacion (10.6) para 
tan 9. 

Es necesario senalar que lo atractivo del metodo del trabajo vir- 
tual depende en gran medida de la existencia de relaciones geometri- 
cas simples entre los diferentes desplazamientos virtuales involucrados 
en la solution de cierto problema dado. Cuando no es posible obtener 
dichas relaciones geometricas simples es necesario recurrir al metodo 
convencional de solution expuesto en el capitulo 6. 


*10.5. MAQUINAS REALES. EFICIENCIA MECANICA 

Al hacer el analisis de la prensa de banco de la section anterior, se su- 
puso que no habia fuerzas de friction. Asi, el trabajo virtual consistia 
solo en el trabajo de la fuerza aplicada P y de la fuerza de reaccion Q. 
Note que el trabajo de la reaccion Q es igual en magnitud y opuesto 
en signo al trabajo realizado por la fuerza ejercida por la prensa de ban- 
co sobre el bloque. Por tanto, la ecuacion (10.5) expresa que el traba- 
jo de salida 2 Ql cos 9 89 es igual al trabajo de entrada Pi sen 9 89. Una 
maquina en la cual el trabajo de entrada es igual al trabajo de salida se 
le conoce como maquina “ideal”. Pero en una maquina “real” las fuer- 
zas de friction siempre realizan trabajo, por lo que el trabajo de salida 
sera menor que el trabajo de entrada. 

Por ejemplo, considere la prensa de banco de la figura 10.7a y su- 
ponga que existe una fuerza de friction F entre el bloque deslizante B 
y el piano horizontal (figura 10.9). Con el uso de los metodos conven- 
cionales de la estatica y al sumar los momentos con respecto a A, se 
encuentra que N = P/2. Si se representa con /jl el coeficiente de fric- 
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cion entre el bloque B y el piano horizontal, se tiene que F = /jlN = 10 Maquinas reales. Eficiencia mecamca 555 

/jlP/2. Recordando las formulas (10.4), es posible determinar el trabajo 
virtual total de las fuerzas Q, P y F realizado durante el desplazamien- 
to virtual mostrado en la figura 10.9, esto es: 


8JJ — Q 8xb P &yc 1 Bxb 

= —2 Ql cos 0 86 + Pi sen 8 86 — /jlPI cos 0 86 


Estableciendo SU = 0, se obtiene 


2 Ql cos 0 86 = Pi sen 6 86 — /jlPI cos 6 86 (10.7) 


la cual expresa que el trabajo de salida es igual al trabajo de entra- 
da menos el trabajo de la fuerza de friction, llesolviendo para Q se 
tiene 


Q = jP ( tan 0- 11 ) (10.8) 

Note que si tan 6 = /jl, entonces Q = 0; esto sucede cuando 6 es igual 
al angulo de friction <fi. Por otra parte, si 6 < 4> entonces Q < 0. Por 
tanto, la prensa de banco puede usarse solo para valores de 6 mayores 
que el angulo de friction. 

La eficiencia mecanica de una maquina se define como la relation 


trabajo de salida 
trabajo de entrada 


(10.9) 


Es claro que la eficiencia mecanica de una maquina ideal es 17 = 1, de- 
bido a que el trabajo de entrada es igual al trabajo de salida. Pero la 
eficiencia mecanica de una maquina real siempre sera menor que 1. 

En el caso de la prensa de banco que se acaba de estudiar, se es- 
cribe 


trabajo de salida 2 Ql cos 6 86 

trabajo de entrada Pi sen 6 86 


Al sustituir el valor de Q de la ecuacion (10.8), se obtiene 


P(tan 6 — ifl cos 6 86 
Pi sen 0 86 


= 1 — ix cot 0 


( 10 . 10 ) 


Se puede comprobar que en ausencia de las fuerzas de friction, /jl = 0 
y 17 = 1. En general, para valores de /jl diferentes de cero, la eficien- 
cia r] es cero cuando /jl cot 6 = 1, esto es, cuando tan 6 = /a, o 6 = 
tan -1 /jl = <b. De nuevo se eomprueba que la prensa de banco puede 
usarse solo para valores de 6 mayores que el angulo de friction f. 
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PROBLEMA RESUELTO 10.1 

Con el metodo de trabajo virtual, determine la magnitud del par M requerido 
para mantener en equilibrio el mecanismo mostrado en la figura. 


SOLUCION 

A1 seleccionar un sistema de ejes coordenados con origen en E, se escribe 
x D = 3 1 cos 9 Sx D = —31 sen 6 86 

Principio del trabajo virtual. Como las reacciones A, E x y E„ no 

realizan trabajo durante el desplazamiento virtual, el trabajo virtual total rea- 
lizado por M y P debe ser cero. Note que tanto P como M actuan, respec- 
tivamente, en la direction positiva de x y 6, por lo que se puede escribir 

8U = 0: +M89 + P 8x d = 0 

+M 86 + P(-3l sen 9 86) = 0 

M = 3 PI sen 6 ◄ 




PROBLEMA RESUELTO 10.2 

Para el mecanismo mostrado en la figura, determine las expresiones para 6 
y para la tension en el resorte que corresponden a la position de equilibrio. 
El resorte de constante k tiene una longitud sin estirar h. Por esto ignore el 
peso del mecanismo. 


SOLUCION 


Con el sistema de coordenadas mostrado en la figura se tiene 

ij B — l sen 6 y c — 21 sen 6 

8i/ b = l cos 6 89 8ijc = 21 cos 6 86 

La elongation del resorte es 

s = y c — h = 21 sen 6 — h 

La magnitud de la fuerza ejercida en C por el resorte es 

F = ks = k(2l sen 6 — h) (1) 


Principio del trabajo virtual. Como las reacciones A v , A y y C no 

realizan trabajo, el trabajo virtual total realizado por P y F debe ser cero. 


8U= 0: P 8ij b — F 8ij c = 0 

P(l cos 9 86) — k(2l sen 6 — h)(2l cos 6 86) = 0 


Si se sustituye esta expresion en (1), se tiene 


sen 6 = 


P + 2kli 


4 kl 

F = ^P 


◄ 

◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 10.3 

Una mesa de elevation hidraulica se utiliza para levantar una caja 
de 1 000 kg. La mesa consiste de una plataforma y de dos meca- 
nismos identicos en los cuales los cilindros hidraulicos ejercen fuer- 
zas iguales (en la figura se muestran solo un mecanismo y un cilin- 
dro hidraulico). Los elementos EDB y CG miden 2 a de longitud 
cada uno y el elemento AD se une mediante un pemo al punto me- 
dio de EDB. Si la caja se coloca sobre la caja de manera que la mi- 
tad de su peso es soportado por el sistema mostrado en la figura, 
determine la fuerza ejercida por cada cilindro al levantar la caja pa- 
ra los valores de 9 = 60°, a = 0.70 m y L = 3.20 m. Este mecanis- 
mo se estudio previamente en el problema resuelto 6.7. 


SOLUCION 




La maquina considerada consiste de la plataforma y del meca- 
nismo en el que se ejerce una fuerza de entrada F D// por medio 
del cilindro y una fuerza de salida igual y opuesta a |W. 

Principio del trabajo virtual. Observe primero que las 
reacciones en E y G no realizan trabajo. Al representar con ij la 
elevation de la plataforma sobre la base y con s la longitud DEI 
del sistema cilindro-piston, se escribe 

SU = 0: 8y + F dh Ss = 0 (1) 

El desplazamiento vertical Sy de la plataforma se puede expre- 
sar en terminos del desplazamiento angular 89 del elemento EDB 
de la siguiente forma: 

y = ( EB ) sen 9 — 2a sen 9 
Sij = 2 a cos 6 86 

Para expresar 8s de una forma analoga en terminos de 89, se 
aplica primero la ley de cosenos, 

s 2 = a 2 + L 2 — 2 aL cos 9 

Diferenciando, 

2s 8s = — 2aL(— sen 9) 89 

„ ah sen 9 „ 

8s = 89 

s 

Sustituyendo los valores de 8ij y 8s en (1), se escribe 

{-\W)2a cos 9 89 + F DH aLxn ° 89 = 0 

s 

Fdh = W— cot 9 

Con los datos numericos dados, se tiene 

W = mg = (1 000 kg)(9.81 nVs 2 ) = 9 810 N = 9.81 kN 
s 2 = a 2 + L 2 — 2 aL cos 9 

= (0.70) 2 + (3.20) 2 - 2(0.70)(3.20) cos 60° = 8.49 
s = 2.91 m 

s 2 91 m 

F D h = W— cot 9 = (9.81 kN)— — — cot 60° 

L 3.20 m 

F dh = 5.15 kN ◄ 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta seccion se aprendio a utilizai' el metodo del trabajo virtual, el cual representa una alter- 
nativa diferente para resolver problemas relacionados con el equilibrio de los cuerpos rfgidos. 

El trabajo realizado por una fuerza durante un desplazamiento de su punto de aplicacion o 
por un par durante una rotation se puede determinar utilizando, respectivamente, las ecua- 
ciones (10.1) y (10.2): 

dU = F ds cos a (10.1) 

dU = Mde (10.2) 

Principio del trabajo virtual. En su forma mas general y mas util, este principio se puede 
enunciar de la siguiente manera: si un sisteina de cuerpos rigidos unidos esta en equilibrio, 
el trabajo virtual total de las fuerzas extemas aplicadas al sistenia es siempre cero para 
cualquier desplazamiento virtual que experimente el sistenia. 

Cuando se quiera aplicar el principio del trabajo virtual, es importante tener presente lo si- 
guiente: 

1. Desplazamiento virtua Una maquina o mecanismo en equilibrio no tiene ninguna ten- 
dencia a moverse. Sin embargo, se puede causar o imaginar un desplazamiento pequeno. Como 
en realidad dicho desplazamiento no oeurre, a este se le conoce como desplazamiento virtual. 

2. Trabajo virtual Al trabajo realizado por una fuerza o un par durante un desplaza- 
miento virtual se le conoce como trabajo virtual. 

3. Se deben considerar solo las fuerzas que realizan trabajo durante el desplaza- 
miento virtual. 

4. Las fuerzas que no realizan trabajo durante un desplazamiento virtual que es consis- 
tente con las restricciones impuestas sobre el sistema son: 

a) Las reacciones en los apoyos 

b) Las fuerzas internas en las uniones 

c) Las fuerzas ejercidas por cables y cuerdas inextensibles 

Ninguna de estas fuerzas debe tomarse en cuenta al utilizar el metodo del trabajo virtual. 

5. Se debe estar seguro de que los diversos desplazamientos virtuales relacionados 
con los calculos esten expresados en terminos de un solo desplazamiento virtual. Esto se 
realizo en cada uno de los ties problemas resueltos de esta seccion, donde todos los despla- 
zamientos virtuales fueron expresados en terminos de Sd. 

6. Se debe recordar que el metodo del trabajo virtual solo es efectivo en aquellos 
casos en donde la geometrfa de los sistemas permite relational - de una forma simple los des- 
plazamientos involucrados en el analisis. 
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Problemas 


1 0.1 Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse en C para man- 
tener el equilibrio del mecanismo mostrado en la figura. 

1 0.2 Determine la fuerza horizontal P que debe aplicarse en A para 
mantener el equilibrio del mecanismo mostrado en la figura. 



1 0.3 y 1 0.4 Determine el par M que debe aplicarse en el elemento 
ABC para mantener el equilibrio del mecanismo mostrado en las figuras. 

10.5 Si se sabe que la fuerza de friction maxima ejercida por la botella 
mostrada en la figura sobre el corcho es de 60 lb, determine a) la fuerza P 
que se debe aplicar al sacacorchos para abrir la botella y b) la fuerza maxima 
ejercida por la base del sacacorchos sobre la parte superior de la botella. 

10.6 El mecanismo de dos barras mostrado en la figura se sostiene 
mediante un soporte de pemo en B y por medio de un collarfn en D , el cual 
se desliza libremente sobre una barra vertical. Determine la fuerza P re- 
querida para mantener el equilibrio del mecanismo. 





Figura P10.5 


too lb 

Figura P10.6 
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Figura P10.7 y P10.8 


10.7 Un resorte de constante igual a 15 kN/m se conecta a los puntos 
C y F del mecanismo mostrado en la figura. Si se desprecia el peso del re- 
sorte y del mecanismo, determine la fuerza en el resorte y el desplazamiento 
vertical del punto G cuando una fuerza vertical de 120 N, dirigida hacia abajo, 
se aplica a) en el punto C y b) en los puntos C y H. 

10.8 Un resorte de constante igual a 15 kN/m se conecta a los puntos 
C y F del mecanismo mostrado en la figura. Si se desprecia el peso del re- 
sorte y del mecanismo, determine la fuerza en el resorte y el desplazamiento 
vertical del punto G cuando una fuerza vertical de 120 N, dirigida hacia abajo, 
se aplica a) en el punto E y b) en los puntos E y F. 

10.9 Si se sabe que la linea de action de la fuerza Q pasa por el punto 
C del mecanismo mostrado en la figura, deduzca una expresion para deter- 
minar la magnitud de la fuerza Q requerida para mantener el equilibrio. 





10.10 Retome el problema 10.9, y ahora suponga que la fuerza P apli- 
cada en el punto A actua horizontalmente hacia la izquierda. 

10.11 El mecanismo mostrado en la figura esta sometido a la action 
de la fuerza P; deduzca una expresion para determinar la magnitud de la 
fuerza Q requerida para mantener el equilibrio. 

10.12 y 10.13 La barra delgada AB esta unida a un collarin A y des- 
cansa sobre una rueda pequena en C. Si se desprecia el radio de la rueda y 
el efecto de la friction, deduzca una expresion para determinar la magnitud 
de la fuerza Q requerida para mantener el equilibrio de la barra. 



Figura PI 0.12 


Figura PI 0.1 3 


10.14 Obtenga una expresion para determinar la magnitud de la fuerza 
Q requerida para mantener el equilibrio del mecanismo mostrado en la figura. 

1 0.1 5 Una barra uniforme AB de longitud l y peso W esta suspendida 
de dos cuerdas AC y BC con igual longitud. Deduzca una expresion para de- 
terminar la magnitud del par M requerido para mantener el equilibrio de la 
barra en la position mostrada. 
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10.16 y 10.17 Obtenga una expresion para determinar la magnitud 
del par M requerido para mantener el equilibrio del mecanismo mostrado 
en las figuras. 




10.18 El perno en C esta unido al elemento BCD y puede deslizarse 
a lo largo de la ranura de la placa fija mostrada en la figura. Sin tornar en 
cuenta el efecto de la friction, deduzca una expresion para determinar la 
magnitud del par M requerido para mantener el equilibrio cuando la fuerza 
P, que actua en D, esta orientada a) en la forma que se muestra en la figura, 
b) verticalmente hacia abajo y c) horizontalmente hacia la derecha. 



Figura P10.18 


572 10.19 Una fuerza P de 4 kN se aplica sobre el piston del sistema motriz 

mostrado en la figura. Si se sabe que AB = 50 mm y que BC = 200 mm, 
determine el par M requerido para mantener el equilibrio del sistema cuando 
a) e = 30° yb) e = 150°. 



Figura P10.19y P10.20 



10.20 Un par M de 100 N ■ m de magnitud se aplica sobre la rnani- 
vela del sistema motriz mostrado en la figura. Si se sabe que AB — 50 mm 
y que BC = 200 mm, determine la fuerza P requerida para mantener el equi- 
librio del sistema cuando a) 0 = 60° y b) 6 = 120°. 

10.21 Para el mecanismo mostrado en la figura, determine el par M 
requerido para mantener el equilibrio cuando l = 1.8 ft, Q = 40 lb, y 0 = 
65°. 


10.22 Para el mecanismo mostrado en la figura, determine la fuerza 
Q requerida para mantener el equilibrio cuando l = 18 in., M = 600 lb • in., 
y 0 = 70°. 


10.2Z Determine el valor de 0 que corresponde a la position de equi- 
librio del mecanismo del problema 10.11 cuando P = 45 lb y Q = 160 lb. 


1 0.2 Determine el valor de 8 que corresponde a la position de equi- 
librio del mecanismo del problema 10.9 cuando P = 80 N y Q = 100 N. 


1 0.25 La barra AB esta unida en A a un bloque que puede deslizarse 
libremente por la ranura vertical que se muestra en la figura. Si se despre- 
cia el efecto de la friction y los pesos de las barras, determine el valor de 8 
correspondiente a la position de equilibrio. 



Figura PI 0.25 
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10.26 Retome el problema 10.25, y ahora suponga que la fuerza de 
800 N se reemplaza por un par de 24 N • m en el sentido de las manecillas 
del reloj aplicado en D. 

10.27 Determine el valor de 0 que corresponde a la posicion de equi- 
librio de la barra del problema 10.12 cuando l = 30 in., a = 5 in., P = 
25 lb y Q = 40 lb. 


1 0.28 Determine los valores de 0 que corresponden a la posicion de 
equilibrio de la barra del problema 10.13 cuando l = 600 mm, a = 100 mm, 
P = 50 N y Q = 90 N. 

10.29 En la figura se muestran dos barras AC y CE que se conectan 
entre si mediante un perno en C y por medio del resorte AE. La constante 
del resorte esky este se encuentra sin estirar cuando 6 = 30°. Para la carga 
mostrada, deduzca una ecuacion en funcion de P, 8, l y k que se cumpla 
cuando el sistema este en equilibrio. 

1 0.30 En la figura se muestran dos barras AC y CE que se conectan 
entre si mediante un perno en C y por medio del resorte AE. La constante 
del resorte es de 1.5 lb/in. y este se encuentra sin estirar cuando 6 = 30°. Si 
se sabe que l = 10 in., y sin tomar en cuenta el peso de las barras, deter- 
mine el valor de 6 correspondiente a la posicion de equilibrio cuando P = 
40 1b. 



1 0.31 Retome el problema 10.30, y ahora suponga que la fuerza P se 
traslada a C y actua verticalmente hacia abajo. 


10.32 La barra ABC esta unida a los bloques Ay B que pueden mo- 
verse libremente por las guias mostradas en la figura. La constante del re- 
sorte unido en A es k = 3 kN/rn y el resorte esta sin estirar cuando la barra 
se encuentra en posicion vertical. Para la carga mostrada, determine el valor 
de 0 correspondiente a la posicion de equilibrio. 



Figura PI 0.32 


574 10.33 Una carga vertical W con 600 N de magnitud se aplica en el 

punto B del mecanismo mostrado en la figura. El resorte, con una constante 
de k = 2.5 kN/m, se encuentra sin estirar cuando AB y BC estan en posi- 
tion horizontal. Sin tomar en cuenta el peso del mecanismo y puesto que 
I = 300 mm, determine el valor de 6 correspondiente a la position de equi- 
librio. 

10.34 Una carga vertical W se aplica en el punto B del mecanismo 
mostrado en la figura. Cuando AB y BC estan en position horizontal el re- 
sorte, con una constante k, se encuentra sin estirar. Sin tomar en cuenta el 
peso del mecanismo, obtenga una ecuacion en funcion de 6, W, l y k que se 
cumpla cuando el mecanismo este en equilibrio. 



Figura PI 0.33 y PI 0.34 




1 0.35 y 1 0.31 Si la constante del resorte CD mostrado en la figura es 
k y este se encuentra sin estirar cuando la barra ABC esta en position hori- 
zontal, determine el valor de 6 correspondiente a la position de equilibrio 
para los datos indicados. 

10.35 P = 300 N, / = 400 mm, k = 5 kN/m. 

10.36 P = 75 lb, l = 15 in., k = 20 lb/in. 

1 0.37 Una carga W con magnitud de 72 lb se aplica en el punto C del 
mecanismo mostrado en la figura. Sin tomar en cuenta el peso del meca- 
nismo, determine el valor de 8 correspondiente al equilibrio. La constante 
del resorte es k = 20 lb/in. y este se encuentra sin estirar cuando 8 = 0. 

1 0.38 Una fuerza P con magnitud de 240 N se aplica al extremo E del 
cable CDE, el cual pasa bajo la polea D y se encuentra unido al mecanismo 
en C. Sin tomar en cuenta el peso del mecanismo ni el radio de la polea, de- 
termine el valor de 8 correspondiente a la position de equilibrio. La cons- 
tante del resorte es k = 4 kN/m y el resorte esta si estirar cuando 8 = 90°. 



Figura PI 0.38 
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1 0.39 La palanca AB mostrada en la figura se une al eje horizontal BC 
que pasa a traves del cojinete y esta soldado sobre el apoyo fijo en C. La 
constante de torsion del resorte del eje BC es K; esto es, se requiere de un 
par de magnitud K para rotar 1 radian al extremo B del eje. Si se sabe que 
el eje no esta sometido a torsion cuando la palanca AB esta en position ho- 
rizontal, determine el valor de 6 correspondiente a la position de equilibrio 
si P = 100 N, l = 250 mm y K = 12.5 N ■ m/rad. 

1 0.40 Retome el problema 10.39, y ahora suponga que P = 350 N, 
l = 250 mm y K = 12.5 N ■ m/rad. Obtenga respuestas en cada uno de los 
cuadrantes siguientes: 0 < 6 < 90°, 270° < 8 < 360° y 360° < 0 < 450°. 

10.41 La position del pescante ABC se controla mediante un cilindro 
hidraulico BD. Para la carga mostrada, determine la fuerza que ejerce el cilin- 
dro sobre el pasador B cuando 8 = 65°. 



10.42 La position del pescante ABC se controla mediante un cilindro 
hidraulico BD. Para la carga mostrada, a) exprese la fuerza ejercida por el 
cilindro hidraulico sobre el pasador B en funcion de la longitud BD, b) de- 
termine el valor minirno posible del angulo 6 si la fuerza maxima que el cilin- 
dro puede ejercer sobre el pasador B es de 2.5 kips. 

10.43 La position del elemento ABC se controla por medio del cilin- 
dro hidraulico CD, corno se muestra en la figura. Para la carga mostrada, de- 
termine la fuerza ejercida por el cilindro hidraulico sobre el pasador C cuando 
6 = 55°. 



10.44 La position del elemento ABC se controla por medio del cilin- 
dro hidraulico CD, corno se muestra en la figura. Si se sabe que el cilindro 
hidraulico ejerce una fuerza de 15 kN sobre el pasador C, determine el valor 
del angulo 8. 



Figura PI 0.39 
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10.45 El brazo de extension telescopica ABC se utiliza para levantar 
una plataforma con trabajadores de la construction. El peso conjunto de los 
trabajadores y de la plataforma es de 500 lb y su centra de gravedad combi- 
nado se localiza directamente por encirna de C. Para la position en la cual 
6 = 20°, determine la fuerza ejercida sobre el pasador B por el cilindro 
hidraulico unico BD. 



Figura PI 0.45 


1.5 ft 


10. Retome el problema 10.45, y alrora suponga que los trabajadores 
descienden hasta un punto cercano al suelo, de modo que 8 = —20°. 

10.47 Un bloque de peso W se jala mediante una fuerza P dirigida 
hacia arriba de un piano el cual esta inclinado a un angulo a con respecto a 
la horizontal. Si /d es el coeficiente de friction entre el bloque y el piano, de- 
duzca una expresion para la eficiencia mecanica del sistema. Tambien 
demuestre que la eficiencia mecanica no puede ser mayor de it si se desea 
que el bloque permanezca en su lugar cuando se retira la fuerza P. 

10.48 Si se denota con fi s el coeficiente de friction estatica entre el 
bloque que se encuentra unido a la barra ACE y la superficie horizontal que 
se muestra en la figura, deduzca expresiones en terminos de P, /i s y 8, a fin 
de determinar la magnitud maxima y minima de la fuerza Q para que el sis- 
tema se mantenga en equilibrio. 



10.49 Si se sabe que el coeficiente de friction estatica entre el bloque 
que se encuentra unido a la barra ACE y la superficie horizontal que se mues- 
tra en la figura es de 0.15, determine las magnitudes maxima y minima de la 
fuerza Q con las que el sistema se mantiene en equilibrio, para valores de 
8 = 30°, l = 0.2 myP = 40 N. 


Problemas 


577 


10.50 Si se represents con /i s el coeficiente de friction estatica entre el 
collarfn C y la barra vertical, deduzca una expresion a fin de determinar la mag- 
nitud maxima del par M para que el sistema se mantenga en equilibrio en la 
position que se muestra en la figura. Explique que pasa si & tan 8. 

10.51 Si se sabe que el coeficiente de friction estatica entre el collarfn 
C y la barra vertical es de 0.40, determine las magnitudes maxima y minima 
del par M para que el sistema se mantenga en equilibrio en la position 
mostrada en la figura, cuando 6 = 35°, l = 600 mm y P = 300 N. 

1 0.52 Obtenga una expresion para determinar la eficiencia mecanica 
del gato mecanico analizado en la section 8.6. Demuestre que si el gato debe 
ser autobloqueante, la eficiencia mecanica no puede ser mayor de \. 

Con el metodo del trabajo virtual, determine la reaction en el 
punto E de la viga mostrada en la figura. 


2kN 3kN 5kN 



10.54 Con el metodo del trabajo virtual, determine por separado la 
fuerza y el par que representan la reaction en el punto H de la viga mostrada 
en la figura. 

10.55 Con referenda al problems 10.43, utilice el valor encontrado 
para la fuerza ejercida por el cilindro hidraulico CD y determine el cambio 
en la longitud de CD requerido para elevar 15 mm la carga de 10 kN. 

10.56 Con referenda al problema 10.45, utilice el valor encontrado 
para la fuerza ejercida por el cilindro hidraulico BD y determine el cambio 
en la longitud de BD requerido para elevar 2.5 in. la plataforma unida en C. 

10. Para la armadura mostrada en la figura, determine el movi- 
miento vertical del nodo D si la longitud del elemento BF se increments en 
1.5 in. ( Sugerencia : Aplique una carga vertical en el nodo D y utilice los me- 
todos del capitulo 6 para calendar la fuerza ejercida por el elemento BF so- 
bre los nodos B y F. Despues aplique el metodo del trabajo virtual para un 
desplazamiento virtual equivalente al incremento en la longitud del elemento 
BF. Este metodo debe usarse solo cuando hay pequenos cambios en la lon- 
gitud de los elementos.) 


A B C D 



10.58 Para la armadura mostrada en la figura, determine el movi- 
miento horizontal del nodo D si la longitud del elemento BF se increments 
en 1.5 in. (Vea la sugerencia para el problema 10.57.) 



Figura PI 0.50 y PI 0.51 
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*10.6. TRABAJO DE UNA FUERZA DURANTE 
UN DESPLAZAMIENTO FINITO 


Considere una fuerza F que actua sobre una partfcula. El trabajo de F 
correspondiente a un desplazamiento infinitesimal dr de la partfcula se 
definio en la section 10.2 como 

dU = F-dr (10.1) 

El trabajo de F correspondiente a un desplazamiento finito de la partfcu- 
la desde Aj hasta A 2 (figura 10.10a) se denota con 2 y se obtiene inte- 
grando la ecuacion (10.1) a lo largo de la curva que sigue la partfcula: 

U^ 2 = f ’ F • dr (10.11) 

Con la expresion alternativa 

dU = F ds cos a (10.1') 

dada en la section 10.2 para el trabajo elemental dU, tambien es posi- 
ble expresar el trabajo Ui^ 2 como 

17i_> 2 = fV cos a) ds (10.11') 



donde la variable de integration s mide la distancia recorrida por la 
partfcula a lo largo de su trayectoria. Tambien el trabajo U i_ 2 esta re- 
presentado por el area bajo la curva que se obtiene al graficar F cos a 
contra s (figura 1 0. 1 Oh). En el caso de que la magnitud de la fuerza F 
que actua en direction del movimiento es constante, entonces de la 
formula (10.11') se obtiene que U i_» 2 = P( s 2 ~ s i)- 

Si se recuerda la seccion 10.2, el trabajo de un par de momenta 
M que se genera durante una rotation infinitesimal dd de un cuerpo 
rfgido es 

dU = M dd (10.2) 

entonces el trabajo de un par durante una rotation finita del cuerpo 
puede expresarse como: 

U^ 2 = j^Mde ( 10 . 12 ) 


En el caso de un par de magnitud constante, de la formula (10.12) se 
obtiene: 


I/r-a = M(6 2 - 6b) 




Trabajo de un peso. En la section 10.2 se establecio que el tra- 
bajo de un peso W de un cuerpo durante un desplazamiento infinite- 
simal de este es igual al producto de W y el desplazamiento vertical 
del centra de gravedad del cuerpo. Si el eje y se dirige hacia arriba, 
entonces el trabajo de W realizado durante un desplazamiento finito 
del cuerpo (figura 10.11) se obtiene escribiendo 

dU= -Wdy 

Integrando desde Ai hasta A 2 , se tiene 


2 = - W dy = Wyi — Wy 2 

(10.13) 

2 = -W(y 2 - yd = ~W Ay 

(10.13') 


donde Ay representa el desplazamiento vertical desde A , hasta A 2 . Por 
tanto, el trabajo del peso W es igual al producto deWyel desplazamiento 
vertical del centro de gravedad del cuerpo. Note que el trabajo es positivo 
cuando Ay < 0, esto es, cuando el cuerpo se mueve hacia abajo. 

Trabajo de la fuerza ejercida por un resorte. Considere un 
cuerpo A unido a un punto fijo B por medio de un resorte; se supone 
que el resorte esta sin estirar cuando el cuerpo esta en A 0 (figura 10. 12a). 
La evidencia experimental muestra que la magnitud de la fuerza F ejer- 
cida por el resorte sobre el cuerpo A es directamente proportional a la 
deflexion x del resorte, medida a partir de la position A 0 . Esto es: 

F = kx (10.14) 

donde k es la constante del resorte expresada en N/m si se usan unida- 
des del SI y en lb/ft o lb/in. si se utilizan las unidades de uso comun 
en Estados Unidos. El trabajo de la fuerza F ejercida por el resorte 
durante un desplazamiento finito del cuerpo desde Ai(x = Xi) hasta 
A 2 (x = x 2 ) se obtiene escribiendo 

dll = —F dx = ~kx dx 

U ] ,2 = ~ f 2 kx clx = \kx\ - \kx\ (10.15) 

Se debe tener cuidado de expresar a k y x en unidades consistentes. 
Por ejemplo, si se emplean las unidades de uso comun en Estados Uni- 
dos, entonces k debe expresarse en lb/ft y x en pies o k en lb/in. y x en 
pulgadas; en el primer caso, el trabajo se obtiene en ft ■ lb y en el se- 
gundo en in. • lb. Ademas, note que el trabajo de la fuerza F ejercida 
por el resorte sobre el cuerpo es positivo cuando x 2 < X|, esto es, cuan- 
do el resorte esta regresando a su position sin estirar. 

Como la ecuacion (10.14) representa la ecuacion de una linea recta 
que pasa por el origen con una pendiente k, el trabajo U i_» 2 dc F du- 
rante el desplazamiento desde Ai hasta A 2 se puede obtener al evaluar 
el area bajo la curva del trapezoide mostrado en la figura 10.12b. Esto 
puede hacerse al calcular los valores de Fi y F 2 y multiplicando la base 
Ax del trapezoide por su altura media j(F 1 + F 2 ). Como el trabajo de 
la fuerza F ejercida por el resorte es positivo para un valor negativo 
de Ax entonces, se puede escribir 

1/^2 = -lOq + F 2 ) Ax (10.16) 

La formula (10.16) es usualmente mas util que la formula (10.15), de- 
bido a que en esta se reducen las posibilidades de confundir las uni- 
dades involucradas. 


1 0.6. Trabajo de una fuerza durante un 
desplazamiento finito 



Vi 


Figura 10.11 


Resorte sin deformar 



a) 
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b) 

Figura 10.12 
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Figura 10.11 ( repetida ) 


Resorte sin deformar 



Figura 10.12a (repetida) 


*10.7. ENERGIA POTENCIAL 

Considere otra vez el cuerpo de la figura 10. 11, en donde se observa con 
base en la ecuacion (10.13) que el trabajo del peso W durante un desplaza- 
miento finito se obtiene al restar el valor de la funcion Wij correspondiente 
a la segunda posicion del cuerpo de su valor correspondiente a la primera 
posicion. Por tanto, el trabajo de W es independiente de la trayectoria que 
se siga; esto es, solo depende de los valores iniciales y finales de la funcion 
Wy. A esta funcion se le llama energia potencial del cuerpo con respecto a 
la fuerza de gravedad W y se le representa con V g . Por tanto, se escribe 

U^ 2 = (V g )! - (V g ) 2 con V g = Wy (10.17) 

Note que si (V g ) 2 > (V g ) 1; esto es, si la energia potencial se incrementa 
durante el desplazamiento (eomo sucede en el caso considerado aqui), 
el trabajo Ui_^ 2 es negativo. Por otra parte, si el trabajo de W es positi- 
vo, la energia potencial disminuye. Por tanto, la energia potencial V g del 
cueipo proporciona una medida del trabajo que puede ser realizado por 
su peso W. Como en la formula (10.17) solo se involucran los cambios 
en la energia potencial y no el valor real de V g , entonces se puede agre- 
gar una constante arbitraria a la expresion obtenida para V g . En otras pa- 
labras, el nivel de referenda a partir del cual se mide la elevation y se 
puede seleccionar arbitrariamente. Notese que la energia potencial es- 
ta expresada en las mismas unidades que el trabajo, es decir, en joules 
( J ) si se usan unidades del SI } y en ft • lb o en in. • lb si se utilizan las uni- 
dades de uso comun en Estados Unidos. 

Considere ahora el cuerpo mostrado en la figura 10. 12a; se nota con 
base en la ecuacion (10.15) que el trabajo de la fuerza elastica F se ob- 
tiene al restar el valor de la funcion \kx 2 correspondiente a la segunda 
posicion del cueipo del valor correspondiente a la primera posicion del 
mismo. Esta funcion se representa con V e y se le llama energia poten- 
cial del cueipo con respecto a la fuerza elastica F. Por tanto, se escribe 

2 = (VJ, - (VJ 2 con V e = \kx 2 (10.18) 

y se observa que durante el desplazamiento considerado, el trabajo de 
la fuerza F ejereida por el resorte sobre el cuerpo es negativo y por tan- 
to la energia potencial V e se incrementa. Note que la expresion que se 
obtuvo para V e es valida solo si la elongation del resorte se mide a par- 
tir de la posicion sin deformar del mismo. 

El concepto de energia potencial se puede extender a otros tipos 
de fuerzas dife rentes a las gravitatorias y elasticas aqui consideradas. 
Este sigue siendo valido mientras el trabajo elemental dU de las fuer- 
zas bajo consideration sea una diferencial exacta. Por tanto, es posible 
encontrar una funcion V, llamada energia potencial, tal que 

dU=~dV (10.19) 

Integrando la ecuacion (10.19) sobre un desplazamiento finito, se ob- 
tiene la formula general 

U i — >2 = Vi - V 2 (10.20) 

la cual expresa que el trabajo de la fuerza es independiente de la trayec- 
toria seguida y es igual al valor negativo del cambio en energia poten- 
cial. Una fuerza que satisface la ecuacion ( 10.20) se dice que es una fuer- 
za conservative / 

*Vease la nota al pie de la pagina 559 de este capitulo. 

*En la section 13.7 de Dinamica se presenta una exposition detallada de las fuerzas con- 
servativas. 
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*10.8. ENERGIA POTENCIAL Y EQUILIBRIO 

La aplicacion del principio del trabajo virtual se simplifica en forma con- 
siderable cuando se conoce la energia potencial del sistema. En el ca- 
so de un desplazamiento virtual, la formula (10.19) se transforma en 
8U = — SV. Ademas, si la position del sistema esta definida por una so- 
la variable independiente 6, entonces se puede escribir que SV = (dV / 
d6) 86. Como 86 debe ser diferente a cero, la condition 8U = 0 para 
que el sistema se con serve en equilibrio ahora se transforma en 

dV 

M - 0 (10 ' 21) 


Por tanto, en terminos de la energia potencial, el principio del trabajo 
virtual establece que si un sistema esta en equilibrio, la derivada de su 
energia potencial total es cero. Si la position del sistema depende de di- 
versas variables independientes (esto es, si el sistema tiene varios gra- 
dos de libertad ), las derivadas parciales de V con respecto a cada una 
de las variables independientes debe ser cero. 

Por ejemplo, considere una estructura hecha de dos elementos AC 
y CB que sostiene una carga W en C. La estructura se sostiene median- 
te un perno en A y un rodillo en B y un resorte BD une B al punto fi- 
jo D (figura 10.13a). El resorte tiene una constante k y se supone que 
su longitud natural es igual a AD y, por tanto, el resorte esta sin estirar 
cuando B coincide con A. Sin tomar en cuenta las fuerzas de friction y 
el peso de los elementos, se encuentra que las unicas fuerzas que rea- 
lizan trabajo durante un desplazamiento de la armadura son el peso W 
y la fuerza F ejereida por el resorte en el punto B (figura 10.13b). De 
esta manera, la energia potencial total del sistema se obtiene al sumar 
la energia potencial V g correspondiente a la fuerza de gravedad W y la 
energia potencial V e correspondiente a la fuerza elastica F. 

Al seleccionar un sistema de ejes coordenados con origen en A y 
observar que la elongation del resorte medida a partir de su position 
sin estirar es AB = x B , se escribe 

V e = \kxl V g = Wye 

Expresando las coordenadas x B y ijc en terminos del angulo 6, se tiene 


x B = 2 1 sen 6 y c = l cos 6 

V e = \k{2l sen 6f V g = W(l cos 6) 

V = V e + Vg = 2 kl 2 sen 2 6 + Wl cos 6 (10.22) 

Las posiciones de equilibrio del sistema se obtienen igualando a cero la 
derivada de la energia potencial V. Por tanto, se escribe 


dV 

dd 


4kl 2 sen 6 cos 6 — Wl sen 6 = 0 


o bien, factorizando l sen 6, 



a) 


C 



Figura 10.13 


dV 

cl6 


l sen 6(4kl cos 6 - W) = 0 


Asi, hay dos posiciones de equilibrio que corresponden, respectiva- 
mente, a los valores de 6 = 0 y 6 = cos -1 ( W/4kl)d 


( La segunda position no existe si W > 4 kl. 
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10.9. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO 


Considere las tres barras uniformes de longitud 2 a y peso W mostra- 
das en la figura 10.14. Aunque cada una de ellas esta en equilibrio, 
existe una diferencia importante entre estos tres casos. Suponga que 
se perturba ligeramente la posicion de equilibrio de cada una de es- 
tas barras y despues se les deja libres: la barra a regresara a su posi- 
cion original, la barra b se mantendra alejandose cada vez mas de su 
posicion inicial mientras que la barra c permanecera en su nueva po- 
sicion. En el caso a se dice que el equilibrio de la barra es estable ; en 
el caso b que es inestable, mientras que en el caso c es neutro. 



B A 



a ) Equilibrio estable b) Equilibrio inestable c) Equilibrio neutro 

Figura 10.14 


llecuerde de la section 10.7 que la energia potencial V g con res- 
peeto a la gravedad es Wy, en donde ij es la elevation del punto de 
aplicacion de W medida a partir de un nivel arbitrario de referenda, 
se puede observar que la energia potential de la barra de la figura 
10.14a es minima en la posicion de equilibrio considerada mientras 
que en el caso de la barra de la figura 10.14b la energia potencial es 
maxima. En cambio, en la barra de la figura 10.14c la energia poten- 
cial permanece constante. Por tanto, el equilibrio es estable, inestable 
o neutro, lo cual depende de si la energia potencial tiene un valor mi- 
nima, maximo o constante (figura 10.15). 

Como el resultado anterior es muy general, se le puede ver de la 
siguiente manera: primero, se puede observar que una fuerza siem- 
pre tiende a realizar trabajo positivo y por tanto, reduce la energia po- 
tencial del sistema al cual se aplica. Entonces, cuando un sistema es 
perturbado de su posicion de equilibrio, las fuerzas que actuan sobre 
el tienden a restaurarlo a su posicion original si V es minima (figura 
10.15a) o tiende a moverlo lejos de dicha posicion si V es maxima 
(figura 10.5b). Pero si V es constante (figura 10.15c), entonces las fuer- 
zas no tienden a mover al sistema en ninguna forma posible. 

llecuerde del calculo diferencial que una funcion es minima o 
maxima dependiendo de que su segunda derivada sea positiva o nega- 
tiva; en resumen, se puede decir que las condiciones de equilibrio 
para un sistema con un grado de libertad (es decir, la posicion del sis- 


tema queda definida en todo instante por una sola variable indepen- 
diente 6) son las siguientes: 
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dV 

d z V 

~de 

j 2 > 0: equilibrio estable 
clu 

dV 

d z V 

~de~° 

^ 2 ^ 0: equilibrio inestable 


(10.23) 


v 



e 

a) Equilibrio estable 


V 



e 

b) Equilibrio inestable 

Figura 10.15 


V 


6 

c) Equilibrio neutro 


Si la primera y la segunda derivadas de V son cero, sera necesario 
analizar las derivadas de orden superior para determinar si el equili- 
brio es estable, inestable o neutro. El equilibrio es neutro si todas las 
derivadas son cero, puesto que en este caso la energia potential V es 
constante. El equilibrio es estable si la primera derivada que se tiene 
un valor diferente de cero es de orden par y positiva. En todos los de- 
mas casos, el equilibrio es inestable. 

Si el sistema en estudio tiene varios graclos de libertad, entonces 
la energia potential V depende de diversas variables, por esta razon es 
necesario recurrir a la aplicacion de la teorfa para este tipo de funcio- 
nes y determinar si V es minima. Se puede demostrar que un sistema 
con 2 grados de libertad es estable y que la energia potencial corres- 
pondiente V(0 l5 0 2 ) es minima siempre y cuando se cumplan de ma- 
nera simultanea las siguientes relaciones: 


dV 

dd\ 


dV 

d0 2 


= 0 


d 2 V \ 2 _ d z V d z V 


\ ddi dd 2 ) d0\ dd 


< 0 


d z V 

del 


>o 


d z V 


5->0 

del 


(10.24) 


O 





PROBLEMA RESUELTO 10.4 

Un bloque de 10 kg se fija al borde de un disco de 300 mm de radio, como 
se muestra en la figura. Si se sabe que el resorte BC esta sin estirar cuando 
0 = 0, determine la posicion o posiciones de equilibrio del sistema y es- 
tablezca, en cada caso, si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 


SOLUCION 

Energia potencial Represente con s la elongacion del resorte, me- 
dida a partir de su posicion sin deformar y ubique el origen de un sistema 
de coordenadas en O, se obtendra 

V e = |ks 2 V g = Wy = mgy 

Midiendo 0 en radianes, se tiene 

s = ad ij = b cos 0 

Al sustituir los valores de s y y en las expresiones de V e y V g se escribe 

V a = mgb cos 6 


V e = \ka A e 2 


V = V e + Vg = \ka 2 e 2 + mgb cos 0 
Posiciones de equilibrio. Si se establece dV/dd = 0, se escribe 

= ka 2 d — mgb sen 0 = 0 


ka 2 

sen 0 = — 0 

mgb 


Sustituya a = 0.08 m, b = 0.3 m, k = 4 kN/m y m = 10 kg, se obtiene 

(4 kN/m)(0.08 m) 2 


S6n 6 (10 kg)(9.81 m/s 2 )(0.3 m( 

sen 0 = 0.8699 0 


0 


donde 0 esta expresada en radianes. Si busca numericamente el valor de 0, 
se encuentra 


0 = 0 

0 = 0 


0 = 0.902 rad 
0 = 51.7° ◄ 


Estabilidad del equilibrio. La segunda derivada de la energia po- 
tencial V con respecto a 0 es 


d 2 V 

de 2 


= ka 2 — mgb cos 6 

= (4 kN/m)(0.08 m) 2 — (10 kg)(9.81 m/s 2 )(0.3 m) cos 0 
= 25.6 — 29.43 cos 0 


Para 0 = 0: 


cfV 

dtf 


2 = 25.6 - 29.43 cos 0 = -3.83 < 0 


Para 0 = 51.7°: 


crV 

de 


El equilibrio es inestable para 0 = 0 

- 29.43 cos 51.7° = +7.36 > 0 
El equilibrio es estable para 0 = 51.7° 
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RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se definio el trabajo que realiza unafuerza durante un desplazamiento finito 
y la energia potential de un cuerpo rigido o un sistema de cuerpos rigidos. Se aprendio como 
utilizar el concepto de energia potential para determinar la position de equilibria de un 
cuerpo rigido o sistema de cuerpos rigidos. 

1. La energia potential V de un sistema es la suma de energias potentiates asociadas 
con las diversas fuerzas que actuan sobre el mismo y que realizan trabajo conforme dicho 
sistema se mueve. En los problemas de esta section se debera determinar lo siguiente: 

a) La energia potential de un peso. Esta es la energia potential debida a la g ravedad, 
V g = Wij, donde y es la elevation del peso W medida desde un nivel arbitrario de referen- 
da. Note que la energia potential V g puede usarse con cualquier fuerza vertical P de mag- 
nitud constante y dirigida hacia abajo; por tanto, se escribe que V g = Py. 

b) Energia potential de un resorte. Esta es la energia potential V e = ^kx 2 , debida 
a las fuerzas eldsticas ejercidas por un resorte, en donde k es la constante del resorte y x es 
la deformation del resorte medida desde su position sin estirar. 

Las reacciones en apoyos fijos, las fuerzas internas en las uniones, las fuerzas ejercidas por 
cables y cuerdas inextensibles y otras fuerzas que no realizan trabajo no hacen ninguna con- 
tribution a la energia potential del sistema. 

2. Se deben expresar todas las distancias y los angulos en terminos de una sola va- 
riable, como el angulo 6, cuando se este calculando la energia potential V del sistema. Es- 
to es necesario porque para poder determinar la position de equilibrio del sistema se re- 
quiere calcular la derivada dV/dd. 

3. Cuando un sistema esta en equilibrio, la primera derivada de la energia po- 
tential es cero. Por tanto: 

a) Para determinar la position de equilibrio de un sistema, despues de que la ener- 
gia potential V haya sido expresada en funcion de una sola variable 9, se debe calcular su de- 
rivada y despues resolver la ecuacion resultante dV/dd = 0 para determinar el valor de 9. 

b) Para determinar la fuerza o par requerido para mantener al sistema en una 
position dado de equilibrio , se debe sustituir el valor conocido de 9 en la ecuacion de 
dV/d9 = 0 y obtener la solution de esta para poder determinar los valores deseados de 
fuerza o par. 

4. Estabilidad del equilibrio Por lo general se deben aplicar las siguientes reglas: 

a) El equilibrio estable ocurre cuando la energia potential del sistema es minima, 
esto es, cuando dV/d9 = 0 y d 2 V/d9 2 > 0 (figuras 10.14a y 10.15a). 

b) El equilibrio inestable ocurre cuando la energia potential del sistema es maxima, 
esto es, cuando dV/d9 = 0 y d 2 V/d9 2 < 0 (figuras 10.14b y 10.15b). 

c) El equilibrio neutro ocurre cuando la energia potential del sistema es constante, 
por tanto, dV/d9, dV 2 /d9 2 , asi como todas las derivadas sucesivas de V son iguales a cero 
(figuras 10.14c y 10.15c). 

Vease la pagina 583 para una exposition del caso cuando se tiene dV/d9 y dV 2 / d0 2 , pero 
no todas las derivadas sucesivas de V son iguales a cero. 
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10, Demuestre que en el problema 10.1 el equilibrio es neutro. 

10.6 Demuestre que en el problema 10.6 el equilibrio es neutro. 

10.69 Dos barras uniformes identicas, cada una con masa rn y longi- 
tud l, estan unidas a las poleas que se conectan por medio de una banda 
como se muestra en la figura. Si se supone que no existe deslizamiento en- 
tre la banda y las poleas, determine las posiciones de equilibrio del sistema 
y establezca en cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 

10.70 Dos barras uniformes AB y CD, con la misma longitud l, estan 
unidas a los engranes mostrados en la figura. Si se sabe que la barra AB pesa 
3 lb y que la barra CD pesa 2 lb, determine las posiciones de equilibrio del 
sistema y establezca en cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neu- 
tro. 
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Figura PI 0.70 
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10.71 Dos barras uniformes, cada una de masa m, estan unidas a los 
engranes de radio identico que se muestran en la figura. Determine las posi- 
ciones de equilibrio del sistema y establezca en cada caso si el equilibrio es 
estable, inestable o neutro. 


D 



1 0.72 Dos barras uniformes, AB y CD, estan unidas a los engranes de 
radio identico que se muestran en la figura. Si se sabe que W AB = 8 lb y que 
W CD = 4 lb, determine las posiciones de equilibrio del sistema y establezca 
en cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 

1 0.73 Con el metodo de la section 10.8 retome el problema 10.39 y 
determine si el equilibrio es estable, inestable o neutro. ( Sugerencia : La 
energia potencial correspondiente al par ejercido por un resorte de torsion 
es , donde K es la constante torsional del resorte y 6 es el angulo de 
torsion.) 

10.74 En el problema 10.40 determine si cada una de las posiciones 
de equilibrio es estable, inestable o neutra. (Vea la sugerencia del problema 
10.73.) 

10,, Una carga W con 100 lb de magnitud se aplica en C al meca- 
nismo mostrado en la figura. Si el resorte esta sin estirar cuando 0 = 15°, 
determine el valor de 6 correspondiente a la position de equilibrio y verifi- 
que si el equilibrio es estable. 

10.76 Una carga W con 100 lb de magnitud se aplica en C al meca- 
nismo mostrado en la figura. Si el resorte esta sin estirar cuando 6 = 30°, 
determine el valor de 6 correspondiente a la position de equilibrio y verifi- 
que si el equilibrio es estable. 



Figura P10.75 y P10.76 
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Figura P10.77 y P10.78 


10.7 Una barra delgada AB de peso W esta unida a dos bloques A y 
B, los cuales pueden moverse libremente sobre las guias mostradas en la 
figura. La constante del resorte es k y este se encuentra sin estirar cuando 
AB esta en posicion horizontal. Sin tomar en cuenta el peso de los bloques, 
obtenga una ecuacion en terminos de 8, W, l y h que se cumpla cuando la 
barra este en equilibrio. 

10.. Una barra delgada AB de peso W esta unida a dos bloques A y 
B, los cuales pueden moverse libremente sobre las guias mostradas en la 
figura. Si se sabe que el resorte se encuentra sin estirar cuando AB esta en 
posicion horizontal, determine tres valores de 6 eorrespondientes a la posi- 
cion de equilibrio cuando W = 300 lb, l = 16 in. y k = 75 lb/in. Establezca 
en cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 

10.: Una barra delgada AB, de peso W, esta unida a dos bloques A 

y B, los cuales pueden moverse libremente sobre las guias mostradas en la 
figura. Si se sabe que el resorte esta sin estirar cuando y = 0, determine el 
valor de y correspondiente a la posicion de equilibrio cuando W = 80 N, 
l = 500 mm y k = 600 N/m. 


A 



10.80 Si los dos resortes que se muestran en la figura estan sin esti- 
rar cuando y = 0, determine el valor de y correspondiente al equilibrio 
cuando W = 80 N, l = 500 mm y k = 600 N/m. 



A 



10.81 Un resorte AB de constante k esta unido a dos engranes iden- 
ticos como muestra la figura. Si se sabe que el resorte esta sin estirar cuando 
0=0, determine dos valores de 0 eorrespondientes a posiciones de equi- 
librio cuando P = 30 lb, a = 4 in., b = 3 in., r = 6 in. y k = 5 lb/in. Es- 
tablezca en cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 

10.82 Un resorte AB de constante k esta unido a dos engranes iden- 
ticos como se muestra en la figura. Si se sabe que el resorte esta sin estirar 
cuando 0 = 0, y dado que a — 60 mm, b = 45 mm, r = 90 mm y k = 6 
kN/m, determine a) el intervalo de valores de P para los cuales existe una 
posicion de equilibrio, b) dos valores de 0 eorrespondientes a posiciones de 
equilibrio si el valor de P es igual a la mitad del lfiriite superior del intervalo 
que se encontro en el inciso a). 
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10.83 Una barra delgada AB esta unida a dos collarines Ay B, los 
cuales se pueden mover libremente a lo largo de las barras gufa mostradas 
en la figura. Si se sabe que /3 = 30° y que P = Q = 400 N, determine el 
valor del angulo 6 correspondiente a la posicion de equilibrio. 

10.84 Una barra delgada AB esta unida a dos collarines A y B, los 
cuales se pueden mover libremente a lo largo de las barras guia mostradas 
en la figura. Si se sabe que p = 30°, P = 100 N y Q = 25 N, determine el 
valor del angulo 0 correspondiente a la posicion de equilibrio. 

10.85 y 10.86 En las figuras se muestra un collarfn A que puede 
deslizarse libremente sobre la barra semicircular. Si se sabe que la constante 
del resorte es k y que la longitud sin estirar del resorte es igual al radio r, 
determine el valor de 6 correspondiente a la posicion de equilibrio cuando 
W = 50 lb, r = 9 in. y k = 15 lb/in. 





Figura PI 0.83 y PI 0.84 


1 0.87 y 10.88 El carrito B, que pesa 75 kN, rueda a lo largo de una 
pista inclinada que forma un angulo [3 con la horizontal. La constante del re- 
sorte es de 5 kN/m y este se encuentra sin estirar cuando x — 0. Determine 
la distancia x correspondiente al equilibrio para el angulo p indicado. 

10.87 Angulo [3 = 30° 

1 0.88 Angulo [3 — 60° 



Figura P10.87 y P10.88 
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Figura P10.89 


10.89 Una barra vertical AD esta unida a dos resortes de constante k 
y se encuentra en equilibrio en la posicion mostrada. Determine el intervalo 
de valores de la magnitud P de dos fuerzas verticales iguales y opuestas P 
y — P, para las cuales la posicion de equilibrio es estable si a) AB = CD, 
b) AB = 2CD. 

1 0.90 En la figura se muestra una barra AB unida a una articulation 
en A y a dos resortes, cada uno con constante k. Si h = 25 in., d = 12 in., y 
W = 80 lb, determine el intervalo de valores de k para los cuales la barra 
esta en equilibrio estable en la posicion que se muestra en la figura. Cada 
resorte puede actuar, tanto en tension, como en compresion. 



T 
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Figura PI 0.90 y PI 0.91 


10.91 En la figura se muestra una barra AB unida a una articulation 
en A y a dos resortes, cada uno con constante k. Si h = 45 in., k = 6 lb/in. 
y W = 60 lb, determine la distancia minima d para que la barra este en equi- 
librio estable en la position que se muestra en la figura. Cada resorte puede 
actuar, tanto en tension, como en compresion. 

1 0.92 y 1 0.93 En la figura se muestran dos barras unidas a un resorte 
de constante k el cual se encuentra sin estirar cuando las barras estan en posi- 
tion vertical. Determine el intervalo de valores de P para los cuales el sis- 
tema esta en equilibrio estable en la posicion que se muestra en la figura. 



Figura PI 0.92 y PI 0.93 
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10.94 En la figura se muestran dos barras AB y BC unidas a un re- 
sorte de constante k, el cual se encuentra sin estirar cuando las barras estan 
en posicion vertical. Determine el intervalo de valores de P para los cuales 
el sistema esta en equilibrio estable en la posicion que se muestra en la figura. 

10.95 En la figura se muestra una barra horizontal BEH conectada a 
tres barras verticales. El collarfn en E se puede deslizar libremente sobre la 
barra DF. Determine el intervalo de valores de Q para los cuales el sistema 
esta en equilibrio estable en la posicion mostrada, cuando a = 24 in., b = 
20 in. y P = 150 lb. 



1 0.96 En la figura se muestra una barra horizontal BEEl conectada a 
tres barras verticales. El collarfn en E se puede deslizar libremente sobre la 
barra DF. Determine el intervalo de valores de P para los cuales el sistema 
esta en equilibrio estable en la posicion mostrada, cuando a = 150 mm, b = 
200 mm y Q = 45 N. 

*10.97 Las barras AB y BC que se muestran en la figura, cada una de 
longitud / y peso despreciable, estan unidas a dos resortes, cada uno de cons- 
tante k. El sistema esta en equilibrio y los resortes se encuentran sin defor- 
mar cuando = d 2 = 0. Determine el intervalo de valores de P para los 
cuales la posicion de equilibrio del sistema es estable. 

*" 0.98 Retome el problema 10.97, y ahora suponga que l = 800 mm 
y que k = 2.5 kN/m. 

*10,9§ Dos barras de peso despreciable estan unidas a tambores de 
radio r, que a su vez se conectan mediante una banda y un resorte de cons- 
tante k. Si se sabe que el resorte se encuentra sin deformar cuando las ba- 
rras estan en posicion vertical, determine el intervalo de valores de P para 
los cuales la posicion de equilibrio en 6^ = d 2 = 0 es estable. 

*10.100 Retome el problema 10.99, y ahora suponga que k = 20 lb/in., 
r = 3 in., I = 6 in. y a) W = 15 lb, b) W = 60 lb. 



Figura PI 0.94 
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Figura 10.16 


La primera parte de este capitulo se dedico al estudio del principio 
del trabajo virtual y a su aplicacion en la solution de problemas de equi- 
librio. Primero se definio el trabajo de u na fuerza F correspondiente 
a un desplazamiento pequeno dr [section 10.2] como la cantidad 

dU = F • dr (10.1) 

la cual se obtiene al realizar el producto escalar de la fuerza F y el 
desplazamiento dr (figura 10.16). Si se representa con F y ds, res- 
pectivamente, las magnitudes de la fuerza y el desplazamiento y 
con a el angulo que forman F y dr, se puede escribir 

dU = F ds cos a (10.1') 

El trabajo dU es positivo si a < 90°, cero si a = 90° y negativo si 
a > 90°. Tambien encontro que el trabajo de un par de momento 
M que actua sobre un cuerpo rfgido es 

dU = Mdd (10.2) 

donde cl6 es un angulo pequeno, expresado en radianes, sobre el 
que rota el cuerpo. 


Cuando se considero una particula localizada en A y sobre la 
que actuaban varias fuerzas F | . F 2 , . . . , F„ [section 10.3], se su- 
puso que la particula se movia hacia una position A' (figura 10.17). 
Como en realidad el desplazamiento no ocurrio, a este se le llamo 
desplazamiento virtual y se le represento con 5r, mientras que al 
trabajo correspondiente de las fuerzas se le llamo trabajo virtual y 
se le denoto con 8U. Asi se obtuvo 


Principio del trabajo virtual 



8U = Fj • Sr + F 2 • Sr + ••• + F„ • 8r 

El principio del trabajo virtual establece que si una particula estd 
en equilibria, el trabajo virtual total 8U de las fuerzas que actuan 
sobre las particular es igual a cero para cualquier desplazamiento 
virtual de la particula. 

El principio del trabajo virtual puede extenderse al caso de los 
cuerpos rfgidos y sistemas de cuerpos rfgidos. Como este principio 
esta relacionado solo con fuerzas que realizan trabajo, la aplicacion 
del mis mo proporciona una alternativa util diferente al uso de las 
ecuaciones de equilibrio para la solution de muchos problemas de 
ingenierfa. Dicho metodo es muy util en el caso de maquinas y me- 
canismos que consisten en varios cuerpos rfgidos conectados entre 
si, debido a que el trabajo de las reacciones en los apoyos y el de las 
fuerzas internas en las diferentes uniones con pernos que confor- 
man el sistema son iguales a cero [section 10.4; problemas resueltos 
10.1, 10.2 y 10.3], 
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Sin embargo, en el caso de maquinas reales [seccion 10.5], el tra- 
bajo realizado por las fuerzas de friction debe ser tornado en cuen- 
ta, por lo que el trahajo de salida es menor que el trahajo de entrada. 
Se definio la eficiencia mecanica de una maquina como la relation 


trabajo de salida 
trabajo de entrada 


(10.9) 
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Eficiencia mecanica 


en donde se puntualizo que para una maquina ideal (sin friction) 
77 = 1 , mientras que para una maquina real 17 < 1 . 


En la segunda parte de este capitulo se considero el trabajo rea- 
lizado por las fuerzas con desplazamientos finitos de sus puntos de 

aplicacion. El trabajo t / 1 de la fuerza F corresponde a un despla- 

zamiento de la particula A desde Ai hasta A 2 (figura 10. 18) se obtu- 
vo al integrar el termino del lado derecho de la ecuacion ( 10 . 1 ) o 
( 10 . 1 ') a lo largo de la curva descrita por la particula [seccion 10 . 6 ]: 

^2 

F • dr (10.11) 

o 

17i_ 2 = [ \F cos a) ds ( 10 . 11 ') 

De manera similar, el trabajo de un par de momenta M correspon- 
diente a una rotation finita desde 6 , hasta 0 2 de un cuerpo rigido 
se expreso como 



Trabajo de una fuerza sobre 
un desplazamiento finito 



l/r - 2 = Jg 2 M dd (10.12) 

Trabajo de un peso 

El trahajo realizado por el peso W de un cuerpo en el que su 
centra de gravedad se mueve de la altura y 1 hasta y 2 (figura 10.19) 
se puede obtener al hacer que F = W y a = 180° en la ecuacion 
( 10 . 11 '): 


ry 2 

U 1^2 = - Wdy = Wyi- Wij 2 (10.13) 

J, ji 

Por tanto, el trabajo de W es positivo cuando la altu ra y disminuye. 



Figura 10.19 
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Trabajo de la fuerza ejercida por un resorte 


Resorte sin deformar 



Figura 10.20 


Energia potencial 


El trabajo de la fuerza F ejercida por un resorte sobre un 
cuerpo A conforme el resorte se estira desde x r hasta x 2 (figura 
10.20) se obtiene al hacer F = kx, donde k es la constante del re- 
sorte y a = 180° en la ecuacion (10.11'): 

lh-+ 2 = ~ I 2 kx dx = \kx\ - \kx\ (10.15) 

Asf, el trabajo F es positivo cuando el resorte regresa a su posicion 
sin deformar. 


Cuando el trabajo de la fuerza F es independiente de la trayec- 
toria real que sigue la particula entre A | y A 2 , entonces se dice que 
la fuerza es conservative y, por tanto, su trabajo realizado se ex- 
presa de la siguiente forma 

U^ 2 = V 1 ~V 2 (10.20) 

donde V es la energia potencial asociada con F; Vj y V 2 represen- 
tan, respectivamente, los valores de V en A ] y A 2 [seccion 10.7], 
Las energias potenciales asociadas con \& fuerza de gravedad W y 
con la fuerza eldstica F ejercida por un resorte se expresan como 


Expresion alternativa para el principio 
del trabajo virtual 


V g = Wij y V e = \kx 2 (10.17, 10.18) 

Cuando la posicion de un sistema mecanico depende solo de 
una variable independiente 6. la energia potencial V(0) del sistema 
debe estar en funcion de esta variable y, por tanto, se concluye que 
SU = —8V = —(dV/dd) S9, con base en la ecuacion (10.20). La 
condition SU = 0 requerida por el principio del trabajo virtual para 
que el sistema se conserve en equilibrio se puede sustituir por la 
condition 



( 10 . 21 ) 


Cuando todas las fuerzas involucradas son conservativas, es mas 
conveniente utilizar la ecuacion (10.21) en lugar de aplicar direc- 
tamente el principio del trabajo virtual [seccion 10.8; problema re- 
suelto 10.4], 


Estabilidad del equilibrio „ ^ r , , . ., , T 

Este enioque presenta una ventaja mas, porque es posible de- 

terminar si el equilibrio del sistema es estable, inestable o neutro 
con base en el signo de la segunda derivada de V [seccion 10.9]. 
Por otra parte, si d 2 V/cl0 2 > 0, entonces V es minima y el equili- 
brio es estable ; pero si d 2 V/d0 2 < 0, entonces V es maxima y el 
equilibrio es inestable. Pero si d 2 V/d0 2 = 0, entonces es necesario 
analizar las derivadas de orden superior. 



Problemas de repaso 


10.101 Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse en G para 
mantener el equilibrio del mecanismo mostrado en la figura. 

10.102 Determine el par M que debe aplicarse al elemento DEFG 
para mantener el equilibrio del mecanismo mostrado en la figura. 

10.103 Obtenga una expresion para determinar la magnitud del par 
M que se requiere para mantener el equilibrio del mecanismo mostrado en 
la figura. 




10.104 Los collarines A y B se conectan mediante el alambre AB y 
pueden deslizarse libremente por la varilla que se muestra en la figura. Si la 
longitud del alambre AB es de 440 mm y el peso del collarin A es de 90 N, 
determine la magnitud de la fuerza P necesaria para mantener el equilibrio 
del sistema cuando a) c — 80 mm, b) c = 280 mm. 

10.105 El collarin B puede deslizarse a lo largo de la barra AC y esta 
unido mediante un pasador a un bloque que se puede deslizar por la ranura 
vertical mostrada en la figura. Deduzca una expresion para determinar la 
magnitud del par M que se requiere para mantener el equilibrio. 



P 



R 


Figura PI 0.1 05 
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Metodo del trabajo virtual 


10.1 08 En la figura se muestra una barra delgada de longitud l, unida 
a un collarin en B y apoyada sobre una porcion del cilindro circular de radio 
r. Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, determine el valor de 6 que 
corresponde a la posicion de equilibrio del mecanismo cuando l = 200 mm, 
r = 60 mm, P = 40 N y Q = 80 N. 



1 0.1 07 Una fuerza horizontal P con 40 lb de magnitud se aplica en el 
punto C del mecanismo mostrado en la figura. El resorte de constante k = 
9 lb/in. se encuentra sin estirar cuando 6 = 0. Sin tomar en cuenta el peso 
del mecanismo, determine el valor de 6 correspondiente a la posicion de 
equilibrio. 


Figura PI 0.1 07 



1 0.1 08 Dos barras identicas ABC y DBE estan conectadas por medio 
de un pasador en B y mediante un resorte CE. Si el resorte tiene 4 in. de 
longitud cuando esta sin estirar y la constante del resorte es de 8 lb/in., de- 
termine la distancia x correspondiente a la posicion de equilibrio cuando se 
aplica una carga de 24 lb en E. 



Figura PI 0.1 08 
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10. 109 Retome el problema 10.108, y ahora suponga que la carga de 
24 lb se aplica en C en vez de en E. 

1 0.1 1 0 Dos barras uniformes, cada una de masa m y longitud l, estan 
unidas a los engranes mostrados en la figura. Para el intervalo de valores de 
0 < 0 < 180°, determine las posiciones de equilibrio del sistema y establezca 
en cada caso si es estable, inestable o neutro. 



10.111 Una semiesfera homogenea de radio r se coloca sobre un piano 
inclinado como se muestra en la figura. Si se supone que la friccion basta 
para evitar el deslizamiento entre la semiesfera y el piano inclinado, deter- 
mine el angulo 0 correspondiente a la position de equilibrio cuando (3 = 10°. 

10.112 Una semiesfera homogenea de radio r se coloca sobre un piano 
inclinado como se muestra en la figura. Si se supone que la friccion basta 
para evitar el deslizamiento entre la semiesfera y el piano inclinado, deter- 
mine a) el maximo angulo [3 para el cual existe una position de equilibrio, 
b) el angulo 0 correspondiente a la position de equilibrio cuando el angulo 
f3 es igual a la mitad del valor que se encontro en el inciso a). 



P 

Figura PI 0.1 11 y PI 0.1 12 


Problemas de computadora 


10. Cl Para mantener el equilibrio del sistema motriz mostrado en la 
figura, cuando se aplica una fuerza P sobre el piston, es necesario aplicar un 
par M sobre la manivela AB. Si se sabe que b = 2.4 in. y que l = 7.5 in., 
utilice software para calcular la relation M/P para valores de 6 desde 0 hasta 
180° con incrementos de 10°. Determine el valor de 0para el cual la relation 
M/P es maxima y el valor correspondiente de dicha relation. 



10.C2 Si se sabe que para el mecanismo mostrado en la figura a = 
500 mm, b = 150 mm, L = 500 mm y P = 100 N, utilice software para 
calcular la fuerza en el elemento BD para valores de 6 entre 30 y 150° con 
incrementos de 10°. Use incrementos menores adecuados y determine el in- 
tervalo de valores de 8 para los cuales el valor absoluto de la fuerza en el ele- 
mento BD es menor que 400 N. 



Figura P10.C2 


10. C3 Retome el problema 10. C2, y ahora suponga que la fuerza P 
aplicada en A se dirige horizontalmente hacia la derecha. 
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10.04 En la figura se muestra un resorte AB de constante k que se 
encuentra sin estirar cuando 6 = 0. a) Sin tomar en cuenta el peso del ele- 
mento BCD, utilice software para calcular la energia potencial del sistema y 
su derivada dV/d6. b) Para W = 150 lb, a = 10 in. y k = 75 lb/in., calcule 
y grafique la energia potencial contra 6 para valores de 6 desde 0 hasta 165°, 
con incrementos de 15°. c) Use incrementos menores adecuados y determine 
los valores de 6 para los cuales el sistema esta en equilibrio, y establezca en 
cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 

10.05 Dos barras AC y DE, cada una con longitud L, estan conec- 
tadas mediante un collann que se une a la barra AC en su punto medio B. 
a) Use software para calcular la energia potencial V del sistema y su derivada 
dV/dd, b) Para W = 75 N, P = 200 N y L = 500 mm, calcule V y dV/dd 
para valores de 6 desde 0 hasta 70° con incrementos de 5°. c) Utilice incre- 
mentos menores adecuados y determine los valores de 8 para los cuales el 
sistema esta en equilibrio, y establezca en cada caso si el equilibrio es es- 
table, inestable o neutro. 

10.06 Una barra delgada ABC esta unida a los bloques A y B, que 
pueden moverse libremente por las guias mostradas en la figura. La cons- 
tante del resorte es k y este se encuentra sin estirar cuando la barra esta en 
position vertical, a) Sin tomar en cuenta los pesos de la barra y de los blo- 
ques, use software para calcular la energia potencial V del sistema y su de- 
rivada dV/dd. b) Para P = 150 N, l = 200 mm yk = 3 kN/m, calcule y gra- 
fique la energia potencial contra 8 para valores de 8 desde 0 hasta 75° con 
incrementos de 5°. c) Use incrementos menores adecuados para determinar 
cualesquiera posiciones de equilibrio en el intervalo 0 < 0 < 75°, y esta- 
blezca en cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 





10. C 7 Retome el problema 10. C6, y ahora suponga que la fuerza P 
aplicada en C se dirige horizontalmente hacia la derecha. 
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Fundamentos para la 
certificacion en ingenierfa 
en Estados Unidos 


Es necesario que los ingenieros obtengan una licencia cuando su tra- 
bajo afecta en forma directa la salud, la seguridad o el bienestar pu- 
blico. Se intenta asegurar que los ingenieros alcancen un minimo de 
calificacion, la cual incluye competencia, habilidad, experiencia y ca- 
racter. El proceso de certificacion incluye un examen initial, llamado 
Fundamentals of Engineering Examination, sobre la experiencia pro- 
fesional, y un segundo examen denominado Principles and Practice 
of Engineering. Quienes aprueban estos examenes obtienen la certi- 
ficacion de Ingeniero profesional. Los examenes se desarrollan bajo 
los auspicios del National Council of Examiners for Engineering and 
Surveying. 

El primer examen, Fundamentals of Engineering Examination, se 
puede presentar justo antes o despues de la graduation de un pro- 
grama de estudios de cuatro anos. El examen analiza los contenidos 
de un programa normal de licenciatura en ingenierfa, lo que incluye 
la estatica. Los temas que aborda dicho examen se cubren en este li- 
bro. La siguiente es una lista de las principales areas tematicas, con 
referenda a las secciones del libro donde aparecen. Tambien se in- 
cluyen problemas que pueden resolverse para repasar el material. 

Sistemas de fuerzas concurrentes (2. 2-2. 9; 2.12-2.14) 

Problemas: 2.33, 2.35, 2.36, 2.37, 2.73, 2.83, 2.92, 2.93, 2.97 

Fuerzas de vectores (3.4-3.11) 

Problemas: 3.16, 3.18, 3.25, 3.31, 3.38, 3.40 

Equilibrio en dos dimensiones (2.11; 4. 1-4.7) 

Problemas: 4.5, 4.13, 4.14, 4.17, 4.29, 4.38, 4.66, 4.75 

Equilibrio en tres dimensiones (2.15; 4. 8-4.9) 

Problemas: 4.101, 4.104, 4.103, 4.106, 4.115, 4.117, 4.127, 

4.132, 4.140 


Centroide de un area (5.2-5. 7) 

Problemas: 5.6, 5.18, 5.29, 5.35, 5.40, 5.56, 5.58, 5.99, 5.103, 
5.104, 5.125 
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Analisis de armaduras (6.2-6. 7) 

Problemas: 6.3, 6.4, 6.33, 6.43, 6.44, 6.56 

Equilibrio de armazones bidimensionales (6.9-6.11) 

Problemas: 6.76, 6.80, 6.87, 6.91, 6.92 

Fuerza cortante y momento flector (7. 3-7. 6) 

Problemas: 7.22, 7.25, 7.31, 7.36, 7.45, 7.49, 7.70, 7.83 

Friccion (8. 2-8. 5; 8.10) 

Problemas: 8.11, 8.15, 8.21, 8.30, 8.50, 8.53, 8.101, 
8.104, 8.105 

Momentos de inercia (9.2-9.10) 

Problemas: 9.5, 9.31, 9.32, 9.33, 9.77, 9.78, 9.84, 9.89, 
9.101, 9.103 
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548-550 

problemas de computadora, 555 
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durante un desplazamiento finito, 578-579, 593 
Trabajo virtual. Vea Metodo del trabajo virtual 
Traslacion, 75 

Transmisibilidad, principio de, 3, 74-77, 146 
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Respuestas a problemas 


En esta pagina y las siguientes se dan las respuestas a los problemas cuyo numero esta en caracteres normales. Las 
respuestas a los problemas con numero en letras cursivas no se proporcionan en esta lista. 


CAPITULO 2 

2.1 179 N ^ 75.1°. 

2.2 77.1 lb F 85.4° 

2.3 139.1 lb F 67.0°. 

2.5 a) 76.1°. b) 336 lb. 

2.7 a) 37.1°. b) 73.2 N. 

2.8 a) 44.7 N. b) 107.1 N. 

2.9 a) 3 660 N. b) 3 730 N. 

2.10 2 600 N ^5 53.5°. 

2.11 a) 392 lb. b) 346 lb. 

2.13 a) 21.1 N i.b) 45.3 N. 

2.14 a) 368 lb b) 213 lb. 

2.15 77.1 lb 3^ 85.4°. 

2.16 139.1 lb F 67.0°. 

2.17 3.30 kN ^ 66.6°. 

2.19 21.8 kN ^ 86.6° 

2.21 (800 N) 640 N, 480 N; (424 N) -224 N, 

-360 N; (408 N) 192.0 N, -360 N. 

2.22 (29 lb) 21.0 lb, 20.0 lb; (50 lb) -14.00 lb, 

48.0 lb; (51 lb) 24.0 lb, -45.0 lb. 

2.23 (40 lb) 20.0 lb, -34.6 lb; (50 lb) -38.3 lb, -32.1 lb; 
(60 lb) 54.4 lb, 25.4 lb. 

2.25 a) 523 lb. b ) 428 lb. 

2.26 a) 2 190 N. b ) 2 060 N. 

2.27 a) 194.9 N. b) 153.6 N. 

2.30 a) 610 lb. b) 500 lb. 

2.31 38.6 lb 36.6° 

2.32 251 N 5^ 85.3°. 

2.34 654 N ^ 21.5°. 

2.35 309 N F 86.6°. 

2.36 226 N IF 62.3°. 

2.37 203 lb FI. 8.46°. 

2.39 a) 21.7°. b ) 229 N. 

2.40 a) 580 N. b) 300 N. 

2.42 a) 56.3°. b) 204 lb. 

2.43 a) 2.13 kN. b) 1.735 kN. 

2.45 a) 305 N. b) 514 N. 

2.47 a) 1 244 lb. b) 115.4 lb. 

2.48 a) 172.7 lb. b) 231 lb. 

2.49 F A = 1 303 lb; F B = 420 lb. 

2.51 F c = 6.40 kN; F d = 4.80 kN. 

2.52 F b = 15.00 kN; F c = 8.00 kN. 

2.53 a) 52.0 lb. b) 45.0 lb. 

2.55 a) 1 213 N. b) 166.3 N. 

2.56 a) 863 N. b) 1 216 N. 

2.57 a) 784 N. b) 71.0°. 

2.59 a) 60.0°. b) 230 lb. 

2.60 5.80 m. 

2.61 a) 1 081 N. b ) 82.5°. 

2.62 a) 1 294 N. b) 62.5° 

2.63 a) 10.98 lb. b) 30.0 lb. 


2.65 a) 602 N 5^ 46.8°. b) 1 365 N F 46.8°. 

2.67 a) 300 lb. b) 300 lb. c) 200 lb. d) 200 lb. e) 150.0 lb. 

2.68 b) 200 lb. d) 150.0 lb. 

2.69 a) 1 293 N. b) 2 220 N. 

2.71 a) +390 N, +614 N, +181.8 N. b) 58.7°, 35.0°, 76.0°. 

2.72 a ) -130.1 N, +816 N, +357 N. b) 98.3°, 25.0°, 66.6°. 

2.73 a) 288 N. b) 67.5°, 30.0°, 108.7°. 

2.74 a) 100.0 N. b) 112.5°, 30.0°, 108.7°. 

2.76 a) 80.0 lb. b) 104.5°, 30.0°, 64.3°. 

2.77 a) +56.4 lb, -103.9 lb, -20.5 lb. b ) 62.0°, 150.0°, 99.8°. 
2.79 F = 570 N; ft, = 55.8°, 0 y = 45.4°, ft, = 116.0°. 

2.81 a) 118.2°. b ) F x = 36.0 lb, F y = -90.0 lb; F = 110.0 lb. 

2.82 a) 114.4°. b) F y = 694 lb, F z = 855 lb; F = 1 209 lb. 

2.84 a) F x = 194.0 N, F z = 108.0 N. b) 0 y = 105.1°, 0, = 62.0°. 

2.85 +100.0 lb, +500 lb, -125.0 lb. 

2.86 +50.0 lb, +250 lb, +185.0 lb. 

2.87 +240 N, -255 N, +160.0 N. 

2.89 -1 125 N, +750 N, +450 N. 

2.91 515 N; ft,. = 70.2°, S y = 27.6°, d z = 71.5°. 

2.92 515 N; 6 X = 79.8°, ft, = 33.4°, 0 Z = 58.6°. 

2.94 913 lb; ft, = 50.6°, = 117.6°, ft. = 51.8°. 

2.95 748 N; ft, = 120.1°, 0 y = 52.5°, 0 Z = 128.0°. 

2.96 3 120 N; ft, = 37.4°, = 122.0°, 0. = 72.6°. 

2.97 a) 65.2 lb. b) 208 lb; ft, = 61.6°, d y = 151.6°, 0. = 90.0°. 
2.99 1 031 N f. 

2.101 926 N f. 

2.103 2 100 lb. 

2.104 1 868 lb. 

2.105 1 049 lb. 

2.107 960 N. 

2.108 0 £ Q < 300 N. 

2.109 1 572 lb. 

2.111 845 N. 

2.112 768 N. 

2.113 T ae = 842 lb; T AC = 624 lb; T AD = 1 088 lb. 

2.114 T ad = 29.5 lb; T bd = 10.25 lb; T CD = 29.5 lb. 

2.115 T ab = 510 N; T ac = 56.2 N; T AD = 536 N. 

2.116 T ab = 1 340 N; T ac = 1 025 N; T AD = 915 N. 

2.117 T ab = 1 431 N; T ac = 1 560 N; T AD = 183.0 N. 

2.118 T ab = 1 249 N; T ac = 490 N; T AD = 1 647 N. 

2.121 P = 131.2 N; Q = 29.6 N. 

2.123 378 N. 

2.125 a) 125.0 lb. b) 45.0 lb. 

2.126 x = 13.42 in., z = 6.71 in. 

2.127 37.0°. 

2.130 a) 500 lb. b ) 544 lb. 

2.131 a) 312 N. b) 144 N. 

2.133 a) 140.3°. b ) F x = 79.9 lb, F z = 120.1 lb; F = 226 lb. 

2.134 a )— 1 861 lb, +3 360 lb. +677 lb. b) 118.5°, 30.5°, 80.0°. 

2.135 15.13 kN; 0, = 133.4°, 0 y = 43.6°, ft, = 86.6°. 

2.136 T ab = 500 N; T ac = 459 N; T AD = 516 N. 
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2.137 

a ) 1 155 N. b) 1 012 N. 


2.C2 

(1) b) 20°; c) 244 lb. (2) b ) -10°; c) 467 lb. (3) b) 10°; 


c) 163.2 lb. 


2.C3 

a) 1.001 m. b) 4.01 kN. c) 1.426 kN; 1.194 kN. 


CAPITULO 3 


3.1 

1.277 N ■ m Y 


3.2 

1.277 N ■ m Y 


3.3 

a) 41.7 N ■ 111 Y b) 147.4 N ^ 45.0°. 


3.4 

a) 41.7 N • m Y b) 176.8 N 58.0°. 


3.5 

186.6 lb ■ in. J. 


3.7 

6.12° o 33.8°. 


3.9 

a) 760 N ■ 111 Y b ) 760 N • m Y 


3.10 

1 224 N. 


3.12 

116.2 lb • ft Y 


3.13 

128.2 lb ■ ft Y 


3.16 

2.21 m. 


3.17 

a ) 41.0. b) 26.9. 


3.19 

a ) —Hi + 22j + 22k. b) 0. c)-45i + 30j - 10k. 

3.21 

(7.50 N • m)i - (6.00 N ■ m)j - (10.39 N ■ m( 

Ik. 

3.22 

(3 080 N ■ m)i - (2 070 N ■ m)k. 


3.24 

-(153.0 lb • ft)i + (63.0 lb • ft)j + (215 lb ■ ft)k. 

3.26 

(492 lb • ft)i + (144.0 lb • ft)j - (372 lb • ft)k. 


3.27 

4.58 ni. 


3.28 

3.70 m. 


3.30 

57.0 in. 


3.31 

1.564 in. 


3.32 

3.29 m. 


3.33 

4.86 ft. 


3.35 

P • Q = 1; P S = -11; Q • S = 10. 


3.37 

27.4°. 


3.39 

43.6°. 


3.40 

38.9°. 


3.41 

a) 59.0°. b ) 648 N. 


3.43 

a) 71.1°. b) 0.973 lb. 


3.44 

12.00 in. 


3.45 

a) 67. b) 111. 


3.46 

7. 


3.47 

M x = -31.2 N ■ m; M tJ = 13.20 N ■ in; M z = 

-2.42 N 

3.48 

M x = -25.6 N • m; M tJ = 10.80 N • m; M, = 

40.6 N • : 

3.49 

1.252 m. 


3.50 

1.256 m. 


3.51 

61.5 lb. 


3.53 

<f> = 24.6°; d = 34.6 in. 


3.55 

-90.0 N • m. 


3.56 

-111.0 N ■ ill. 


3.57 

2.28 N • ill. 


3.58 

-9.50 N ■ m. 


3.59 

aP/V 2. 


3.61 

1 359 lb • in. 


3.65 

0.249 in. 


3.66 

0.1198 m. 


3.68 

30.4 in. 


3.69 

43.5 in. 


3.70 

a) 12.39 N • m lb) 12.39 N ■ m J. c) 12.39 N 

■ ni J. 

3.71 

a) 336 lb • in. Y b) 28.0 in. c) 54.0°. 


3.72 

a) 75.0 N. b) 71.2 N. c) 45.0 N. 


3.75 

M = 10.00 lb • ft; e x = 90.0°. 6, = 143.1°, 0. = 

= 126.9°. 

3.76 

M = 9.21 N • m; 6 X = 77.9°, 0, = 12.05°, 8 Z = 

= 90.0°. 

3.77 

M = 604 lb ■ ill.; 8 X = 72.8°, 0^ = 27.3°, 0. = 

110.5°. 

3.78 

M = 1 170 lb ■ in.; 8 X = 81.2°, d y = 13.70°, 0. 

= 100.4°. 

3.79 

M = 10.92 N ■ in; 8 X = 97.8°, 0, = 34.5°, 0. = 

; 56.7°. 


3.80 M = 2 860 N • m ; 0, = 113.0°. 0 S = 92.7°. Q z = 23.2°. 

3.81 a) F = 560 lb ^ 20.0°; M = 7 720 lb • ft l 

b) F = 560 lb ^ 20.0°; M = 4 290 lb • ft l 

3.82 a) F = 160.0 lb ^ 60.0°; M = 334 lb ■ ft Y 

b) F B = 20.0 lb t; F D = 143.0 lb ^2 56.0°. 

3.83 a) F B = 80.0 N <— ; M B = 4.00 N • m Y 
b) F c = 100.0 N|;F„= 100.0 N f. 

3.85 a) F B = 250 N ^ 60.0°; M B = 75.0 N ■ m J. 
b) F a = 375 N 60.0°; F B = 625 N ^ 60.0°. 

3.87 a) F = -(600 N)k; d = 90.0mm debajo de ED . 

b) F = -(600 N)k; d = 90.0mm arriba ED. 

3.88 F = 900 N 1; i = 50.0 mm. 

3.89 (0.227 lb)i + (0.1057 lb)k; 63.6 in. a la derecha de B. 

3.90 a) F = 48.0 lb ^2 65.0°; M = 490 lb ■ in. J. 

b) F = 48.0 lb ^2 65.0°; 17.78 in. a la izquierda de B. 

F = -(1 220 N)i; M = (73.2 N ■ m)j - (122.0 N • m)k. 

F c = (5.00 N)i + (150.0 N)j - (90.0 N)k ; 

M c = (77.4 N • m)i + (61.5 N ■ m)j + (106.8 N • m)k. 

F = -(128.0 lb)i - (256 lb)j + (32.0 lb)k ; 

M = (4.10 kip ■ ft)i + (16.38 kip • ft)k. 

3.97 F = -(122.9 N)j - (86.0 N)k ; 

M = (22.6 N ■ m)i + (15.49 N • m)j - (22.1 N ■ m)k. 

3.98 a) 135.0 mm. b) F 2 = (42.0 N)i + (42.0 N)j - (49.0 N)k; 

M 2 = -(25.9 N • m)i + (21.2 N • m)j. 

3.9: F = (36.0 lb)i - (28.0 lb)j - (6.00 lb)k ; 

M = -(157.0 lb • ft)i + (22.5 lb ■ ft)j - (240 lb • ft)k. 

3.101 a) Cargo a- R = 600 N J,; M = 1 000 N • m V 

Cargo b: R = 600 N | ; M = 900 N ■ m J. 

Cargo c: R = 600 N l ; M = 900 N • m "j. 

Cargo d-. R = 400 N f; M = 900 N ■ m "j. 

Cargo e: R = 600 N j. ; M = 200 N • m l 
Cargo f. R = 600 N j; M = 800 N • m V 
Cargo g: R = 1 000 N | ; M = 1 000 N • m Y 
Cargo lv. R = 600 N |; M = 900 N ■ m Y 
b ) Cargas cyh. 

3.102 Carga / 

3.104 Sistema fuerza-par en D. 

3.105 a) 2.00 ft a la derecha de C. b) 2.31 ft a la derecha de C. 

3.106 a) 39.6 in. a la derecha de D. b) 33.1 in. 

3.108 R = 72.4 lb ^ 81.9°; M = 206 lb ■ ft. 

3.109 a) 34.0 lb 5^ 28.0°. b ) AB: 11.64 in. a la izquierda de B ; 

BC: 6.20 in. debajo B. 

3.110 a) 48.2 lb • in. Y b) 240 lb ■ in. Y c) 0. 

3.111 a) 1 562 N 50.2°. h) 250 mm a la derecha de C y 

300 mm arriba C. 

3.112 a) 1 308 N 66.6°. b ) 412 mm a la derecha de A y 
250 mm a la derecha de C. 

3.113 773 lb IF 79.0°; 9.54 ft a la derecha de A. 

3.115 a) 0.365 m arriba de G. b) 0.227 m a la derecha de G. 

3.116 a) 0.299 m arriba de G. b) 0.259 m a la derecha de G. 

3.118 o) R = F f" tan~V/2hx); 

M = 2 Fb 2 (x - x 3 /a 2 )/Va 4 + 4 fcV % b) 0.369 m. 

R = -(420 N)i - (50.0 N)j - (250 N)k ; 

M = (30.8 N ■ m)j - (22.0 N • m)k. 

3.12C R = -(420 N)j - (339 N)k; M = (1.125 N • m)i + (163.9 N 
• m)j - (109.9 N • m)k. 

3.121 a) R = (2.50 lb)i; C = (0.1000 lb)i - (2.47 lb)j - (0.700 lb)k. 
b) R tJ = -2.47 lb; M x = 1.360 lb • ft. 

3.122 A = (1.600 lb)i - (36.0 lb)j + (2.00 lb)k : 

R = -(9.60 lb)i + (36.0 lb)j + (2.00 lb)k. 

3.124 a) R = -(28.4 N)j - (50.0 N)k ; 

M = (8.56 N • m)i - (24.0 N ■ m)j + (2.13 N • m)k . 
b ) En contra de las manecillas del reloj. 
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3,125 a) R = -(28.4 N)j - (50.0 N)k ; 

M = (42.4 N ■ m)i - (24.0 N • m)j + (2.13 N • m)k . 
fc ) En contra de las manecillas del reloj. 

3.127 1 035 N; a 2.57 m de OG y 3.05 m de OE. 

3.128 2.32 m de OG y 1.165 m de OE. 

3.129 405 lb; a 12.60 ft a la derecha de AB y 2.94 ft debajo de BC. 

3.130 a = 0.722 ft; b = 20.6 ft. 

3.133 a) PV 3; 6 X = 6 y = 0 2 = 54.7°. b )—a. c) El eje de la Have es 
la diagonal OA. 

3.134 a) P ; e x = 90.0°, 0„ = 90.0°, 0 Z = 0. b) 5o/2. c) El eje de la 
Have es paralelo al eje * en x = a, y = —a. 

3.136 a ) — (21.0 lb)j. b ) 0.571 in. c) El eje de la Have es paralelo al 
eje y en x = 0, z = 1.667 in. 

3.137 a ) -(84.0 N)j - (80.0 N)k. b) 0.477 m. 
c)x = 0.526 m, 2 = -0.1857 m. 

3.140 a) 3P(2i - 20j - k y25. b ) -0.0988a . 
c)x = 2.00 a, z = —1.990a. 

3.141 R = (20.0 N)i + (30.0 N)j - (10.00 N)k ; 
y = -0.540 m. z = -0.420 m. 

3.143 F A = (M/b) i + R[1 + a/b)\ k; F s = -(M/b) i - aR/b) k. 

3.147 a) 196.2 N-mJ. b) 199.0 N 5^ 59.5°. 

3.148 42.0 N • m V 

3.149 -(25.4 lb • ft)i - (12.60 lb ■ ft)j - (12.60 lb • ft)k. 

3.151 283 lb. 

3.153 a) 151.2 lb • in. V b ) 67.2 lb ■ in. \ 

3.155 F = -(28.5 N)j + (106.3 N)k ; 

M = (12.35 N • rn)i - (19.16 N ■ m)j - (5.13 N • m)k. 

3.156 a) 665 lb ^2 79.6°; 64.9 in. a la derecha de A. b) 22.9°. 

3.157 a) F b = -(80.0 N)k; F c = -(30.0 N)i + (40.0 N)k . 
b) R y = 0; R . = —40.0 N. c) Cuando la ranura esta en 
posicion vertical. 

3.C3 4 lados : (3 = 10°. a = 44.1°; 

f3 = 20°. a = 41.6°; 

13 = 30°, a = 37.8°. 

3.C4 0 = 0 rev. M = 97.0 N • m; 

0 = 6 rev. M = 63.3 N • m; 

0 = 12 rev. M = 9.17 N • nr 
3.C6 d AB = 36.0 in.; d CD = 9.00 in.; d min = 58.3 in. 


CAPITULO 4 


4.1 

a) 325 lb t b) 1 175 lb 


4.2 

42.0 N | 


4.3 

0.264 m 


4.4 

a) 245 lb. T- b) 140.0 lb. 


4.5 

a) 6.07 kN f. b) 4.23 kN |. 


4.6 

a) 4.89 kN t- h) 3.69 kN \. 


4.9 

150.0 mm < d < 400 mm. 


4.11 

6.00 kips < P < 42.0 kips. 


4.12 

3.50 kN<P< 86.0 kN. 


4.14 

2.00 in. < a < 10.00 in. 


4.15 

a) F de = 600 N. fc) C = 1253 N ^2 69.8°. 

4.17 

a) 80.0 lb 1. fc) 216 lb ^2 22.0 

i°. 

4.18 

232 lb. 


4.19 

a) 2.00 kN. fc) 2.32 kN ^2 46. 

4°. 

4.21 

a) A = 150.0 N <-2 30.0°; B = 

= 150.0 N ^ 30.0' 


fc) A = 433 N 12.55°; B = 

; 488 30.0°. 

4.23 

a) A = 44.7 lb 26.6°; B = 

30.0 lb T- 


fc) A = 30.2 lb 41.4°; B = 

34.6 lb 5^ 60.0°. 

4.24 

a) A = 20.0 lb t; B = 50.0 lb 

i 36.9°. 


fc) A = 23.1 lb ^2 60.0°; B = 

59.6 lb 30.2°. 

4.26 

a) 190.9 N. fc) 142.3 N ^2 18. 

43°. 


4.27 a) 324 N. b ) 270 N 

4.28 a) 400 N. b) C = 458 N ^2 49.1°. 

4.29 a) 875 lb b) 1 584 lb hs, 45.0°. 

10 r = 80.0 N; C = 89.4 N ^2 26.6°. 

4.33 T = 2P/3; C = 0.577 P . 

4.34 T = 0.586 P- C = 0.414 P . 

A = 69.3 lb B = 34.6 lb ^ 60.0°; C = 173.2 lb 60.0°. 

4.36 T be = 50.0 11); A = 18.75 lb D = 18.75 lb 

4.37 a) 1 432 N. b) 1 100 N f. c) 1 400 N 

T be = 3 230 N; T cf = 960 N; D = 3 750 N 

4.41 T = 80.0 N; A = 160.0 N ^=5 30.0°; C = 160.0 N 5^ 30.0° 

4.42 T = 69.3 N; A = 140.0 N ^ 30.0°; C = 180.0 N 5^ 30.0° 

43 a) A = 78.5 N; M A = 125.6 N • m "j. 

b) A = 111.0 N ^ 45.0°; M a = 125.6 N-mj. 

c) A = 157.0 N t; M A = 251 N-mj. 

C = 7.07 lb 45.0°; M c = 43.0 lb • in. J. 

4.46 A = 1 848 N ^2 82.6°; M A = 1 431 N • m J. 

4.47 a) D = 20.0 lb l ; M D = 20.0 lb • ft 'j. 
b) D = 10.00 lb i ; M d = 30.0 lb ■ ft J. 

4.49 C = 1 951 N 5s, 88.5°; M c = 75.0 N ■ m J. 

4.50 1.232 kN<r< 1.774 kN. 

4.51 a) 0 = 2 sen _1 (W/2P). b) 0 = 29.0°. 

4.52 a) T = |W/(1 - tan 0). b) 0 = 39.8°. 

4.53 a) sen 0 + cos 0 = M/Pl . b) 17.11° y 72.9°. 

4.54 a) cos 3 0 = a(P + Q )Pl. b ) 40.6°. 

4.57 141.1° 

4.58 a) (1 - cos 0) tan 0 = W/2kl. b) 49.7°. 

4.59 (1) completamente restringida; detenninada; 

A = C = 196.2 N|- 

(2) completamente restringida; determinada; B = 0. C = D 
= 196.2 N T- 

(3) completamente restringida; indeterminada; A x = 294 N 

D s = 294 N 

(4) impropiamente restringida; indeterminada; no hay 
equilibrio. 

(5) parcialmente restringida; determinada; equilibrio; 

C = D = 196.2 N t- 

(6) completamente restringida; determinada; B = 294 N — >, 
D = 491 N ^ 53.1°. 

(7) parcialmente restringida; no hay equilibrio. 

(8) completamente restringida; indeterminada; B = 196.2 
N t,D s = 196.2 Nj. 

4.61 A = 400 N t; B = 500 N ^5 53.1°. 

4.62 a a 138.6 mm. 

4.66 B = 888 41.3°; D = 943 N 45.0°. 

B = 1001 N 48.2°; D = 943 N 45.0°. 

4.69 a) 499 N. b) 457 N 26.6°. 

4.70 a) 998 N. b) 822 N 7^ 5.72°. 

4.71 A = 37.1 lb ^ 62.4°; T = 18.57 lb. 

4.74 a) 24.9 lb ^ 30.0°. b) 15.34 lb ^2 30.0°. 

4.75 T = 100.0 lb; B = 111.1 lb 30.3°. 

4,77 A = 170.0 N 33.9°; C = 160.0 N ^ 28.1°. 

4.80 a) F ad = 400 N. b) C = 458 N ^2 49.1°. 

4.81 a) 2 P ^ 60.0°. b) 1.239 P ^5 36.2°. 

4.82 a) 1.155 P 5^ 30.0°. b) 1.086 P ^ 22.9°. 

4.83 60.0 mm. 

4.84 tan 0 = 2 tan f3. 

4.85 a) 49.1°. b) A = 45.3 N «— ; B = 90.6 N ^2 60.0°. 

4.87 a) 12.91 in. b ) 11.62 lb. c) 5.92 lb. 

4.88 32.5°. 

4.90 a) 59.4°. b) A = 8.45 lb — B = 13.09 lb 49.8°. 

4.91 A = (22.9 lb)i + (8.50 lb)j; B = (22.9 lb)i + (25.5 lb)j; 

C = -(45.8 lb)i. 
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4.92 A = (56.0 N)j + (18.00 N)k; D = (24.0 N)j + (42.0 N)k. 
A = (56.0 N)j + (14.40 N)k; D = (24.0 N)j + (33.6 N)k. 


4.94 

a) 37.5 lb. b) B = (33.8 lb)j - (70.0 lb)k ; 

4. Cl 

4.97 

D = (33.8 lb)j + (28.0 lb)k. 
a) 121.9 N. b) -46.2 N. c) 100.9 N. 

4.C2 

4.98 

4.99 

a) 95.6 N. b ) -7.36 N. c) 88.3 N. 

T a = 30.0 lb; T b = 10.00 lb; T c = 40.0 lb. 

4.C3 

4.100 

4.101 

(W D U = 40.0 lb; X = 0 in.; Z = 30.0 in. 

T a = 23.5 N; T c = 11.77 N; T D = 105.9 N. 

4.C4 

4.102 

4.105 

a) 0.480 m. b) T A = 23.5 N; T c = 0; T D = 117.7 N. 

T bd = T be = 1 100 lb; A = (1 200 lb)i - (560 lb)j. 

4.C5 

4.106 

T ad = 2.60 kN; T ae = 2.80 kN; C = (1.800 kN)j + 

(4.80 kN)k. 

4.C6 


(22.5 lb)j - (4.00 lb)k; 
(22.5 lb)j + (70.8 lb)k: 


I- (30.0 lb)k: 
(5.00 lb)k ; 
(270 N)k ; 

= (2 100 N)i 


T ad = 5.20 kN; T ae = 5.60 kN; C = (9.60 kN)k. 

4.108 a) T de = T df = 262 lb. b) A = -(801 lb)i + (1 544 lb)j. 

4.109 a) T cd = T ce = 3.96 kN. b) A = (6.67 kN)i + (1.667 kN)j. 

4 10 a) I'cr. = 0.954 kN; T CE = 5.90 kN. 

b) A = (5.77 kN)i + (1.443 kN)j - (0.833 kN)k. 

4.113 a) 101.6 N. b) A = -(26.3 N)i; B = (98.1 N)j. 

4 1 14 a) 462 N. b) C = -(336 N)j + (467 N)k; D = (505 N)j - 
(66.7 N)k. 

4.117 a) 49.5 lb. b) A = -(12.00 lb)i 
B = (15.00 lb)j + (34.0 lb)k. 

4.118 a) 118.8 lb. b) A = (93.8 lb)i 
B = (15.00 lb)j - (8.33 lb)k. 

4.119 a) 462 N. b) C = (169.1 N)j + (400 N)k ; 

M c = (20.0 N • m)j + (151.5 N • m)k. 

4.120 a) 49.5 lb. b) A = -(12.00 lb)i + (37.5 lb)j 
M A = -(1 020 lb ■ in.)j + (450 lb ■ in.)k. 

4.121 a) 5.00 lb. b) C = -(5.00 lb)i + (6.00 lb)j - 
M c = (8.00 lb • in.)j - (12.00 lb ■ in.)k. ' 

4.122 T cf = 200 N; T de = 450 N; A = (160.0 N)i + 

M a = -(16.20 N ■ m)i. 

4.125 T be = 975 N; T CF = 600 N; T DG = 625 N; A 
+ (175.0 N)j - (375 N)k. 

4.126 T be = 1 950 N; T CF = 0; T DG = 1250 N; A = (3 000 N)i - 
(750 N)k. 

4.127 A = (120.0 lb)j - (150.0 lb)k; B = (180.0 lb)i + (150.0 lb)k: 
C = -(180.0 lb)i + (120.0 lb)j. 

4.128 A = (20.0 lb)j + (25.0 lb)k; B = (30.0 lb)i - (25.0 lb)k; 

C = -(30.0 lb)i - (20.0 lb)j. 

4.129 B = (60.0 N)k; C = (30.0 N)j - (16.00 N)k; 

D = -(30.0 N)j + (4.00 N)k. 

4.130 B = (60.0 N)k; C = -(16.00 N)k; D = (4.00 N)k. 

4.133 85.3 1b. 

4.134 181.71b. 

4.135 373 N 

4.136 301 N 

4.137 (45.0 lb)j 

4 13 a) x = 4.00 ft; y = 8.00 ft. b) 10.73 lb. 

4.139 a) x = 0 ft; y = 16.00 ft. b) 11.31 lb. 

4.142 a) 37.9 N f. b) 373 N f. 

4.143 a) A = 225 N t; C = 641 N ^ 20.6°. 

b) A = 365 N 60.0°; B = 844 N IF' 22.0°. 

4.145 a) 130.0 N, b) 224 N 2^ 2.05°. 

4.1 C = 7.97 lb — D = 42.6 lb <— ; E = 69.3 lb 60.0°. 

4.148 A = 63.6 lb ^ 45.0°; C = 87.5 lb 5^ 59.0°. 

4.150 T bd = 780 N; T be = 390 N; A = -(195.0 N)i + 

(1 170 N)j + (130.0 N)k. 

4.152 T FJ = 0; T dh = 60.0 lb; T BG = 80.0 lb; A = (100.0 lb)i - 
(48.0 lb)k, 

4 53 a) A = 0.745 P .-<• 63.4°; C = 0.471 P 45.0°. 
b) A = 0.812 P ^d 60.0°; C = 0.503 P F' 36.2°. 


c) A = 0.448 P ^ 60.0°; C = 0.652 P ^d 69.9°. 

d) impropiamente restringida; no hay equilibrio. 

6 = 20°: T = 114.8 lb; 0 = 70°: T = 127.7 lb; 

T mix = 132.2 lb en 0 = 50.4°. 

x = 600 mm: P = 31.4 N; x = 150 mm: P = 37.7 N; 
P m 5x = 47.2 N en x = 283 mm. 

6 = 30°: W = 9.66 lb; 0 = 60°: W = 36.6 lb; 

W = 5 lb en 0 = 22.9° [Tambien en 0 = 175.7°]. 

0 = 30°: W = 0.80 lb; 0 = 60°: W = 4.57 lb; 

W = 5 lb en 0 = 62.6° [Tambien en 0 = 159.6°]. 

0 = 30°: m = 7.09 kg; 0 = 60°: m = 11.02 kg. 
Cuando m = 10 kg. 0 = 51.0°. 

0 = 15°: T bd = 10.30 kN. T BE = 21.7 kN; 

0 = 30°: T bd = 5.69 kN, T BE = 24.4 kN; 


CAPITULO 5 


5.1 

5.2 

5.3 

5.4 

5.5 

5.6 
5.9 

5.10 

5.11 

5.12 
5.14 

5.16 Y = 

5.17 Y = 


(Q x ) 2 = -25.0 in. 
_(&)* = -23.3 in 


X = 175.6 mm, Y = 94.4 mm. 

X = 16.21 mm, Y = 31.9 mm. 

X = 19.28 in. J' = 6.94 in. 

X = 5.67 in., Y = 5.17 in. 

X = 7.22 in., Y_= 9.56 in. 

X = 92.0 mm, Y = 23.3 mm. 

X = —10.00 mm, Y = 87.5 mm. 

X = —9.89 mm, Y = —10.67 mm 
X = 0, Y = 6.45 in. 

X = 50.5 mm, Y = 19.34 mm. 

X = Y = 9.00 in. 

2 fr\ — r i\/ 2 cos a ' 

3 \rf - r ? )\ir “ 2 a) 

n + r 2 

cos a 

it — 2a 

5.1f a/b = 4/5 

5.20 459 N 

5.21 (Q x ), = 25.0 in 3 : 

5.22 (Q x \ = 23.3 in 3 : 

5.24 X = 172.5 nun, Y = 97.5 mm 
5.26 X = 18.45 in., Y = 6.48 in. 

5.28 a) T = 5.09 lb. b) C = 9.48 lb 57.5°. 

5.29 0.739 m 

5.30 L = 0.204 m o 0.943 m 
5.32 a) h = 0.513a. b ) h = 0.691a 

5.34 x = 2/3 a, y = \h. 

5.35 x = a/2, y = 2h/5. 

5.37 x = 2a/3(4 - it), y - 2b/3(4 - it) 

5.39 x = a( 3 — 4 sen a)/6(l — a), y = 0. 

5.40 x = a/4, y = 3&/10. 

5.41 x = 5a/8, y = b/ 3. 

5.42 x = 5L/4, y = 33a/40. 

5.44 x = a,y = 17b/35. 

5.45 2/5 a 

5.46 -2V2r/37T. 

5.48 x = 0.236T, y = 0.454 a. 

5.49 x = -9.27 a, y = 3.09a. 

5.50 x = 1.629 in., y = 0.1853 in. 

5.51 a = 1.901 in. o 3.74 in. 

5.52 a) V = 6.19 X 10® mm 3 ; A = 458 X 10 3 mm 2 . 
b)V = 16.88 X 10 6 mm 3 ; A = 1.171 X 10 6 mm 2 

a) V = 308 X 10 3 mm 3 ; A = 38.2 X 10 3 mm 2 . 

b) V = 177.2 X 10 3 mm 3 ; A = 22.4 X 10 3 mm 2 . 


5.53 

5.54 a) V = 169.0 X 10 3 in 3 ; A = 28.4 X 10 3 in 1 
b)V = 88.9 X 10 3 in 3 ; A = 15.48 X 10 3 in : 
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5.56 

V = 

3 470 mm 3 ; A = 2 320 mm 2 . 

5.58 

V = 

0.0900 in 3 . 

5.59 

V = 

31.9 litres. 

5.61 

m = 

0.0305 kg. 

5.63 

22.0 

galones 

5.64 

66.5% 

5.66 

a) R 

= 1 215 lb J,, i = 4.33 ft. 


b) A 

= 630 lb t; B = 585 lb | 

5.67 

a) R 

= 2 400 N J, , 2.33 m a la derecha de A . 


b) A 

= 1 000 N T; B = 1 400 N t 

5.68 

A = 

32.0 kN; M a = 124.0 kN ■ m V 

5.69 

B = 

1 360 lb t; C = 2 360 lb t- 

5.71 

A = 

480 N |; B = 840 N J,. 

5.73 

A = 

3 000 N |; M A = 12.60 kN • m V 

5.74 

a) a 

= 0.536 m. b) A = B = 761 N |. 

5.76 

B = 

150.0 lb |;C = 5 250 lb t- 

5.77 

a) w 0 = 100.0 lb/ft. b) C = 4 950 lb 

5.78 

w A = 

= 10.00 kN/m; w B = 50.0 kN/m. 

5.80 

a) H 

= 254 kN — >; V = 831 kN |. 


b) x 

= 3.25 m a la derecha de A . 


c) R 

= 268 kN IT 18.4°. 

5.81 

a) H 

= 13.76 kips — »; V = 113.0 kips f. 


b) 22.4 ft a la derecha de A . 


c) R 

= 25.6 kips IF 57.5°. 

5.82 

d = 

2.64 m. 

5.83 

T = 

67.2 kN <-; A = 141.2 kN 

5.84 

T = 

3.70 kips t- 

5.85 

d = 

5.88 ft. 

5.88 

A = 

1 197 N 5s, 53.1°; B = 1 511 N 53.1°. 

5.89 

T = 

3 570 N. 

5.90 

T = 

208 lb 

5.91 

d = 

6.00 ft. 

5.93 

d = 

0.683 m 

5.94 

h = 

0.0711 m 

5.96 

a) b/ 10 a la izquierda de la base del cono. 


b) 0. 

01136& a la derecha de la base del cono. 

5.97 

Y = 

— (2 h 2 - 3h 2 )/2(4/i - 3b). 

5.98 

Z = 

—a(4h — 2h)/7r(4/i - 3b). 

5.99 

a) Y 

= -0.402a. b) h/a = 2/5 o 2/3. 

5.100 

X = 

46.8 mm. 

5.101 

Z = 

26.2 mm. 

5.103 

Y = 

-0.1403 in. 

5.104 

Z = 

3.47 in. 

5.106 

X = 

0.295 m, Y = 0.423 m, Z = 1.703 m. 

5.107 

X = 

125.0 mm, Y = 167.0 mm, Z = 33.5 mm. 

5.108 

X = 

Z = 4.21 in., Y = 7.03 in. 

5.110 

X = 

46.5 mm, Y = 27.2 mm, Z = 30.0 mm 

5.111 

X = 

17.00 in., Y = 15.68 in., Z = 14.16 in. 

5.112 

X = 

180.2 mm, Y = 38.0 mm, Z = 193.5 mm. 

5.114 

X = 

0.1452 m, Y = 0.396 m, Z = 0.370 m. 

5.115 

X = 

0.410 m, Y = 0.510 m, Z = 0.1500 m. 

5.117 

X = 

1.750 ft, Y = 4.14 ft, Z = 1.355 ft. 

5.118 

X = 

61.6 mm desde el extremo del mango. 

5.119 

Y = 

0.526 in. arriba de la base. 

5.121 

Y = 

421 mm. arriba del piso. 

5.122 

©i 

= 21a/88; © 2 = 27a/40. 

5.123 

©i 

= 21/i/88; © 2 = 27/l/40. 

5.124 

©! 

= 2/2/9; ©2 = 2/l/3. 

5.125 

X = 

h/ 6; y = z = 0. 

5.128 

X = 

1.297a, y = z = 0. 

5.129 

X = 

z = 0,y = 0.374 h. 

5.132 

a) x 

= z = 0, y = —121.9 mm. 


b) x 

= z = 0,y = —90.2 mm. 


5.133 V = 688 ft 3 ; x = 15.91 ft. 

5.134 x = a/2, y = 8h/25, z = b/2. 

5.136 x_= 0, y = 5/i/16, z = -b/4. 

5 137 X = 19.27 mm. Y = 26.6 mm. 

5.138 X = 3.20 in.. Y = 2.00 in. 

5.140 x = a/2, y = 3/i/5. 

5.141 x = 3a/8. Tj = b. 

5.143 A = 1 300 N t; B = 1 850 N j. 

5.146 a) x = 0.548L. b) h/L = 2V3._ 
i.147 X = 0.1402 m. Y = 0.0944 m. Z = 0.0959 m. 

5.148 x = 2.34 m, tj = Z = 0. 

5. Cl b) A = 1 220 lb ]■ B = 1 830 lb 
c) A = 1 265 lb f; B = mil lb |. 

5.C2 a) X = 0. Y = 0.278_m, Z = 0.0878 m. 

b) X = 0.0487 mm, Y = 0.1265 nun. Z = 0.0997 mm. 

c) X = -0.0372 m, Y = 0.1659 m, Z = 0.1043 m. 

5.C3 d = 1.00 m: F = 5.66 kN ^5 30°; 

d = 3.00 m: F =^49.9 kN "=527.7/. 

5.C4 a)X = 5.80 in.. Y = 1.492 in. b)X = 9.11 in., Y = 2.78 in. 

c)X = 8.49 in., Y = 0.375 in. 

5.C5 With n = 40: a) X = 60.2 mm, Y = 23.4 mm. 

b) X = 60.2 mm, Y = 146.2 mm. 

c) X = 68.7 mm. Y = 20.4 mm. 

d) X = 68.7 mm, Y = 127.8 mm. 

5.C6 With n = 40: a) X = 60.0 mm, Y = 24.0 mm. 

b) X = 60.0 mm, Y = 150.0 mm. 

c) X = 68.6 mm, Y = 21.8 mm. 

d) X = 68.6 mm, Y = 136.1 mm. 

5.C7 a) V = 628 ft 3 , b) X = 8.65 ft, Y = -4.53 ft, 

Z = 9.27 ft. 


CAPITULO 6 


6.1 

6.2 

6.3 

6.5 

6.6 

6.7 

6.9 

6.10 

6.11 

6.12 

6.15 

6.16 


F AB = 52.0 kN T; F ac = 64.0 kN T; F BC = 80.0 kN C. 

F ab = 375 lb C; F ac = 780 lb C; F BC = 300 lb T. 

F ab = 4.00 kN C; F ac = 2.72 kN T; F BC = 2.40 kN C. 

F ab = F bc = 31.5 kips T; F AD = 35.7 kips C; 

F B d = 10.80 kips C; F CD = 33.3 kips C. 

Fab = F bd = 0; F AC = 675 N T; F AD = 1 125 N C; 

F cd = 900 N T; F ce = 2025 N T; F c „ = 2 250 N C; 

F df = 675 N C; F ef = 1 800 N T. 

F ab = 15.90 kN C; F ac = 13.50 kN T; F BC = 16.80 kN C; 
F bd = 13.50 kN C; F cd = 15.90 kN T. 

F ab = 47.2 kN C; F ac = 44.6 kN T; F BC = 10.50 kN C; 
F bd = 47.2 kN C; F cd = 17.50 kN T; F CE = 30.6 kN T; 
Fde ~ 0. 


Fab - 

F m = 

12.31 kN C; F ac = F gi 

= 11.25 kN T; 

F B c = 

F G h = 

-■ 2.46 kN C; F ed = F de 

r W 

II 

= f fh -- 

kN C; 

F G d = 

F fg = 2.00 kN C; F ce 

— f eg 

= 3.75 1 

Fcg = 

6.75 kN T. 



f ab = 

II 

<1 

1 500 lb C; F ac = F ce = 

& 

C5 

II 

: F gh = 


1200 lb T; F bc = F fg = 0; F bd = F df = 1 000 lb C; 

Fee = F ef = 500 lb C; F DE = 600 lb T. 

F A b = F fh = 1 500 lb C; F AC = F CE = F EO = F GH = 

1200 lb T; F bc = F fg = 0; F bd = F df = 1 200 lb C; 

Fee = F et = 60.0 lb C; F DE = 72.0 lb T. 

F ab = 7.50 kips C; F ac = 4.50 kips T; F BG = 7.50 kips T; 
F bd = 9.00 kips C; F cd = 0; F ce = 9.00 kips T. 

F ab = 5.00 kips C; F ac = 3.00 kips T; F BC = 5.00 kips T; 
Fbd = 6.00 kips C; F CD = F ef = 2.50 kips T; F CE = 

4.50 kips T ; F de = F fg = 2.50 kips C; F df = 3.00 kips C; 
F eg = 1.500 kips T. 
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6.19 

Fab = 

9.90 kN C; F AC = 

= 7.83 kN T; F bc = 

- 0; 


F B d = 

7.07 kN C; F be = 

= 2.00 kN C; F ce = 

= 7.83 kN T; 


Fde = 

1.000 kN T; F df 

= 5.03 kN C; F dg 

= 0.559 kN C; 


Feg = 

5.59 kN T. 



6.20 

Ffg = 

3.50 kN T; F fh = 

= 5.03 kN C; F gh = 

= 1.677 kN T; 


F G i = 

F, k = F kl = 3.35 kN T; F m = F I; = 

= F,k = 0; 


F H j = 

F jl = 4.42 kN C 



6.21 

Fab = 

2 240 lb C; F ac ■ 

= F ce = 2 000 lb T; F BC = F EH = 0; 


Fbd ~ 

1 789 lb C; F be 

= 447 lb C; F de = 

600 lb C; 


Fdf = 

2 010 lb C; F dg 

= 224 lb T; F eg = 

1 789 lb T. 

6.22 

Ffg = 

1 400 lb T; F fi = 

= 2 010 lb C; F gi = 

671 lb C; 


F G j = 

2 430 lb T; Fjj = 

361 lb T; F ik = 2 ! 

910 lb C; 


Fjk = 

447 lb C; F jl = ; 

! 040 lb T; F kl = 3 

350 lb C. 

6.23 

Fab = 

9.39 kN C; F ac = 

= 8.40 kN T; F bg = 

= 2.26 kN C; 


Fbd = 

7.60 kN C; F cd 

= 0.128 kN C; F ce 

= 7.07 kN T; 


Fde = 

2.14 kN C; F df ■■ 

= 6.10 kN C; F ef = 

-- 2.23 kN T. 

6.24 

Fab = 

F df = 2.29 kN T; F ac = F ef = 2.29 kN C; 


Fbc = 

F de = 0.600 kN 

C; F bd = 2.21 kN 

T; F be ~ F E h ~ 0 


F G e = 

2.21 kN C; F ch 

= F ej = 1.200 kN 

C. 

6.27 

Fab = 

31.0 kips C; F ac 

= 28.3 kips C; F ad 

= 15.09 kips T; 


Fae — 

9.50 kips T; F bd 

= 21.5 kips T; F bf 

= 28.0 kips C; 


Fce = 

41.0 kips T- F gg 

= 42.0 kips C; F de 

: = 22.0 kips T- 


Fdf = 

33.5 kips T; F EG 

= 0. 


6.28 

Fab = 

128.0 kN T; F ac 

= 136.7 kN C; F bd 

i = F df = F fh = 


128.0 

kN T; F ge = F eg 

= 136.7 kN C; F gh = 192.7 kN C. 

6.29 

La armadura del probZema 6.33a es la unica armadura 


simple 




6.30 

La armadura del problema 6.32b es la unica armadura 


simple 




6.31 

a) BC, 

CD, I], IL, LM, 

MN. b ) BC, BE, DE, EF, FC,, 


IJ.KN 

MN. 



6.32 

a) AI, 

BJ, CK, DI, El, FK, GK. b ) FK, IO. 


6.35 

Fab = 

F ad = 244 lb C; 

Fac = 1 040 lb T; 

Fbc — 


F G d = 

500 lb C; F bd = 

280 lb T. 


6.36 

Fab = 

Fad = 861 N C- 

Fac ~ 676 N C; F BC — F CD — 


162.5 

N T; Fbd = 244 N T. 


6.37 

Fab = 

F ad = 2 810 N T; F ac = 5 510 N C 

'■ F B c — F C d — 


1 325 

N T; F bd = 1 908 N C. 


6.38 

Fab = 

F ac = 1 061 lb C; F AD = 2 500 lb I 

F bc = 2 100 lb 


T;F bd 

= F CD = 1 250 ] 

lb C; F be — F ce — 

1 250 lb C; 


Fde = 

1 500 lb r. 



6.39 

Fab = 

840 N C; F ac = 

110.6 N C; f ad = ; 

394 N C; 


Fae = 

0; F bc = 160.0 N T; F be = 200 N T; F CD = 225 N T; 


F G e = 

233 N C; F de = 

120.0 N T. 


6.40 

Fab = 

0; F ac = 995 N 

T; F ad = 1 181 N C; F ae = F bc = 0; 


Fbe = 

600 N T; F cd = 

375 N T; F ce = 700 N C; 


Fde = 

360 N T. 



6.43 

Fce = 

8 000 lb T; F de ■■ 

= 2 600 lb T; F df ~- 

= 9 000 lb C 

6.44 

Feg = 

7 500 lb T; F fg 

= 3 900 lb C; F fh ■■ 

= 6 000 lb C 

6.45 

Fbd = 

216 kN T; F de = 

-- 270 kN T. 


6.46 

Fdg = 

459 kN C; F eg ■■ 

= 216 kN C. 


6.49 

Fce = 

7.20 kN T; F de - 

= 1.047 kN C; F df 

= 6.39 kN C. 

6.50 

Feg = 

3.46 kN T- F gh 

= 3.78 kN C; F h , = 

= 3.55 kN C. 

6.51 

Fdf = 

10.48 kips C; F DG = 3.35 kips C; F, 

EG = 13.02 kips T. 

6.52 

Foi = 

13.02 kips T; F HI 

= 0.800 kips T; F hj = 13.97 kips C. 

6.53 

Fce = 

8.00 kN T; F m -- 

= 4.50 kN C; F df = 

= 10.00 kN C. 

6.54 

Ffh = 

10.00 kN C; F fi 

= 4.92 kN T; F gi = 

= 6.00 kN T. 

6.55 

Fad = 

13.5 kN C; F cd 

= 0; F ce = 56.1 kN T. 

6.56 

Fdg = 

75.0 kN C; F fg 

= 56.1 kN T; F fh = 

= 69.7 kN T. 

6.57 

Fab = 

8.20 kips T; F ag 

= 4.50 kips T; F fg 

= 11.60 kips C. 

6.58 

Fae = 

17.46 kips T; F ef 

= 11.60 kips C; F F j = 18.45 kips C. 

6.61 

Faf = 

1.500 kN T; F ej 

= 0.900 kN T. 


6.62 

Faf = 

0.900 kN T; F ej 

= 0.300 kN T. 
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6.65 a) CJ. b) 1.026 kN T. 

6.66 a) IO. b) 2.05 kN T. 

6.67 F bg = 5.48 kips T; F DG = 1.825 kips T. 

6.68 F cf = 3.65 kips T; F GH = 7.30 kips T. 

6.69 a) impropiamente restringida. b) completamente restringida, 
determinada. c) completamente restringida. indeterminada. 

6.70 a) completamente restringida, determinada. b ) parcialmente 
restringida. c) impropiamente restringida. 

6.71 a) completamente restringida, determinada. b) 
completamente restringida, indeterminada. c) impropiamente 
restringida 

6.72 a) parcialmente restringida. b ) completamente restringida, 
determinada. c) completamente restringida, indeterminada. 

6.75 a) 125 N 5^ 36.9°. b) 125 N 2^ 36.9°. 

6.76 F bd = 255 N C; C, = 120.0 N C„ = 625 N f. 

6.77 a) 80.0 lb T. b ) 72.1 lb 7^ 16.1°. 

6.78 a) 80.0 lb T. b ) 72.1 lb ^ 16.1°. 

6.81 A, = 18.00 kN \ = 20.0 kN B = 9.00 kN 

C* = 9.00 kN Cj = 20.0 kN |. 

6.82 A = 20.0 kN 1: B = 18.00 kN C x = 18.00 kN 
Cy = 20.0 kN t- 

6.83 a) A z = 450 N Ay = 525 N E, = 450 N 

E ? = 225 N t; b) A, = 450 N Ay = 150.0 N f; 

E x = 450 N Ey = 600 N |. 

6.84 a) A s = 300 N Ay = 660 N f; E* = 300 N 

Ey = 90.0 N t- b) A, = 300 N Ay = 150.0 N f ; 

Ej. = 300 N Ey = 600 N j. 

6.87 a) A, = 80.0 lb Ay = 40.0 lb B* = 80.0 lb 

By = 60.0 lb b ) A t . = 0, Ay = 40.0 lb B* = 0, 

By = 60.0 lb j. 

6.88 a) y c) B, = 32.0 lb By = 10.00 lb 

F, = 32.0 lb Fy = 38.0 lb b) B, = 32.0 lb 
By = 34.0 lb t, F* = 32.0 lb Fy = 14.00 lb f. 

6.89 a) y c) B, = 24.0 lb By = 7.5 lb {■ F, = 24.0 lb 

Fy = 7.50 lb T- b) B* = 24.0 lb By = 10.50 lb 
F r = 24.0 lb Fy = 10.50 lb | . 

6.91 B t = 700 N By = 200 N E, = 700 N 

Ey = 500 N f. 

6.92 D, = 13.60 kN Dy = 7.50 kN f; E, = 13.60 kN 
Ey = 2.70 kN | 

6.93 A r = 176.3 lb Ay = 60.0 lb | : G* = 56.3 lb 
Gy = 510 lb t- 

6.94 A* = 56.3 lb Ay = 157.5 lb i ; G* = 56.3 lb 
Gy = 383 lb t • 

6.95 a) A = 982 lb f; B = 935 lb f; C = 733 lb |. 
b) A B = +291 lb; AC = -72.7 lb. 

6.96 a )= 572 lb. b) A = 1070 lb T; B = 709 lb j; C = 870 lb |. 
6.99 C s = 78.0 lb Cy = 28.0 lb T; F x = 78.0 lb <e-, 

Fy = 12.00 lb t- 

6.100 C, = 21.7 lb Cy = 37.5 lb J,; D,= 21.7 lb 
Dy = 62.5 lb T- 

6.101 A x = 13.00 kN Ay = 4.00 kN I; B r = 36.0 kN -+, 

By = 6.00 kN t; E* = 23.0 kN <e-, Ey = 2.00 kN j. 

6.102 Aj. = 2 025 N A y = 1 800 N | ; B, = 4 050 N 
By = 1 200 N t; E* = 2 025 N , Ey = 600 N |. 

6.103 a) C, = 100.0 lb Cy = 100.0 lb D, = 100.0 lb 

Dy = 20.0 lb i. b) E„ = 100.0 lb Ey = 180.0 lb |- 

6.104 a) C, = 100.0 lb Cy = 60.0 lb f; D, = 100.0 lb 

Dy = 20.0 lb t b) E, = 100.0 lb Ey = 140.0 lb ]. 

6.107 a) A x = 200 kN Ay = 122 kN |. b) B r = 200 kN 

By = 10.00 kN | . 

6.108 a) A, = 205 kN Ay = 134.5 kN t b) B r = 205 kN 
By = 5.50 kN j'. 


6.109 B = 98.5 lb 24.0°; C = 90.6 lb 5^ 6.3°. 

6.110 a) 301 lb ^ 48.4°. b) 375 lb T. 

6.111 F AG = V2 P/6 C; F bf = 2V2 P/3 C; F m = V2, P/3 C; 

F eh = V2 P/6 T. 

113 F af = P/4 C; ij c = F dg = P/V 2 C; = P/4 T. 

6.115 F af = M 0 /4a C; F BG = F DG = M 0 /V2a T; F EH = 3M 0 /4a C. 

6. 1 16 F af — V2 M 0 /3a C; F BG — Mq/ci 7; F EG — Mq/ci C; 

F F h = 2V2 M 0 /3a T. 

6.117 E = P/5 1; F = 8P/5 G = 4P/5 j; H = 2P/5 |. 

6.118 A = P/15 t; D = 2P/15 E = 8P/15 f; H = 4P/15 |. 

6.119 a) A = 2.06P ^ 14.0°; B = 2.06P ft. 14.0°; el armazon es 

rigido. b) El armazon no es rfgido. c) A = 1.25P 36.9°; 

B = 1.031P ^2 14.0°; el armazon es rfgido. 

6.122 a) (F BD ) y = 96.0 lb 1 b ) F BD = 100.0 lb ^2 73.7°. 

6.123 a) (F BD ) y = 240 lb j b ) F BD = 250 lb ^d 73.7°. 

6.126 a) 746 N 1 . b) 565 N ^ 61.3°. 

6.127 a) 302 N I . b) 682 N ^ 61.3°. 

6.128 r DF = 81.0 N; B = 216 N {. 

6.129 a) 21.0 kN b) 52.5 kN 

6.130 a) 1 143 N ■ m l b) 457 N ■ m J. 

6.131 832 lb ■ in. Y 

6.132 360 lb- in. V 

6.133 195.0 kN ■ m J. 

6.134 40.5 kN ■ m Y 

6.137 208 N • m J 

6.138 18.43 N ■ m J 

6.139 F ae = 800 N T; F DG = 100.0 N C. 

6.140 P = 120.0 N Q = 110.0 N 

6.142 F = 3 290 lb ^ 15.12°; D = 4 450 lb 

6.143 D = 30.0 kN ; F = 37.5 kN ^ 36.9°. 

6.144 D = 150.0 kN ; F = 96.4 kN ^ 13.50°. 

6.145 a) 475 lb. b) 528 lb 63.3°. 

6.146 44.8 kN. 

6.148 8.45 kN. 

6.149 25.0 lb | 

6.150 10.00 lb | . 

6.151 240 N. 

6.154 a) 14.11 kN ^ 19.10°. b) 19.79 kN 47.6°. 

6.155 a) 4.91 kips C. b) 10.69 kips C. 

6.156 a) 2.86 kips C. b) 9.43 kips C. 

6.159 a) Mo = (90.0 N • m)i. b) A = 0; B = 0; 

M b = —(72.0 N ■ m)i 

6.160 a) 27.0 mm. b) 40.0 N-mJ. 

.163 F = 100.0 kN I-:, = 154.9 kN t; F* = 26.5 kN • 

F, = 118.1 kN | ; Hj = 126.5 kN H s = 36.8 kN {. 

6.164 F ab = F ae = 671 lb T; F AC = F AD = 1 000 lb C; 

F bc = F de = 600 lb C; F cd = 200 lb T. 

6.166 F fg = 5.23 kN C; F EG = 0.1476 kN C; F EH = 5.08 kN T. 

6.167 F km = 5.02 kN T; F LM = 1.963 kN C; F LN = 3.95 kN C. 

6.168 A x = 25.0 kips , A tJ = 20.0 kips B x = 25.0 kips , 

Bj, = 190.00 kips i ■ C x = 50.0 kips C, = 10.00 kips | . 

6.170 A x = 150.0 N Ay = 250 N E, = 150.0 N 
Ey = 450 N |. 

6.171 A = 327 lb B = 827 lb D = 621 lb f; E = 246 lb ]. 

6.172 a) P = 109.8 N b) 126.8 N T, c ) 139.8 N 38.3°. 

6.175 a) 312 lb. b) 135.0 lb ■ in. J. 

6. Cl a) 6 = 30 °; W = 472 lb, A ab = 1.500 in 2 , A ac = A CE = 

1.299 in. 2 , A bc = A BE = 0.500 in. 2 , A BD = 1.732 in. 2 
b) 6 opt = 56.8°: W = 312 lb, A ab = 0.896 in. 2 , A ac = 

A cf = 0.491 in. 2 , A bc = 0.500 in. 2 , A BF = 0.299 in. 2 , 

A bd — 0.655 in. 2 

6.C2 a) Para x = 9.75 m, F BH = 3.19 kN T. b) Para x = 3.75 m, 
F bh = 1.313 kN C. c) Para x = 6 m, F GH = 3.04 kN T. 


6.C3 

8 = 

30°: 

M = 

= 5 860 lb ■ ft Y A = i 

670 lb 75.5°. 


ft) ^max 

= 8 680 lb • ft cuando 6 = 

65.9°. 


b)A 

max 

-- 1 436 lb cuando 6 = 68..' 


6.C4 

e = 

30°: 

M A 

= 1.669 N ■ m Y F = 

11.79 N. 8 = 80°: 


m a 

= 3.21 N 

■ m Y F = 11.98 N. 


6.C5 

d = 

0.40 

in.: 

634 II) C; d = 0.55 in 

.: 286 lb C; 


d = 

0.473 in. 

: F ab = 500 lb C. 


6.C6 

8 = 

20°: 

M = 

= 31.8 N • m; 8 - 75°: 

M = 12.75 N • m; 


8 = 

60.0 

°:M, 

min = 12.00 N ■ m. 



CAPITULO 7 

7.1 F = 0; V = 80.0 lb t; M = 480 lb ■ in. V 

7.2 F = 0; V = 40.0 lb j; M = 240 lb • in. V 

7.3 F = 4.80 kN ; V = 1.400 kN M = 1.380 kN ■ m l 

7.4 F = 3.00 kN V = 0; M = 0.600 kN • m J. 

7.7 (Sobre A/) F = 103.9 N \; V = 60.0 N Z 1 ; 

M = 18.71 N ■ m l 

7.8 (Sobre BK ) F = 60.0 N/;V= 103.9 N 
M = 10.80 N • m Y 

7.9 (Sobre CJ) F = 23.6 lb V = 29.1 lb /-M = 540 lb • in. \ 

7.10 a) 30.0 lb en C. h) 33.5 lb en B y D. c) 960 lb ■ in. en C. 

7.13 (Sobre AJ) F = 194.6 N 60°; V = 257 N 30°; 

M = 24.7 N-mJ. 

7.14 45.2 N • m para 6 = 82.9°. 

7.15 a) F = 500 N V = 500 N f; M = 300 N • m J. 
b) F = 970 N f ; V = 171.0 N M = 446 N • m J. 

7.16 a) F = 500 N V = 500 N t; M = 300 N ■ m J. 
b) F = 933 N T; V = 250 N ; M = 375 N • m l 

7.17 (Sobre BJ) F = 200 N \; V = 120.0 N/;M = 120.0 
N • m Y 

7.18 (Sobre AK) F = 520 N V = 120.0 N |; M = 96.0 
N ■ m l 

7.19 150.0 lb • in. en D. 

7.20 105.0 lb • in. en E. 

7.23 (Sobre BJ) 0.289 Wr Y 

7.24 (Sobre BJ) 0.417 Wr Y 

7.27 0.1009 Wr para 6 = 57.3°. 

7.28 0.357 Wr para 8 = 49.3°. 

7.29 b) |V| mSx = 2 P; | MU = 3 Pa. 

7.30 b) |V| mSs = 2P/3; |M| mfe = 2PL/9. 

7.31 b) wL/4 ; 3 taF 2 / 32. 

7.32 b) wL/2 ; 3 wL 2 / 8. 

7.35 b) |V| mSx = 35.0 kN; |M| mfa = 12.50 kN ■ m. 

7.36 b) |V| m4x = 50.5 kN; \M\ mix = 39.8 kN • m. 

7.39 b) |V| mSx = 64.0 kN; |M| mSx = 92.0 kN • m. 

7.40 b) |V| mSx = 60.0 kN; |M| m4x = 72.0 kN • m. 

7.41 b) |V| m5x = 18.00 kips; | MU = 48.5 kip • ft. 

7.42 b) |V| mSx = 15.30 kips; |M| mix = 46.8 kip • ft. 

7.43 b) |V| mSx = 1.800 kN; \M\ mix = 0.225 kN • m. 

7.44 b) |V| mSx = 2.00 kN; |M| m4x = 0.500 kN ■ m. 

7.45 a) M < 0 en cualquier punto. 
b) |V| mSx = 4.50 kips; |M| mSx = 13.50 kip • ft. 

7.46 a) M > 0 en cualquier punto. 
b) |V| mSx = 4.50 kips; \M\ mix = 13.50 kip ■ ft. 

7.49 a ) +400 N; +160.0 N ■ m. b )-200N; +40.0 N ■ m. 

7.52 |V[ m5x = 7.50 kips; |M| mSx = 7.20 kip ■ ft. 

7.53 |V| m5x = 165 lb; \M\ mil = 1 625 lb • in. 

7.54 |V| m5x = 800 N; |MU = 180.0 N ■ m. 

7.55 a) 54.5°. b) 675 N ■ m. 

7.56 a) 0.311 m. b) 193.0 N • m. 

7.57 a) 1.236. b) 0.1180 wa 2 . 

7.58 a = 0.207 L 
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7.59 a) 40.0 kips, b) 40.0 kip ■ ft. 

7.62 a) 0.414 wL ; 0.0858 wL 2 . b) 0.250 u>L; 0.250 tuL 2 . 

7.63 |V| mSx = 2 P; |M| m5x = 3Pa 

7.69 |V| mSx = 7.20 kN; |M| m4x = 5.76 kN • m. 

7.70 |V| mSx = 720 N; |M| m4x = 164.0 N • m. 

7.72 |V[ mSx = 60.0 kN; |MU = 72.0 kN ■ m. 

7.77 b) 9.00 kN • in, a 1.700 m de A. 

7.78 b) 26.4 kN ■ in, a 2.05 m de A. 

7.79 b) 45.0 kip ■ ft, a 12.00 ft de A. 

7.80 b) 12.00 kip ■ ft, a 6.00 ft de A. 

7.83 b) 40.5 kN ■ m, a 1.800 m de A. 

7.84 b) 60.5 kN • m, a 2.20 m de A. 

7.85 a) V = (w 0 /6L)(3x 2 - 6 Lx + 2 L 2 ); 

M = (w 0 /6L)(x 3 - 3 Lx 2 + 2 L 2 x). 
b) 0.0642to 0 L 2 , en x = 0.423L. 

7.86 a) V = ( w 0 /3L)(2x 2 - 3 Lx + L 2 ); 

M = (w 0 /18L)(4x 3 - 9L.r 2 + 6 L 2 x - L 3 ). 
b) w 0 L 2 /7 2, en i = L/2. 

7.89 a) P = 4.00 kN J,; Q = 6.00 kN | . b) M c = “900 N • m. 

7.90 a) P = 2.50 kN 1; Q = 7.50 kN |. b) M c = -900 N ■ m. 

7.91 a) P = 1.350 kips Q = 0.450 kips | . 

b) V m5x = 2.70 kips en A; M mSx = 6.345 kip • ft, 
a 5.40 ft de A. 

7.92 a) P = 0.540 kips i; Q = 1.860 kips J,. 

b) |V| m4x = 3.14 kips en B; M m4x = 6.997 kip • ft, 
a 6.88 ft de A. 

7.93 a) 2.28 m. b) D x = 13.67 kN D # = 7.80 kN t- 

c) 15.94 kN. 

7.94 a) 1.959 m. b) 2.48 m. 

7.95 a) 838 lb ^ 17.4°. b) 971 lb ^2 34.5°. 

7.96 a) 2670 lb IF 2.10°. b) 2810 lb 18.6°. 

7.97 a) d B = 1.733 m; d D = 4.20 m. b) 21.5 kN 3.8°. 

7.98 a) 2.8 in. b) A = 32.0 kN 38.7°; E = 25.0 kN 

7.101 a) 48.0 lb. b) 10.00 ft. 

7.102 a) 12.50 ft. b) 5.00 ft. 

7.103 196.2 N. 

7.104 157.0 N. 

7.107 a) 138.1 in. b ) 602 N. 

7.108 a) 6.75 m. b) T AB = 615 N; T BC = 600 N. 

7.109 a) 56 400 kips, b) 4 280 ft. 

7.110 a) 50 200 kips, b) 3 580 ft. 

7.113 a) V3LA/8. b) 12.25 ft. 

7.114 3.75 ft. 

7.115 a) 58 940 kips, b) 29.2°. 

7.116 a) 16.00 ft a la izquierda de B. b) 2 000 lb. 

7.117 a) 5 880 N. b) 0.873 m. 

7.118 a) 6 860 N. b) 31.0°. 

7.125 y = h[ 1 - cos(m /L)] ; T 0 = iy 0 L 2 //i77 2 ; 

T max = K 

7.127 a) 26.7 m. b) 70.3 kg. 

7.128 199.5 ft 

7.129 a) 164.8 m. b) 4 290 N. 

7.130 330 ft; 625 lb. 

7.133 a) 5.89 m. b) 10.89 N -+. 

7.134 10.05 ft. 

7.135 a) 30.2 m. b) 56.6 kg. 

7.136 a) 56.3 ft. b) 2.36 lb/ft. 

7.139 31.8 N. 

7.140 29.8 N. 

7.141 a) a = 79.0 ft; b = 60.0 ft. b ) 103.9 ft. 

7.142 a) a = 65.8 ft; b = 50.0 ft. b)= 86.6 ft. 

7.143 119.1 N 

7.144 177.6 N 


7.147 3.50 ft. 

7.148 5.71 ft. 

7.151 0.394 m y 10.97 m. 

7.152 0.1408. 

7.153 a) 0.338. b) 56.5°; 0.755 wL. 

7.154 a) 1500 N. b ) (Sobre ABJ ) F = 1 324 N f; 

V = 706 N M = 229 N ■ m "j. 

7.155 (Sobre BJ) F = 250 N \; V = 120.0 N/;M = 120.0 
N ■ m Y 

7.156 a) (Sobre AC) F = V = 0; M = 450 lb ■ ft V 

b) (Sobre AC) F = 250 lb V = 0; M = 450 lb • ft V 

7.157 a) 90.0 lb. b) 900 lb • in. 

7.159 b) 41.4 kN; 35.3 kN • m. 

7.160 a) 12.00 kip • ft, en C. b) 6.25 kip ■ ft, 2.50 ft de A. 

7.162 a) 1 229 lb. b) 11.00 ft. 

7.164 a) 2 770 N. b) 75.14 m. 

7.C1 a) M d = +39.8 kN • m. b) M D = +14.00 kip • ft. 

c) M d = +1 800 lb • in. 

7.C3 a = 1.923 m; M m4x = 37.0 kN • m a 4.64 m de A. 

7.C4 b ) M m4x = 5.42 kip • ft euando X = 8.5 ft y 11.5 ft. 

7.C8 c/L = 0.300 : h/L = 0.5225; s AB /L = 1.532; 

T 0 /wL = 0.300; T m JwL = 0.823. 

CAPITULO 8 

8.1 Equilibrio; F = 34.5 lb \. 

8.2 El bloque se mueve; F = 55.7 lb V 

8.3 Equilibrio; F = 48.3 N \. 

8.4 El bloque se mueve; F = 103.5 N V 

8.5 225 N SP s 479 N. 

8.6 143.0 N < P < 483 N. 

8.7 a) 105.8 N. b) 46.0°. 

8.9 a) 403 N. b) 229 N. 

8.11 a) 353 N . b) 196.2 N . 

8.12 a) 275 N b) 196.2 N 

8.15 a) 36.0 lb b) 30.0 lb. c) 12.86 lb -+. 

8.16 a) 36.0 lb — b) 40.0 in. 

8.17 M = Wr Ms (1 + fijd + ijl 3 ). 

8.18 a) 0.300 Wr. b) 0.349 Wr. 

8.19 151.5 N ■ m. 

8.20 1.473 kN. 

8.21 0.208. 

8.23 a) 136.4°. b) 0.928 W. 

8.25 0.750. 

8.26 0.860. 

8.27 132.9 lb 1. 

8.28 a) 112.5 N. b) 8.81 mm. 

8.29 3.46 < - < 13.63. 

a 

3.30 a) La placa esta en equilibrio. b ) La placa se mueve hacia 
abajo. 

8.31 10.00 lb < P < 36.7 lb. 

8.34 135.0 lb. 

8.36 168.4 N<P< 308 N. 

8.37 9.38 N ■ m < M < 15.01 N ■ m. 

8.38 -46.8 N < P < 34.3 N. 

3.39 b) 2.69 lb. 

8.41 0.0949. 

8.42 a) El sistema se desliza; P = 62.8 N. 

b) El sistema gira alrededor de /+ l J — 73.2 N. 

8.43 35.8°. 

8.44 20.5°. 

8.45 1.225 W. 
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8.46 a) P = 56.6 lb b) B, = 82.6 lb B,, = 96.0 lb 4. 

8.47 a) P = 21.4 lb b) B r = 122.2 lb I5, ( = 96.0 lb | . 

8.48 P = 2 080 N |. 

8.49 P = 1 966 N 

8.52 a) 62.7 lb. b) 62.7 lb. 

8.53 9.86 kN 

8.54 913 N 

8.55 a) 28.1°. b) 728 N 14.0°. 

8.56 29.9 1b. 

8.57 67.4 N. 

8.60 b) 283 N 

8.61 0.442. 

8.62 a) 90.0 lb. h) La base se mueve. 

8.63 a) 89.4 lb. b) La base no se mueve. 

8.64 0.1103. 

8.65 0.1013. 

8.69 1068 N ■ m. 

8.70 4.18 N • m. 

8.72 169.7 lb • in. 

8.73 32.7 lb ■ in. 

8.75 0.098. 

8.76 450 N. 

8.77 412 N. 

8.78 344 N. 

8.79 376 N. 

8.80 0.226. 

8.82 T ab = 77.5 lb; T CD = 72.5 lb; T EF = 67.8 lb. 

8.85 22.0 lb 

8.86 1.948 lb | . 

8.87 18.01 lb 

8.88 a ) 4.80 kN. b) 1.375°. 

8.90 3.751b. 

8.91 0.1670. 

8.96 154.4 N. 

8.97 0.0600 in. 

8.98 10.871b 

8.99 a) 1.288 kN. b) 1.058 kN. 

8.100 300 mm. 

8.101 a) 0.329. b ) 2.67 vueltas. 

8.102 a) 22.8 kg. b) 291 N. 

8.103 a) 109.7 kg. b) 828 N. 

8.104 73.01b < P < 1 233 lb. 

8.107 35.1 N • m 

8.108 a) 27.0 N • m b) 675 N. 

8.109 a) 39.0 N • m. b) 844 N. 

8.110 421 lb ■ in. 

8.111 301 lb • in. 

8.112 44.9 N • m V 

8.115 4.49 in. 

8.116 a) 11.66 kg. b) 38.6 kg. c) 34.4 kg. 

8.117 a) 9.46 kg. b) 167.2 kg. c) 121.0 kg. 

8.120 a) 10.39 lb. b) 58.5 lb. 

8.121 a) y b) 28.9 lb. 

8.122 5.97 N. 

8.123 9.56 N. 

8.124 a) 30.3 lb ■ in "j. b) 3.78 lb 4. 

8.125 a) 17.23 lb ■ in J. b) 2.15 lb 4. 

8.126 0.350. 

8.131 a) 51.0 N ■ m. b) 875 N. 

8.132 a) 170.5 N. b) 14.04°. 

8.133 53.5° 

8.135 6.35 < L/a < 10.81. 

8.136 0.0533. 


8.138 

0.225. 


8.139 

a) 620 N . b) B, = 1 390 N ; B^ = 

1 050 N 4 . 

8.140 

a) y b) 50.4 lb. 


8.142 

a) 0.238. b) 218 N 4. 


8. Cl 

x = 500 mm: 63.3 N; P mix = 67.8 N en 

x = 355 mm. 

8.C2 

W B = 10 lb: e = 46.4°; W B = 70 lb: 6 = 

= 21.3°. 

8.C3 

fjL A = 0.25: M = 0.0603 N • m. 


8.C4 

0 = 30°: 1.336 N • in < M A < 2.23 N • 

m. 

8.C5 

0 = 60°: P = 16.40 lb 4; R = 5.14 lb. 


8.C6 

0 = 20°: 10.39 N ■ m. 


8.C7 

e = 20°: 30.3 lb; 13.25 lb. 


8.C8 

a) x 0 = 0.600L; x m = 0.604 L; Oj = 5.06 

°. b) 0 2 = 55.4°. 

CAPITULO 9 


9.1 

b 3 h/ 12. 


9.2 

3a 4 /2. 


9.3 

2fl 3 b/15. 


9.4 

ha 3 / 5 


9.6 

n 4 /8. 


9.7 

2ab 3 p. 


9.9 

ab 3 / 15. 


9.10 

0.1056 ab 3 . 


9.11 

ab 3 / 15. 


9.12 

2a 3 b/21. 


9.15 

ab 3 / 10; b/V 5. 


9.16 

3ab 3 /35; bV9/35. 


9.17 

a 3 b/ 6; a/V 3. 


9.18 

3a 3 b/35 ; bV 9/35. 


9.21 

20a 4 ; 1.826a. 


9.22 

43a 4 /48 ; 0.773a 


9.23 

(7T/2)(fl| - Ri); (77-/4)(R| - Rf) 


9.24 

b) Para t/R m = 1, -10.56%; paraf/R,„ 

= i -2,99%. 


para t/R m = 4 -0.1250%. 


9.25 

64a 4 /15 ; 1.265a. 


9.28 

bh (127i 2 + 1/ /48; V ( 12/i 2 + b~) / 24 


9.31 

390 X 10 3 mm 4 ; 21.9 mm. 


9.32 

46.0 in 4 ; 1.599 in. 


9.33 

64.3 X 10 3 mm 4 ; 8.87 mm. 


9.34 

46.5 in. 4 ; 1.607 in. 


9.37 

I = 9.50 X 10 6 mm 4 ; cl 2 = 60.0 mm. 


9.38 

A = 6 600 mm 2 ; I = 3.72 X 10 6 mm 4 . 


9.39 

l x = 150.0 in. 4 ; I tJ = 300 in. 4 


9.41 

I x = 1.874 X 10 6 mm 4 ; I y = 5.82 X 10 6 

1 mm 4 . 

9.42 

I x = 48.9 X 10 3 mm 4 ; I y = 8.35 X 10 3 

4 

mm . 

9.43 

I x = 191.3 in. 4 ; I y = 75.2 in. 4 


9.44 

I x = 18.13 in. 4 ; Iy = 4.51 in 4 


9.45 

a) 80.9 X 10 6 mm 4 , b) 57 .4 X 10 6 nun 4 . 


9.46 

a) 12.16 X 10 6 mm 4 , b) 9.73 X 10 6 mm 4 



I x = 260 X 10 6 nun 4 ; k x = 144.6 mm; I y = 17.53 X 10 6 
mm 4 ; k tJ = 37.6 nun. 

9.50 I x = 254 in. 4 ; k x = 4.00 in.; I y = 102.1 in 4 ; k y = 2.54 in. 
I x = 255 X 10 6 mm 4 ; k x = 134.1 mm; I y = 100.0 X 10 6 
mm 4 ; ky = 83.9 mm. 

9.52 1.077 in. 

I x = 3.55 X 10 6 mm 4 ; = 49.8 X 10 6 nun 4 . 

9.55 I x = 745 X 10 6 mm 4 ; I y = 91.3 X 10 6 mm 4 . 

9.57 3m-/16. 

9.58 37rf>/16. 

9.59 15/i/14. 

9.60 4h/7. 

9.63 5a/8. 

9.64 80.0 mm. 
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9.67 

9.68 

9.69 

9.71 

9.72 

9.74 

9.75 

9.76 

9.78 

9.79 

9.80 

9.81 
9.83 

9.85 

9.86 

9.87 
9.89 

9.91 

9.92 

9.93 
9.95 

9.97 

9.98 

9.99 
9.100 

9.103 

9.104 

9.105 

9.106 

9.107 

9.111 

9.112 

9.113 

9.114 

9.115 

9.116 

9.119 

9.120 

9.121 

9.122 

9.124 

9.125 

9.127 

9.128 

9.129 
9.131 

9.133 

9.134 

9.135 

9.136 

9.137 


a i /2. 
a 2 b 2 / 12. 

-b 2 h 2 / 8. 

-1.760 X 10 6 mm 4 . 
-21.6 X 1() 6 mm 4 . 
-0.380 in 4 . 

471 X 10 3 mm 4 . 

-9 010 in. 4 
1.165 X 10 6 mm 4 . 


a) Is = 0.482a 4 ; Iy = 1.482 a* J x y = -0.589a 4 . 

b) Is = 1.120a 4 ; I y . = 0.843a 4 ; Ijy = 0.760a 4 . 

Is = 103.5 X 10 6 mm 4 ; I y , = 97.9 X 10 6 mm 4 ; 

Is y ' = -38.3 X 1() 6 min 4 . 

Is = 1 033 in .\l y , = 2 020 in. 4 ; = -873 in 4 

Is = 0.236 in. 4 ; I y . = 1.244 in. 4 ; I x y = 0.1132 in. 4 
20.2°; 1.754a 4 . 0.209a 4 . 

-17.11°; 139.1 X 10 6 mm 4 . 62.3 X 10 6 mm 4 . 

29.7°; 2 530 in. 4 . 524 in 4 

-23.7° y 66.3°; 1.257 in. 4 . 0.224 in 4 

a) Is = 0.482a 4 ; Iy = 1.482 a 4 ; I_ x y = -0.589a 4 . 

b) Is = 1.120a 4 ; I y ' = 0.843a 4 ; 4 y = 0.760a 4 . 

Is = 103.5 X 10 6 mm 4 ; I y ' = 97.9 X 10 6 mm 4 ; 

Isy' = “38.3 X 10® mm 4 . 

Is = 1 033 in. 4 ; Iy = 2 020 in. 4 ; I x y = -873 in. 4 
Is = 0.236 in. 4 ; I y , = 1.244 in. 4 ; I x y = 0.1132 in 4 
20.2°; 1.754a 4 . 0.209a 4 . 

-17.11°; 139.1 X 10 6 mm 4 . 62.3 X 10 6 mm 4 . 

-33.4°; 22.1 X 10 3 in. 4 . 2490 in 4 
29.7°; 2 530 in. 4 . 524 in. 4 

a )— 1.146 in. 4 , b) 29.1° en el sentido de las manecillas del 
reloj. c) 3.39 in 4 

23.8° en el sentido de las manecillas del reloj; 0.524 X 10 6 
mm 4 , 0.0917 X 10® mm 4 . 

19.54° en sentido contrario al de las manecillas del reloj; 
4.34 X 10® mm 4 , 0.647 X 10® mm 4 , 
a) 25.3°. b ) 1459 in. 4 . 40.5 in 4 

a) 88.0 X 10® mm 4 , b) 96.3 X 10® mm 4 , 39.7 X 10® mm 4 . 

a) m(rf + r\ /A. b) m(r\ + r\ )2. 

a) 0.0699 ma 2 . b) 0.320 ma 2 . 

a) 25 mrf/64. b) 0.1522 mrf. 

a) mb 2 II. b ) m(7a 2 + 10 b 2 /73. 

a) ma 2 / 3. b) 3ma 2 /2. 

a) 7ma 2 /6. V) ma 2 / 2. 

1.329 mb 2 . 
m(3a 2 + L 2 yi2. 

a) 0.241 mh 2 . b) m(3a 2 + 0.1204 h 2 ). 
mb 2 + h 2 yiO. 
ma 2 + b 2 y5. 


I x = I y = rruf/ 4; I z = ma 2 /2 
837 X 10~ 9 kg • m 2 ; 6.92 mm. 

1.160 X KT® lb • ft • s 2 ; 0.341 in. 
m(3a 2 + 2 h 2 y6 

a) 27.5 mm a la derecha de A. b) 32.0 mm 
a) 2.30 in. b) 20.6 X 10~ 3 lb - ft - s r 
'5 a 2 2a \ d 2 l 

,3 1 2 + l + ) + 4 


)TTp]‘ 


2.27 in. 
b) 0.1851. 


I x = 26 X 10~ 3 kg • m 2 ; Iy = 38.2 X HT 3 kg • m 2 ; 

I, = 17.55 X 10~ 3 kg • m 2 

I x = 175.5 X 10~ 3 kg ■ m 2 ; Iy = 309 X KT 3 kg ■ in 2 ; 

I z = 154.4 X KT 3 kg ■ in 2 . 

I x = 745 X KT® lb • ft • s 2 ; I y = 896 X HT® lb ■ ft • s 2 ; 
i z = 304 x nr® lb • ft ■ s 2 . 


9.138 4 = 344 X nr® lb ■ ft ■ S 2 ; I y = 132.1 X HT® lb • ft ■ s 2 ; 

4 = 453 X KT® lb • ft • s 2 . 

9.141 a) 13.99 X 10~ 3 kg ■ in 2 , b) 20.6 X 10~ 3 kg • m 2 . 

c) 14.30 X KT 3 kg • m 2 . 

9.142 0.1785 lb • ft ■ s 2 . 

9.144 4 = 38.1 X 10~ 3 kg • m 2 ; k x = 110.7 mm. 

9.145 a) 26.4 X 10~ 3 kg • m 2 . b) 31.2 X 10~ 3 kg ■ m 2 . 

c) 8.58 X 10~ 3 kg • m 2 . 

9.147 4 = 0.0392 lb • ft • s 2 ; I y = 0.0363 lb • ft • s 2 ; 

4 = 0.0304 lb • ft • s 2 . 

9.148 4 = 0.323 kg • m 2 ; 4 = 4 = 0.419 kg • m 2 . 

9.149 I xy = 2.50 X HT 3 kg ■ m 2 ; I yz = 4.06 X 10~ 3 kg • m 2 ; 

I zx = 8.81 X 10~ 3 kg • m 2 . 

9.150 I xy = 2.44 X 10~ 3 kg ■ m 2 ; I yz = 1.415 X 10 -3 kg ■ m 2 ; 

I zx = 4.59 X 10~ 3 kg • ill 2 . 

9.151 l X y = -538 X l(r® lb • ft • s 2 ; Iy Z = -171.4 X Ur® lb • ft • s 2 ; 

I, x = 1 120 X 10 -6 lb • ft ■ s 2 . 

9.152 I X y = -1.726 X 10 -3 lb ■ ft ■ s 2 ; I yz = 0.507 X 10 -3 lb • ft • s 2 ; 
I, x = -2.12 X 10^ 3 lb • ft ■ s 2 . 

9.155 I xy = -8.04 X 10~ 3 kg • in 2 ; I yz = 12.90 X 10~ 3 kg • m 2 ; 

I zx = 94.0 X 10~ 3 kg • ill 2 . 

9.156 I X y = 0; Iy Z = 48.3 X 10^® kg ■ m 2 ; 

I zx = -4.43 X 10 -3 kg ■ m 2 . 

9.157 I xy = wa 3 ( 1 — 57T /g; I yz = —11 irwa 2 /g ; 

I z% = 4 wa s (l + 27r)g. 

9.158 l xy = -11 wa 3 /g; Iy Z = w<£‘{tt + 6)/2g; l zx = -wa 3 / 4g. 

9.159 I X y = 47.9 X 10~® kg • m 2 ; I yz = 102.1 X 10 -6 kg • m 2 ; 

I zx = 64.1 X 10~® kg ■ m 2 . 

9.160 I xy = -m'R 3 / 2; I yz = m'Rf/2- I zx = -m'Rl/2. 

9.162 a) mac/ 20. b) l xy = mab/ 20; I yz = mbc/ 20. 

9.165 18.17 X KT 3 kg ■ m 2 . 

9.166 11.81 X 10~ 3 kg • m 2 . 

9.167 5 Wa 2 /18g. 

9.168 4.41 yfaVg. 

9.169 281 X 10 -3 kg • ill 2 . 

9.170 0.354 kg • m 2 . 

9.173 a) b/a = 2 ; c/a = 2. b) b/a = 1; c/a = 0.5. 

9.174 a) 2. b) V2/3. 

9.175 a) iyV3. b) V7/I2. 

9.179 a) Kj = 0.363ma 2 ; K, 2 = 1.583ma 2 ; K 3 = 1.720ma 2 . 
b) {O x \ = (0 z h = 49.7°, (dy), = 113.7°; 

(<4)2 = 45° ,(e y ) 2 = 90°, (d z ) 2 = 135° ; 

(14)3 = (0J 3 = 73.5°, (0 y ) 3 = 23.7°. 

9.180 a) Ki = 14.30 X 10~ 3 kg • 111 2 ; 

K 2 = 13.96 X nr 3 kg • m 2 ; K 3 = 20.6 X 10 -3 kg • m 2 . 
b) (e x \ = (6y\ = 90.0°, (8 Z \ = 0; 

(0 X ) 2 = 3.42°, (0y) 2 = 86.6°, (0 Z ) 2 = 90.0° . 

«4)a = 93.4°, (<4)3 = 3.4°, «y 3 = 90.0°. 

9.182 a) = 0.1639WaVg; K 2 = 1.054Wa 2 /g; K 3 = 1.115Wa 2 yg. 
b) (e x \ = 36.7°, (e y \ = 71.6°, (0 z b = 59.5°; 

(e x ) 2 = 74 . 9 °, (e y ) 2 = 54 . 5 °, (e z ) 2 = 140 . 5 °; 

(<4)3 = 57.5°, (0„) 3 = 138.8°, (8 z ) 3 = 112.4°. 

9.183 a) Ki = 2.26yfaVg; K 2 = 17 ,27yfa 4 / g; K 3 = 19.08ytaVg . 
b) (6/h = 85.0°, (dyb = 36.8°, (6 z b = 53.7°; 

(8 x ) 2 = 81.7°, (e y ) 2 = 54.7°, «4> 2 = 143.4°; 

(0 X ) 3 = 9.70°, (By ) 3 = 99.0°, (d z ) 3 = 86.3°. 

9.185 I x = ab 3 /28; I, = a 3 b/20. 

9.187 4a 3 b/15;a/V5. 

9.188 I x = 4a 4 ; Iy = 16 a 4 /3. 

9.189 a) 3.13 X 10® mm 4 , b) 2.41 X 10® mm 4 . 

9.190 I x = 634 X 10® mm 4 ; I y = 38.0 X 10® mm 4 . 

9.191 I xy = -2.81 in 4 
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9.193 a) 7 ma 2 / 18. b) 0.819 ma 2 . 

9.195 I x = 0.877 kg ■ m 2 ; l y = 1.982 kg ■ m 2 ; l z = 1.652 kg • m 2 . 

9. Cl 6 = 20°: I x ' = 14.20 in. 4 . l y , = 3.15 in. 4 , Z iy = -3.93 in 4 

9.C3 a) I X ' = 371 X 10 3 mm 4 , I y , = 64.3 X 10 3 mm 4 ; 
k x > = 21.3 mm. Ay = 8.87 mm. b ) //■ = 40.4 in. 4 , 

Iy> = 46.5 in. 4 ; k x ' = 1.499 in., ky> = 1.607 in. 
c) k x = 2.53 in., k y = 1.583 in. d ) A, = 1.904 in., 
ky = 0.950 in. 

9.C5 a) 5.99 X 10~ 3 kg • m 2 . b) 77.4 X 10~ 3 kg ■ m 2 . 

9.C6 a) 74.0 X 10 “ 6 lb • ft ■ s 2 . b) 645 X HT 6 lb • ft ■ s 2 . 
c) 208 X 10' 6 lb ■ ft ■ s 2 . 


CAPITULO 10 

10.1 82.5 N|. 

10.2 120 lb 

10.3 49.5 N ■ m J. 

10.4 1 200 lb ■ in. V 

10.7 a) 60.0 N C, 8.00 mm | . b ) 300 N C, 40.0 mm 1 . 

10.8 a) 120.0 N C, 16.00 mm | . b) 300 N C, 40.0 mm J, . 

10.9 Q = 2P sen 0/ cos 0/2. 

10.10 Q = 2P cos 0/cos 0/2. 

10.11 </> = (3P/2) tan 0 

10.12 Q = P[(l/a) cos 3 0-1], 

10.15 M = \Wl tan a sen 0. 

10.16 M = Pl/2 tan 0. 

10.17 M = 7Pa cos 0 

10.18 a) M = Pi sen 20. b) M = 3 Pi cos 0. c) M = Pi sen 0. 

10.21 85.2 lb • ft l 

10.22 22.8lb?^70.0 o . 

10.24 36.4°. 

10.25 38.7°. 

10.26 68 . 0 °. 

10.28 19.81° y 51.9°. 

10.30 25.0°. 

10.31 39.7° y 69.0°. 

10.32 52.2°. 

10.33 40.2°. 

10.35 22.6°. 

10.36 51.1°. 

10.37 52.4°. 

10.38 19.40°. 

10.39 59.0°. 

10.40 78.7°, 324°, 379°. 

10.43 12.03 kNV 

10.44 20.4°. 

10.45 2 370 lb V 

10.46 2 550 lb V 

10.47 t) = 1/(1 + /Lt cot a ) 

10.49 37.6 N, 31.6 N. 

10.51 300 N • m, 81.8 N ■ m. 


10.52 17 = tan 0/tan (0 + <f> s ). 

10.53 7.75 kN / . 

10.54 H = 1.361 kN |; M H = 550 N • m \ 

10.57 0.833 in. | . 

10.58 0.625 in. 

10.66 19.40°. 

10.67 El equilibrio es neutro. 

10.6 0 = 0 y 0 = 180.0°, inestable; 

0 = 75.5° y 0 = 284°, estable. 

10.70 0 = 90.0° y 0 = 270° inestable; 

0 = 22.0° y 0 = 158.0°, estable. 

10.71 0 = -45.0°, inestable; 0 = 135.0°, estable. 

10.72 0 = —63.4°, inestable; 0 = 116.6°, estable. 

10.73 59.0° estable. 

10.74 78.7°, estable; 324°, inestable; 379°, estable. 

10.78 9.39° y 90.0°, estable; 34.2°, inestable. 

10.79 357 mm. 

10.80 252 mm. 

10.81 17.11°, estable; 72.9°, inestable. 

10.83 49.1°. 

10.85 54.8°. 

10.86 37.4°. 

10.88 16.88 m. 

10.90 A > 6.94 lb/in. 

10.91 15.00 in. 

10.92 P < 2AL/9. 

10.93 P < AL/18. 

10.94 P <k(J — a f/21. 

10.96 P< 160.0 N. 

10.98 P < 764 N. 

10.100 a) P < 10.00 lb. b) P < 20.0 lb. 

10.101 60.0 lb | . 

10.102 600 lb • in. J. 

10.104 a) 20.0 N. b) 105.0 N. 

10.106 39.2°. 

10.107 60.4°. 

10.108 7.13 in. 

10.110 a) 0, inestable. b) 137.8°, estable 
10.112 a) 22.0°. b) 30.6°. 

10.C1 0 = 60°: 2.42 in.; 0 = 120°: 1.732 in.; 

( M/P) mix = 2.52 in. en 0 = 73.7°. 

10.C2 0 = 60°: 171.1 N C. Para 32.5° < 0 < 134.3°, |F |< 400 N. 
10.C3 0 = 60°: 296 N T. Para 0 < 125.7°, \F |< 400 N. 

b) 0 = 60°, nivel de referenda en C: V = —294 in ■ lb. 

c) 34.2°, estable; 90°, inestable; 145.8°, estable 
10. C5 b) 0 = 50°, nivel de referenda en E: V = 100.5 J. 

dV/dd = 22.9 J. 

c) 0 = 0, inestable; 30.4°. 

10. C6 b) 0 = 60°, nivel de referenda en B: 30.0 J. 

c) 0 = 0, inestable; 41.4°, estable. 

10. C7 b) 0 = 60°, nivel de referenda en 0 = 0: —37.0 J. c) 52.2°, 
estable 
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Prefijos del SI 


Factor multiplicativo 

Prefijo 

Simbolo 

1 000 000 000 000 = 10 12 

tera 

T 

1 000 000 000 = 10 9 

giga 

G 

1 000 000 = 10 6 

mega 

M 

1 000 = 10 3 

kilo 

k 

100 = 10 2 

hecto f 

h 

I— 1 

o 

II 

I— 1 

O h 

deca* 

da 

1 

o 

1—1 

II 

1— 1 

© 

deci f 

d 

CM 

1 

o 

1—1 

II 

1—1 

o 

o’ 

centi* 

c 

0.001 = 1CT 3 

mili 

m 

0.000 001 = 10~ 6 

micro 


0.000 000 001 = 1CT 9 

nano 

n 

0.000 000 000 001 = 1(T 12 

pico 

p 

0.000 000 000 000 001 = 1(T 15 

femto 

f 

0.000 000 000 000 000 001 = 1CT 18 

ato 

a 


*Debe evitarse el uso de estos prefijos, excepto en las medidas de areas y volumenes y para 
el uso no tecnico del centimetre, como en las medidas referentes a la ropa y al cuerpo. 


Principales unidades del SI usadas en mecanica 


Cantidad 

Unidad 

Simbolo 

Formula 

Aceleracion 

Metro por segundo 
al cuadrado 


m/s 2 

Angulo 

Radian 

rad 

t 

Aceleracion angular 

Radian por segundo 
al cuadrado 


rad/s 2 

Velocidad angular 

Radian por segundo 


rad/s 

Area 

Metro cuadrado 


2 

m 

Densidad 

Kilogramo por 
metro cubico 


kg/m 3 

Energia 

Joule 

J 

N • m 

Fuerza 

Newton 

N 

kg • m/s 2 

Frecuencia 

Hertz 

Hz 

s’ 1 

Impulso 

N ewton-segundo 


kg • m/s 

Longitud 

Metro 

m 

+ 

Masa 

Kilogramo 

k g 

+ 

Momento de una fuerza Newton-metro 


N • m 

Potencia 

Watt 

w 

J/s 

Presion 

Pascal 

Pa 

N/m 2 

Tiempo 

Segundo 

s 

•f 

Velocidad 

Volumen 

Metro por segundo 


m/s 

Solidos 

Metro cubico 


m 3 

Liquidos 

Litro 

L 

1(T 3 m 3 

Trabajo 

Joule 

J 

N • m 


f Unidad suplementaria (1 revolution = 2 it rad = 360°), 
*Unidad basica. 


Unidades de uso comun en Estados Unidos y sus equivalentes 
en unidades SI 


Cantidad 

Unidades de uso comun 
en Estados Unidos 

Equivalente del SI 

Aceleracion 

ft/s 2 

0.3048 m/s 2 


in./s 2 

0.0254 m/s 2 

Area 

ft 2 

0.0929 m 2 


in 2 

645.2 nun 2 

Energla 

ft • lb 

1.356 J 

Fuerza 

kip 

4.448 kN 


lb 

4.448 N 


oz 

0.2780 N 

Impulso 

lb • s 

4.448N ■ s 

Longitud 

ft 

0.3048 m 


in. 

25.40 mm 


mi 

1 .609 km 

Masa 

oz masa 

28.35 g 


lb masa 

0.4536 kg 


slug 

14.59 kg 


ton 

907.2 kg 

Momento de una fuerza 

lb • ft 

1.356 N • m 

Momento de inercia 

lb • in. 

0.1130 N • m 

de un area 

in. 4 

0.4162 X 10 6 nun 4 

de una masa 

lb • ft ■ s 2 

1.356 kg • nr 

Cantidad de movimiento 

lb • s 

4.448 kg • m/s 

Potencia 

ft • lb/s 

1.356 W 


hp 

745.7 W 

Presion o esfuerzo 

lb/ft 2 

47.88 Pa 


lb/in. 2 (psi) 

6.895 kPa 

Yelocidad 

ft/s 

0.3048 m/s 


in./s 

0.0254 m/s 


mi/h (mph) 

0.4470 m/s 


mi/h (mph) 

1.609 km/h 

Volumen 

ft 3 

0.02832 m 3 


in. 3 

16.39 cm 3 

LIquidos 

gal 

3.785 L 


qt 

0.9464 L 

Trabajo 

ft • lb 

1.356 J 


Centroides de areas y h'neas comunes 


Forma 


Area triangular 


Un cuarto de area circular 


Area semicircular 


Area semiparabolica 


Area parabolica 


Timpano parabolico 


Sector circular 


Un cuarto de arco circular 


Arco semicircular 


Arco de un circulo 



V 


h 

3 


4r 

37T 


4 r_ 
37T 


3 h 
5 


3 h 
5 


3 h 

10 


0 


2 r_ 

IT 


2r 

7 T 


0 


Area 


bh 

T 


4 


2 


2 ah 

~Y 


4 ah 
3 


ah 

~3~ 


ar 


2 


T7f 

T 


77/" 


2ar 


